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Sieben  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der 

Eegelschnitte. 

Professor  am  Polytechnißum  zu  München. 


Sechszehnte  Vorlesung.* 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Man  kann  die  gerade  Linie  als  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  auf- 
fassen, deren  Coordinaten  einer  beliebig  gegebenen  linearen  Gleichung  ge- 
ntigen. Unter  diesem  Gesichtspunkte  wird  der  geometrische  Ort  aller  der- 
jenigen Punkte,  deren  Coordinaten  einer  beliebig  gegebenen  Gleichung  des 
zweiten  Grades  genügen,  eine  Ciirve  zweiter  Ordnung  oder  kürzer  Kegel- 
schnitt genant.  Der  letztere  gebräuchlichere  Name  ist  der  älteren  synthe- 
tischen Raumgeometrie  entnommen,  welche  die  Curve  als  den  Schnitt  einer 
Ebene  und  eines  Rotationskegels  definirt. 

Die  Kegelschnitt  -  Gleichucg  besteht  im  Allgemeinen  aus  sechs  Gliedern, 
wovon  drei  der  zweiten  Ordnung ,  zwei  der  ersten  Ordnung  und  ein  Glied  der 
nullten  Ordnung  sind  in  Rücksicht  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und 
y  des  variabelen  Punktes.  Machen  wir  jedoch  die  Gleichung  durch  Einführung 
der  homogenen  Coordinaten  homogen  und  bezeichnen  mit  f{x,y,e)  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

1)        fi^yV,  e)  =  «00^  +  «11  y'^  +  «22  ^^  +  2a,2y  ^  +  2a^QZx  +  2aoi  xy, 
so  wird  nach  der  gegebenen  Definition  f{x^  y^z)  =  0  die  allgemeine  Form  der 
Gleichung  eines  Kegelschnittes  sein  und  die  Verhältnisse  der  sechs  Coefficienten 
a  in  der  Gleichung  werden  die  Natur  und  die  Lage  des  Kegelsdinittes  in  der 
Ebene  bedingen. 

Soll  der  Kegelschnitt  durch  einen  Punkt  gehen,  dessen  homogene  Co- 
ordinaten gegeben  sind,  so  müssen  diese,  an  Stelle  der  variabelen  Coordinaten 
gesetzt,  der  Gleichung  genügen.  Dieses  giebt  eine  lineare  homogene  Beding angs- 
gleichung  zwischen  den  sechs  Coefficienten.  Durch  fünf  solcher  Bedingungs- 
gleichungen werden  die  Verhältnisse  der  sechs  Coefficienten  a  unzweideutig  be- 
stimmt sein.   Man  kann  daher  sagen : 


*  Diese  Vorlesungen  sind  die  Fortsetzung  meiner  fünfzehn  „Vorlesungen  aus 
der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises. 
Teubner  1873"-  Sie  setzen  die  Bekanntschaft  des  Lesers  mit  den  Determinanten 
voraus,  etwa  in  dem  umfange,  .als  sie  in  meiner  Schrift  „Die  Determinanten.  Teubner 
1873"  vorgetragen  sind.  Die  Kenntuiss  der  Regeln  des  Differentiirens  wird  eben- 
falls vorausgesetzt 
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Durch  fünf  beliebig  gewfthlte  Punkte  in  der  Ebene  Ifisst 
.sich  im  Allgemeinen  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  legen  und 
dieser  Kegelschnitt  ist  in  allen  seinen  Theilen  durch  die  fünf 
gewählten  Punkte  yollstSndig  bestimmte 

Der  Kegelschnitt  kann  ein  Linioipaar  werden,  wenn  die  fttnf  gegebenen 
Punkte  eine  specieUe  Lage  haben;  er  kann  sogar  illusorisch  werden.  Um 
dieses  nachzuweisen ,  mfissen  wir  die  Grleichung  des  K^^lschnittes  seihet  auf- 
stellen, der  durch  fttnf  seiner  Punkte  gegeben  ist. 

Wenn  wir  die  homogenen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  einem 
Kegelschnitte  mit  x,  y^  z  bezeichnen  und  mit  angehängten  Indices  die  Co- 
ordinaten der  fünf  gegebenen  Punkte  desselben,  so  haben  wir  folgende  sechs 
Gleichungen : 

/'(«s.y8»^s)=o,   Aa^4.yW=o,   A«5iy5.^=o. 

Die  Elimination  der  sechs  zu  bestimmenden  Coefficienten  a  aus  diesen 
Gleichungen  ergiebt  die  Gleichung  des  K^elschnittes,  der  durch  die  fünf  be- 
zeichneten Punkte  geht : 

2)  ^  =  0, 

wenn  wir  mit  J  die  Determinante  bezdchnen : 


3) 


J  = 


«», 

y*. 

«*, 

ye. 

ex, 

*y 

^\ 

yi*. 

'.', 

Vi'v 

«i^t. 

*itfi 

«,*. 

V. 

V. 

yt«i> 

«««b, 

««y. 

V. 

%*. 

V. 

yj's. 

»s«». 

*iP$ 

*A 

y«*, 

'«', 

ifi'v 

»4*4. 

«4y4 

V. 

y«*. 

v> 

Vshf 

»6*5. 

ysVs 

denn  es  verschwindet  die  Determinante  J^  so  oft  man  für  die  variabelen  Co- 
ordinaten die  Coordinaten  eines  der  fünf  Punkte  setzt. 
Tn  diese  Determinante  lassen  sich  die  Ausdrücke : 
U^ax  +  by  +  cg 
U^^ax^  +  hyi  +  ce^ 


einführen  wie  folgt     Wir  multipliciren  die  Elemente  der  ersten  Vertikalreihe 
mit  a  und  addiren  dazu  die  mit  h  multiplicirten  Elemente  der  letzten  und  die 
mit  c  multiplicirten  Elemente  der  vorletzten  Vertikalreihe.     Dadurch  wird: 
xU,      y^,     ^,      yz,       zx,       xy. 


a/S  = 


^i^v     yA     V.     yi^v     ^1^11     «1^1 


^5^61      y5^      V.      Pbhy      «6^5»      ^6^6 

Multipliciren  wir  in  dieser  Determinante  die  Elemente  der  zweiten  Vertikal 
reihe  mit  b  und  addiren  dazu  die  mit  a  multiplicirten  Elemente  der  letzten  imd 
die  mit  r  multiplicirten  Elemente  der  vierten  Vertikalreihe,  multipliciren  end- 
lich die  Elemente  der  dritten  Vertikalreihe  mit  c  und  addiren  dazu  die  mit  a 
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multiplicirfcen  Elemente  der  vorletzten  und  die  mit  6  multiplicirten  Elemente  der 
vierten  Vertikalreihe,  so  erhalten  wir  schliesslich: 


4) 


ahc  ^1  = 


xU, 

yü, 

eU 

ye, 

««, 

a;y 

xJT,, 

yi^v 

z,U, 

^1*1. 

«ja;,, 

a^i^i 

«8^7,, 

y.^i, 

g,U, 

»2««. 

««% 

4.V8 

«3C/3, 

ys^s^ 

«»Ü3 

ys's. 

«S«3, 

«3% 

«4^74, 

»4^4. 

0,U, 

»4«4. 

«4'»'4. 

a'4y4 

^5f^5, 

»6f^6. 

«4^6 

%%. 

«5*5. 

'»si's 

Diese  Determinante  ist  durch  Striche  in  vier  Quadrate  getheilt.  Wenn 
von  den  fünf  gegebenen  Punkten  des  Kegelschnittes  die  drei  letzten  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  die  durch  die  Gleichung  U  =  0  gegeben  ist,  so  ver- 
schwinden sämmtliche  Elemente  des  links  unten  gelegenen  Quadrates  und  die 
Determinante  selbst  zerfällt  in  das  Produkt  von  zwei  Determinanten  der  Art, 
dass  man  hat: 


xU, 

yü,     eU    1 

y»«3. 

«s«.. 

«(ys 

ahc  d  = 

x,r7,,    y^Ui,    eJJ^ 

»4*4. 

e^x^, 

a'4y4 

XiU^,    ViU^,    e-iU^ 

VbH^ 

«sa^M 

a'sys 

oder  einfacher: 

«.    y,    « 

%%. 

«8«S. 

^ys 

5)             abcJ  = 

UTT^U^ 

«1.  Pi,   h 

»4*4. 

«4«4. 

x^y^ 

'"i,    Vii    H 

%«6. 

«6%. 

%y5 

Es  beweist  dieses  den  Satz : 

Wenn  von  fünf  gegebenen  Punkten  eines  Kegelschnittes 
drei  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  zerfällt  der 
Kegelschnitt  in  zwei  gerade  Linien,  von  welchen  die  eine  du  ch 
die  genannten  drei  Punkte  geht,  die  andere  die  noch  übrigen 
Punkte  verbindet. 

Nach  diesem  Satze  wird  der  diirch  fünf  Punkte  bestimmte  Kegelschnitt  in 
zwei  gerade  Linien  zerfallen ,  wenn  vier  von  diesen  Punkten  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  und  diese  gerade  Linie  wird  ein  Theil  des  Kegelschnittes  sein. 
Den  zweiten  Theil  bildet  aber  eine  jede  gerade  Linie,  welche  durch  den  fünften 
Punkt  geht.  Es  kann  demnach  der  Kegelschnitt  nicht  vollständig  bestimmt 
sein ,  während  seine  Gleichung  2)  doch  nicht«  Unbestimmtes  enthält.  Dieses 
Paradoxon  werden  wir  lösen,  wenn  wir  nachweisen,  dass  die  Gleichung  2)  z/=0 
unter  der  angenommenen  Bedingung  eine  identische  Gleichung  wird  und  des- 
halb keine  Kegelschnitt -Gleichung  sein  kann. 

Wenn  r7j=0,  17^=^0^  ^3*=0,  U^=0  die  Gleichungen  der  vier  ersten 
Punkte  des  Kegelschnittes  sind ,  welche  der  Annahme  nach  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  so  haben  wir  unter  36)  der  neunten  Vorlesung  nachgewiesen,  dass 
sich  vier  Facteren  x  der  Art  bestimmen  lassen,  dass  man  identisch  hat : 

X,  u,'  +  X,  er,« + X,  ü,«  +  X,  U/  =  0. 
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«.V 

+  «.v 

+  V.* 

+ 

x.x/ 

=    •». 

«.f.* 

+  ««»,* 

+  «,»/ 

+ 

««54* 

=  •, 

«,v 

+  «,^* 

+  «,',* 

+ 

«4'4» 

=  0, 

«I  ^1  ^»  +  ^l^t^t  +  «3^J^  +  *4^4»4  =  ^. 
*I  'l  51  +  «f'^y,  +  «J  'j^i  +  «4'4y*  =  ^ 

Gehen  wir  mm  zorflck  auf  die  in  3;  ao^gestellte  Detenninante.  Wenn  wir 
in  derselben  zu  den  mit  X|  mnldplicirten  Elementen  der  zweiten  HoiizantaJ- 
reihe  addiien  die  mit  x^  mnltiplieirten  Elemente  der  dritten  HorizimtnlreiheY 
wenn  wir  femer  dazu  addiren  die  mit  x,  mnltiplieirten  Elemente  der  Tierten 
nnd  die  mit  x^  mnltiplieirten  Elemente  der  flinfien  Horizontalreilie ,  ao  erbllt 
die  Determinante  nnr  den  Factor  x^.  Es  Tezschwinden  aber  anf  Grand  der  an- 
gegeljenen  Gleichungen  6)  s2nmitliche  Elemente  der  zweiten  Horizontalleihe 
nnd  man  hat  eine  Ton  selbst  Terschwindende  Determinante  x,  ^^  die  gleich 
Nnll  gesetzt,  nicht  mehr  der  analytische  Ansdmck  einer  Cnrre  sein  kann. 

Der  Kegelschnitt  ((x^y^z)  =  0  wird  ein  Linienpaar  sein»  wenn  der  linke 
Theil  der  Gleichung  in  zwei  lineare  Factoren  A  nnd  B  zerftllt  der  Art ,  dass 
man  identisch  hat : 

y{x,y,t)=AB. 

Ans  dieser  Gleichnng  gehen  wieder  identische  Gleichnngen  herror,  wenn 
man  dieselbe  nach  den  Variabelen  partiell  differentiirt  - 

Lässt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Variabelen  der  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  der  geraden  Linien  -4  =  0  und  J?  =  0  bedeuten ,  in  welche  der 
Kegelschnitt  zerfällt,  so  nehmen  sie  die  einfachere  Gestalt  an : 

7)  r{x)=o,  r{if)=o,  rw=o 

und  das  Resultat  der  Elimination : 


8) 


«00. 

«Ol. 

«0» 

Ojo. 

«lt. 

«i« 

«a» 

0«. 

«« 

=  0 


wird  die  Bedingung  sein,  unter  welcher  der  Kegelschnitt  f{x,y^z)  =  0  in  ein 
Linienpaar  zerfällt.  Es  ist  dieses  dieselbe  Bedingungsgleichung,  welche  wir  in 
f))  der  achten  Vorlesung  auf  einem  andern,  weitlfiuftigeren  Wege  abgeleitet 
haben.  Wir  wollen  es  jedoch  nicht  verschweigen,  dass  das  gleichzeitige  Be- 
stehen der  drei  Gleichungen  7)  in  vielen  Fällen  ein  durchsichtigeres  Kriterium 
für  ein  Linienpaar  ist,  als  die  Gleichung  8). 
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Die. Determinante  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 8) heisst  die  Deter- 
minante der  Function  f{x^y^fs\  weil  ihre  Elemente  die  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  der  Function  sind.  Auf  Grund  dieser  Difiaition  können 
wir  nun  den  Satz  aussprechen : 

9)  Wenn /*(a',y,jef)  =  0  die  homogene  Gleichung  eines  Kegel- 

schnittes ist,  so  stellt  dieselbe  ein  Linienpaar  dar  unter  der 
Bedingung,  dass  die  Determinante  der  Function  f{Xyy^z)  ver- 
schwindet. 

Irgend  zwei  durch  ihre  Gleichungen  in  gewöhnlichen  Punktcoordinaten 
gegebene  Curven  schneiden  sich  in  Punkten,  deren  Coordinaten  den  beiden 
Gleichungen  zugleich  genügen.  Es  ist  daher  die  Zahl  der  Schnittpunkte  zweier 
Curven  gleich  der  Zahl  derWerthepaare  der  Coordinaten,  welche  ihren  Gleich- 
ungen zugleich  genügen.  Ist  die  eine  Curve  ein  Kegelschnitt,  die  andere  eine 
gerade  Linie,  und  man  setzt  den  Werth  von  y  aus  der  Gleichung  der  geraden 
Linie  in  die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  so  erhält  man  eine  quadratische 
Gleichung  in  x  und  jeder  Wurzel  dieser  Gleichung  entspricht  ein  Werth  von  y, 
der  sich  aus  der  Gleichung  der  geraden  Linie  berechnen  lässt.  Man  kann  da- 
her sagen: 

Die  gerade.  Linie  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei 
Punkten. 

Hierauf  basirt  die  Aufgabe: 

Die  Gleichung  des  Punktepaares  zu  bestimmen,  in  welchem 
ein  gegebener  Kegelschnitt  von  einer  gegebenen  geraden  Linie 
geschnitten  wird. 

Wenn 

10)  Ä^'f'^^^c: 

die  Gleichungen  des  Kegelschnittes  und  der  geraden  Linie  sind ,  und  man  ver- 
steht unter  a:,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  der  beiden  Schnittpunkte, 
so  wird 

11)  UÄ  +  i?y  +  WiEf=rO 

die  Gleichung  des  Schnittpunktes  selber  sein. 

Die  Elimination  der  homogenen  Punktcoordinaten  aus  den  aufgestellten 
Gleichungen  giebt  die  Gleichung  des  gesuchten  Punktepaares : 

12)  /"(& w  —  cv,  cw  —  aw^  av  —  hu)  =  0. 

Dass  diese  Gleichung  ein  Punktepaar  darstellt,  wird  man  auch  dai*aus 
ersehen  können,  dass  der  linke  Theil  derselben  wirklich  in  zwei  lineare  Factoren 
zerfällt,  wofür  wir  die  Bedingungen  eben  zuvor  entwickelt  haben. 

Um  die  Frage  nach  der  Zahl  der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  zur 
Entscheidung  zu  bringen ,  ordnen  wir  die  in  gewöhnlichen  Punktcoordinaten 
gegebenen  Kegelschnitt-Gleichungen  nach  den  Potenzen  der  Variabele  y ; 

h  +  h,y+b^y'==0, 
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indem  wir  mit  den  den  Buchstaben  a  und  b  angehängten  Indices  zugleich  den 
Grad  ihrer  Ausdrücke  in  x  bezeichnen.  Mit  diesen  Gleichungen  bestehen  zu- 
gleich folgende : 

Die  Elimination  sämmtlicher  Potenzen  von  y  wie  aus  linearen  Gleichungen 
ergiebt  eine  biquadratische  Gleichung  in  x.  Der  einer  Wurzel  x  dieser  Gleich- 
ung entsprechende  Werth  von  y  wird  erhalten,  wenn  man  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  die  Potenzen  y  und  y^  wie  aus  linearen  Gleichungen  berechnet. 
Wir  schliessen  hieraus : 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  Punkten.   . 

Dieser  Satz  triflPt  sichtbar  zu,  wenn  die  Kegelschnitte  Linienpaare  werden, 
und  die  Uebereinstimmung  kann  als  Beweis  gelten,  dass  die  aus  der  Elimination 
hervorgegangeae  biquadratische  Gleichung  nicht  etwa  durch  eine  ungeschickte 
Operation  einen  überflüssigen  Factor  erhalten  hat,  durch  welchen  der  Gnid  der 
Gleichung  unnöthig  erhöht  ist. 

Die  Gleichung  der  vier  Punkte  zu  bestimmen,  in  welchen 
sich  zwei  gegebene  Kegelschnitte  f{x^y,is)  ==0  und  9(rr,y,r^=0 
schneiden. 

Diese  Aufgabe  verlangt  die  Elimination  der  Variabelen  flj,  y,  ;ef  aus  folgenden 
drei  Gleichungen : 

2f{x,y,0)  =  xf{x)  +yny)  +i^rW  =0, 

2  <P  {Xy  y,e)=x  <p\x)  +  y(p{y)  +  0  9' W  =  0, 

R^xu       +    yv     +   0W    =0. 

Eliminirt  man  die  ausserhalb  der  Functionenzeichen  stehenden  Variabelen 
Xy  y,  z  wie  aus  linearen  Gleichungen,  so  erhält  man : 

ro^),  ny\  rw 

D=  (p\x),  q>\y\^>\z) 

eine  homogene  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  Rücksicht  auf  die  Variabeleu 
Xy  y,  z  und  des  ersten  Grade»  in  Rücksicht  auf  «,  v,  m?,  welche  zugleich  mit  den 
drei  angegebenen  Gleichungen  besteht.  Wir  haben  demnach  folgende  sechä 
Gleichungen : 

/'(^,y,^)  =  0,    (p{xyyyz)^0y    i)  =  0, 
a;JB  =  0,  yJB  =  0,   zR=^0 

des  zweiten  Grades  in  Xy  y,  Zy  und  die  Elimination  der  sechs  Potenzen  und 
Producte  dieser  Variabelen  wie  aus  linearen  Gleichungen  ergiebt  die  gesuchte 
Gleichung  der  vier  Schnittpunkte: 

Es  ist  dieses  eine  homogene  Gleichung  des  vierten  Grades  in  Rücksicht 
auf  die  Liniencoordinaten  m,  v,  Wy  weil  vier  von  den  sechs  hervorgehobenen 
Gleichungen  in  Rücksicht  auf  dieselben  Variabelen  linear  und  homogen  sind. 
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Diese  Oleichung  Sl  =  0  geht  über  in  die  oben  erwähnte  biquadratische 
Gleichung  in  a;,  wenn  man  setzt  «=/Efi=l,v  =  0,  «;  =  --x.  Denn  dadurch 
wird  von  den  drei  Gleichungen,  aus  welchen  dieVariabelen  x^y^ezw  eliminiren 
waren,  die  dritte  eine  identische  Gleichung  und  die  beiden  ersten  die  Gleichungen 
der  Kegelschnitte,  ausgedrückt  in  gewöhnlichen  Punktcoordinaten. 

Durch  yier  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt  nicht  vollständig  bestimmt. 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  vier  Punkte  gegeben  seien  als  die  Schnittpunkte 
von  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  /"(rr,  y^e)  =  0  und  9  (x,  y,  z)  =  0,  so  stellt 
die  Gleichung: 

13)  f{x,y,z)-l<p{x,y,z)^0 

mit  dem  willkürlichen  Factor  k  die  ganze  Schaar  von  Kegelschnitten  dar, 
welche  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden.  Denn  wenn  a;,  y,  e  die  Co- 
ordinaten  eines  Schnittpunktes  der  beiden  genannten  Kegelschnitte  bezeichnen, 
so  machmi  sie  sowohl  die  Function  f  als  die  Function  (p  verschwinden.  Es 
verschwindet  also  auch  der  linke  Theil  der  Gleichung  13),  wenn  dieVariabelen 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  bedeuten.  Der  Kegelschnitt  13)  geht  also 
in  der  That  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  gegebenen  beiden  Kegelschnitte. 
Die  Gleichung  13)  stellt  aber  auch  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  aus  der 
Schaar  dar.  Denn  fixiren  wir  irgend  einen  Punkt  auf  ihm ,  wodurch  er  voll- 
ständigbestimmt wird,  so  können  wir  dem  Factor  A  immer  einen  solchen  Werth 
beilegen,  dass  der  Kegelschnitt  13)  durch  diesen  Punkt  geht. 

Wenn  die  gegebenen  beiden  Kegelschnitte  Linienpaare  sind ,  so  wird  sich 
immer  ein  Factor  k  der  Art  bestimmen  lassen,  dass  13)  das  dritte  Linienpaar 
wird,  welches  durch  die  Schnittpnnkte  der  beiden  gegebenen  Linienpaare  geht. 
Daraus  entspringt  der  Satz : 

14)  Wenn  Qe=0,  Qi  =  0,  Q^  =  0  die  Gleichungen  von  drei 
Lini  enpaaren  sind,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen, 
80  lassen  sich  drei  Factoren  q  der  Art  bestimmen,  dass  man 
identisch  hat: 

und  umgekehrt,  schneiden  sich  je  zwei  Linienpaare  in  denselben 
vier  Punkten,  wenn  sich  Factoren  dergenannten  Art  bestimmen 
lassen. 

Der  Vergleich  dieses  Satzes  mit  dem  Satze  21)  der  achten  Vorlesung  lehrt, 
dasa  drei  Linienpaare  der  Livolution  zu  betrachten  sind  als  drei  Linienpaare, 
welche  durch  vier  Punkte  gelegt  sind  in  dem  Grenzfalle ,  wenn  die  vier  Punkte 
zusammenfallen. 

Da  sich  durch  vier  Punkte  drei  Linienpaare  legen  lassen,  so  wird  man 
den  Factor  k  in  der  Gleichung  13)  auf  dreifache  Art  so  bestimmen  können,  dass 
die  Gleichung  13)  jedes  Mal  ein  Linienpaar  darstellt.  Dieser  Factor  ergiebi 
sich  als  die  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  die 
Determinante  der  Function  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  13)  gleich  Null 
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setzt.     Denn  wenn  die  genannte  Determinante  verschwindet,  so  wird  nach  Satz 
8)  die  Gleichung  13)  ein  Linienpaar  darstellen. 

Wir  brechen  hiermit  ab  in  der  Absicht,  den  beregten  Gegenstand,  die  drei 
Linienpaare,  welche  durch  die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gehen,  in 
einer  späteren  Vorlesung  über  die  Auflösung  zweier  Gleichungen  des  zweiten 
Grades  mit  zwei  Unbekannten  einer  ausführlicheren  Discussion  zu  unterwerfen. 


Siebenzehnte  Vorlesung. 
Pole  und  Polaren  der  Kegelschnitte. 

Nachdem  wir  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  den  Kegelschnitt  definirt 
haben  als  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte ,  deren  homogene  Coordinaten 
einer  gegebenen  Gleichung  des  zweiten  Grades  genügen : 

1)        ^  f{x,y,z)==0, 

so  bringen  wir  dieselbe  in  Verbindung  mit  den  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  einer  geraden  Linie,  von  welcher  zwei  Punkte  0  und  1  durch  ihre  Co- 
ordinaten Xqj  j/q,  iSq  und  x^^yp^y  01  gegeben  seien.  Alsdann  hat  man  auf  Grund 
der  elften  Vorlesung  folgende  Ausdrücke  der  Coordinaten  des  beliebigen 
Punktes : 

z  =  0Q  +  X0^, 

Dieser  Punkt  wird  der  Schnittpunkt  der  geraden  Linie  und  des  Kegel- 
schnittes sein,  wenn  die  Variabele  X  so  bestimmt  wird,  dass  die  Coordinaten 
des  Punktes  in  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  gesetzt,  der  Gleichung  genügen, 
das  ist  unter  der  Bedingung : 
3)  f{xQ  +  Aa?!,  Po  +  Xy,,  z^  +  Ajp^)  =  0. 

Der  Umstand ,  dass  diese  Gleichung  eine  in  k  quadratische  Gleichung  ist, 
beweiset  aufs  Neue  den  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  aufgestellten  Satz, 
wornach  eine  gerade  Linie  den  Kegelschnitt  injswei  Punkten  schneidet.  Denn 
setzt  man  in  2)  für  A  die  eine  oder  die  andere  Wurzel  der  Gleichung  ein ,  so 
werden  a;,  y,  z  die  Coordinaten  des  einen  oder  des  andern  Schnittpunktes. 

*  Die  Schnittpunkte  werden  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die  quadratische 
Gleichung  reelle  oder  imaginäre  Wurzeln  hat.  In  dem  Grenzfalle ,  wenn  die 
Wurzeln  gleich  werden,  fallen  die  Schnittpunkte  zusammen  und  die  gerade 
Linie  Ol  wird  Tangente  des  Kegelschnittes.  Dieses  trifft  zu,  wenn  das  an- 
harmonische Verhältniss  des  gegebenen  Punktepaares  zu  dem  Schnittpunkte- 
paare gleich  +  1  wird 

Im  Allgemeinen  ist  das  Verhältniss  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleich- 
ung das  anharmonische  Verhältniss  des  Punktepaares ,  in  welchem  die  gerade 
Linie  Ol  den  Kegelschnitt  schneidet,  zu  dem  gegebenen  Punktepaare  0  und  1. 

Die  eben  angeführten  Thatsachen  machen  es  wahrscheinlich ,  dass  die 
quadratische   Gleichung  3)   die  Quelle    sein    werde  weiterer    geometrischer 
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Wahrheiten.    Wir  unterwerfen  deshalb  die  genannte  Gleichung  einer  ausführ- 
lichen Discussion. 

Die  Gleichung  3)  nimmt,  nach  Potenzen  der  Unbekannten  l  entwickelt, 
die  Gestalt  an: 

wenn: 

2/i,=2/(j„yj,«i)  =  jrir(a;.)+»ir(yi)  +  «.rK), 

2/Ö1  =  a'oAa'i)  +  yofiSfi)  +  "J'i'^,) 
=  a;,rW  +  y.r(»o)  +  'iA*o)- 
Diese  Ausdrücke  der  Coefficienten  in  der  quadratischen  Gleichung  4)  sind 
Functionen  der  sechs  homogenen  Coordinaten  der  beliebig  gegebenen  Punkte 
0  und  1.  Sie  sind  zusammengesetzt  aus  den  partiellen  Differentialquotienten 
der  Function  /*,  nach  den  Variabelen  genommen,  und  der  Variabelen  selber.  Sie 
können  aber  auch  dargestellt  werden  als  Functionen  der  Differentialquotienten, 
wie  wir  dieses  in  dem  allgemeinen  Falle  der  Function  /"^i  nachweisen  werden. 
Man  hat  nämlich  identisch : 

ö^ooÄ^ü  +  Si^o   +  «02^0  -irw=^> 

«10^0    +    «11%      +      «12^0     -  i/''(yo)  =  0,^ 

«20^0     +     «21^0         +        «22^X)        -irW=Oi 

Eliminirt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  ausserhalb  der  Functionzeichen 

stehenden  Variabelen,  Xq^  y^,  e^  wie  die  Unbekannten  aus  linearen  Gleichungen, 

so  wird:  ^ 

»00»         öoi,       aoa,         irw 


♦io> 


^iv 


*12» 
»221 


=  0, 


<ho^    «21»    »221    irw 

und  hieraus  erhält  man ,  wenn  man  mit  Ä  die  Determinante  der  Function  f 
bezeichnet : 


no»  **ii» 


6)  A  = 

^0»    «211    ^2 

den  Ausdruck  der  bilinearen  Function  /Jj^  selber: 


7) 


'Ol  —      T 


»OD  «02>         7/"W 

»11»         ötia,       If'fjf^) 

»2U  «22»         irC^o) 

irw,  ir(2/x),  im),  0 

Es  drückt  sich  demnach  die  Function  /*  durch  ihre  Diffentialquotienten  aus 
wie  folgt: 


'*oo» 

^'10» 
«20» 


8) 


/•(ic,2^,^)=--j 


'*oi> 


'•oo» 

«10»  «11» 

«20»  «21» 


^♦02» 


«12,  irw 

«22»       i/"W 

irw,  0 
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jedoch  darf  die  Function  f  nicht  in  lineare  Factoren  zerlegbar  sein ,  weil  dann 
die  Determinante  A  verschwindet,  wodurch  der  Ausdruck  der  Function 
illusorisch  wird.* 

Nehmen  wir  nun  die  oben  abgebrochene  Betrachtung  des  anharmonischeu 
Verhältnisses  des  gegebenen  Punktepaares  0  und  1  zu  dem  Schnittpunkte- 
paare der  geraden  Linie  0 1  und  des  Kegelschnittes  wieder  auf.  Das  genannte 
anharmonische   Verhältniss  war  das   Verhältniss    der    beiden   Wurzeln   der 


<hoi 

«Ol, 

«02, 

&o,  in«) 

«10, 

«11, 

«It, 

K  kr(y) 

«fO» 

«tl, 

«11, 

hv  im 

Co, 

Cl, 

C|, 

A.        0 

nx\ 

\ny\ 

irw, 

0,        f 

*  um  die  Frage  nach  dem  weitesten  Ausdrucke  der  Function  f  durch  ihre 
partiellen  Differentialquotienten  in  dem  beregten  Falle  aufzunehmen,  betrachten 
wir  die  Determinante  d: 


J  = 


Multipliciren  wir  die  Elemente  der  drei  ersten  Vertikalreihen  reepective  mit 
Xi  y,  z  und  ziehen  sie  Ton  den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe  ab ,  bo  ändert 
sich  die  Determinante  nur  in  ihrer  Form.  Die  Formänderung  ist  wahrzunehmen 
nur  in  den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe,  deren  Elemente  der  Reihe  nach 
werden: 

0,  0,  0,  -(c^aJ4-c,y  +  Ctflr),  0. 
Es  ist  daraus  ersichtlich,  dass  die  Determinante  J  den  in  Rücksicht  auf  die 
Variabelen  x,  y^  8  linearen  Factor  e  =  CqX  -h  Cty  -^  CfS  hat   und  dass   sie  sich    so 
darstellen  lässt: 

«00,  «Ol,  «Ol,        ^0 

«10,        «11,       «li,     bi 

'  «tO,  «11,  «M,        &i 

irw,  mvi  irw,  o 

Multipliciren  wir  nun  in  der  Determinante  auf  der  rechten  Seite  der  vor- 
liegenden Gleichung  die  Elemente  der  drei  ersten  Horizontalreihen  mit  x,  y,  z  und 
ziehen  sie  von  der  letzten  Horizontalreihe  ab,  so  erhalten  wir  eine  Determinante, 
aus  welcher  sich  auch  der  lineare  Factor  b  =  boX-^biy-\'btZ  absondern  lässt,  so 
dass  schliesslich  die  vorgelegte  Determinante  die  Form  erhält: 

^  =  —  ebÄ. 

Verschwindet  nun  die  Determinante  J.,  so  verschwindet  auch  ^,  und  aus  der 
Gleichung  J  =s=0  ergiebt  sich,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Function  f  durch 
ihre  partiellen  Differentialquotienten  mit  Zuziehung  von  willkürlichen  Constanten 
b,  c  und  X  ausgedrückt  werden  kann  wie  folgt: 


^  =  c 


«00, 

«Ol, 

«Ol, 

h 

«10, 

«11, 

«11, 

b, 

«10, 

«If, 

«a, 

&i 

Co, 

Cl 

C| 

X 

Ooo. 

«Oll           ««) 

bo, 

in<») 

•lO, 

«ID           »Iti 

6.. 

if'df) 

Od» 

«Ml           «ttl 

»>. 

m*) 

Co> 

C„            Ct, 

i. 

0 

nx), 

l/'(y),  irw, 

0, 

0 

/•=- 


Eine  Ausnahme  davon  bildet  der  Fall,  wenn  mit  der  Determinante  A  der 
Function  f  zugleich  sämmtliche  Unterdeterminanten  verschwinden.  In  diesem 
Falle  ist  jede  homogene  Function  der  partiellen  Differentialquotienten  vom  zweiten 
Grade,  mit  einem  passenden  constanten  Factor  multiplicirt,  der  Ausdruck  für  die 
Function  f. 
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quadratischen  Gleichung  4).    Dieses  Verhältniss  wird  ein  harmonisclies ,  wenn 
die  Summe  der  Wurzeln  verschwindet,  das  ist,  wenn  /^j  =  0  wird. 

Man  nennt  zwei  Punkte  harmonische  Pole  des  Kegelschnittes, 
wenn  ihre  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet,  die  har- 
monisch sind  zu  den  beiden  Punkten.  Die  Bedingung  für  ein  harmonisches 
Polenpaar  0  und  1  ist  demnach  die  Gleichung  f^^  =  0  oder  wenn  wir  mit  a?,  y,  e 
die  Coordinaten  des  Punktes  1  bezeichnen : 

9)  '^nx,)  +  yr{y,)-{-gr{e,)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Punkt  0  gegeben  sei ,  der  Punkt  1  aber  ge- 
sucht werde,  so  sehen  wir,  dass  seine  Coordinaten  der  linearen  Bedingungs- 
gleichung 9)  zu  genügen  haben ,  welche  Gleichung  eine  gerade  Linie  darstellt. 
Diese  gerade  Linie ,  auf  welcher  der  dem  gegebenen  Punkte  0  zugeordnete  har- 
monische Pol  beliebig  angenommen  werden  kann,  heisst  die  Polare  des  ge- 
gebenen Punktes  und  der  gegebene  Punkt  wird  der  Pol  genannt.  Es  ist  demnach 
die  Polare  eines  gegebenen  Punktes  der  geometrische  Ort  des  dem  gegebenen 
Punkte  zugeordneten  harmonischen  Poles  oder,  anders  ausgedrückt,  der  geo- 
metrische Ort  des  vierten  harmonischen  Punktes  auf  den  durch  den  gegebenen 
Punkt  gebenden  Strahlen. 

Die  in  der  dreizehnten  Vorlesung  angeführte  Construction  der  Polare  für 
den  Kreis  gilt  ebenso  für  den  Kegelschnitt. 

Nehmen  wir  nun  auf  der  Polare  9)  einen  Punkt  1  beliebig  an,  so  genügen 
seine  Coordinaten  der  Gleichung: 

und  die  Gleichung  der  Polare  dieses  Punktes  wird : 

a;,r(*)+yir(»)+'iA«)=o. 

Da  diese  Gleichung  aber  auf  Grund  der  vorhergehenden  erfüllt  wird,  wenn 
man  für  die  variabelen  Coordinaten  die  Coordinaten  des  Punktes  0  setzt,  so 
geht  die  Polare  des  Punktes  1  durch  den  Pol  0,  was  wir  so  ausdrücken  können : 

10)  Die  Polaren   aller  Punkte    auf   einer    geraden   Linie 
schneiden  sich  in  dem  Pole  der  geraden  Linie. 

Dieser  Satz  verschafft  uns  das  Mittel  den  Pol  zu  construiren ,  wenn  seine 
Polare  gegeben  ist.     Er  lässt  sich  auch  umkehren  wie  folgt: 

11)  Wenn    eine   gerade  Linie  sich  um  einen  Punkt  in  ihr 
dreht,  so  beschreibt  der  Pol  die  Polare  des  Drehpunktes. 

Der  Pol  0  liegt  von  seiner  Polare  9)  b^ld  weiter  entfernt,  bald, näher,  je 
nach  seiner  Lage  zu  dem  Kegelschnitte.  Er  kann  selbst  in  seine  Polare  fallen. 
Dieses  trifft  zu ,  wenn  die  Coordinaten  x^^  y^^  z^  der  Gleichung  9)  genügen,  das 
heisst,  wenn  ({x^,  y^,  z^  =  0. 

Es  fällt  demnach  der  Pol  nur  dann  in  seine  Polare,  wenn  er  in  der 
Peripherie  des  Kegelschnittes  liegt.  In  diesem  Falle  hat  auch  die  Polare  eine 
ausgezeichnete  Eigenschaft.  Denn  erinnern  wir  uns  der  Construction  von 
Punkten  auf  der  Polare  durch  Strahlen ,  welche  von  dem  Pole  ausgehen,  so 
giebt  dieselbe  in  dem  vorliegenden  Falle  nur  Punkte,  welche  mit  demJ?ole  zuj- 
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sammenf allen,  ausgenommen  wenn  der  Strahl  den  Kegelschnitt  in  einem  unend- 
lich nahen  Punkte  schneidet,  das  heisst,  wenn  der  Strahl  Tangente  des  Kegel- 
schnittes wird,  unter  welcher  Bedingung  jeder  Punkt  der  Tangente  als  der 
vierte  harmonische  Punkt  zu  betrachten  ist.     Wir  schliessen  hieraus : 

12)  Wenn  der  Pol  auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  so 
wird  seine  Polare  Tangente  des  Kegelschnittes  für  den  Pol,  und 
der  Pol  der  Tangente  eines  Kegelschnittes  ist  ihr  Berührungs- 
punkt. 

Es  ist  demnach  9)  die  Gleichung  der  Tangente  des  Kegelschnittes  in  dem 
Punkte  0,  wenn  dieser  Punkt  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  ist. 

Die  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes construirt  man  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  die  Schnitt- 
punkte der  Polare  und  des  Kegelschnittes  mit  dem  gegebenen  Punkte  durch 
gerade  Linien  verbindet.  Diese  Verbindungslinien  sind  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes, weil  die  Schnittpunkte  der  Polare,  als  Pole  betrachtet,  Polaren  haben, 
welche  sich  in  dem  gegebenen  Punkte  schneiden. 

Wie  vorhin  dem  Pole ,  so  können  wir  auch  der  Polare  eine  specielle  Lage 
geben ,  sie  zum  Beispiel  in  das  Unendliche  fallen  lassen  und  die  Eigenschaften 
des  Poles  untersuchen.  Dieses  wird  auf  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes 
fahren. 

Es  ist  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Polare,  dass  sie  mit  dem 
Kegelschnitte  jeden  Strahl  harmonisch  theilt,  der  von  dem  Pole  ausgeht.  Liegt 
nun  die  Polare  im  Unendlichen ,  so  schneidet  jeder  von  dem  Pole  ausgehende 
Strahl  die  Polare  in  einem  Punkte  des  Unendlichen.  Der  ihm  zugeordnete 
harmonische  Punkt  auf  dem  Strahle  liegt  in  der  Mitte  der  beiden  Schnittpunkte. 
Wir  können  demnach  sagen:  Der  Pol  der  geraden  Linie  im  Unendlichen  halbirt 
jede  Sehne  des  Kegelschnittes ,  welche  durch  ihn  geht. '  Ein  Punkt  aber ,  der 
jede  durch  ihn  gehende  Sehne  des  Kegelschnittes  halbirt,  heisst  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes.  Auf  Grund  dieser  Definition  können  wir  nun  den 
Satz  aussprechen : 

13)  Der  Pol  der  geraden  Linie,  welche  im  Unendlichen 
liegt,  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes. 

Die  eben  angestellte  geometrische  Entwickelung  fordert  auf  zur  Be- 
stimmung der  Coordinaten  des  Mittelpunktes  feines  Kegelschnittes.  Um*  dieser 
Aufforderung  nachzukommen,  gel^pn  wir  zurück  auf  die  Gleichimg  9)  der  Polare 
des  Punktes  0.     Diese  Polare  fällt  in  das  Unendliche  unter  den  Bedingungen : 

/•'(«o)  =  o,  r(yo)  =  o. 

Es  sind  also  dieses  die  linearen  Gleichungen,  aus  welchen  die  homogenen 
Coordinaten  Xq^  y^^  Zq  des  Mittelpunktes  zu  bestimmen  sind.  Jede  Gleichung 
für  sich  stellt  eine  gerade  Linie  dar,  welche  zu  dem  Kegelschnitte  in  einer  ganz 
bestimmten  Beziehung  steht.  Diese  Beziehung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
der  Polare  XQf{x\  +yof{x)+ZQf(z)  ■?=0  des  Poles  0,  wenn  man  den  Pol 
entweder  in  das  Unendliche  x-Axe^  oder  in  das  Unendliche  der  |^-Aze  rücken 
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lässt.  Denn  setzt  man  in  dem  ersten  Falle  ^^  =  1,  ^^  =  0,  iT^  =  0,  und  im 
zweiten  Falle  «^  =0,  y^  =  1,  ier^  t=  0,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Polaren 
der  genannten  beiden  Punkte  im  Unendlichen : 

14)  nx)  =  0,  r(y)  =  0, 

welche,  abgesehen  von  der  Bezeichnung  derUnbekannten^  mit  den  vorhergehen- 
den Gleichungen  vollkommen  übereinstimmen.  Und  in  der  That  muss  sich 
auch  nach  dem  Satze  8)  der  Pol  der  geraden  Linie  im  Unendlichen,  das  ist  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  als  der  Schnitt  der  Polaren  jener  beiden  auf 
den  Coordinatenaxen  im  Unendlichen  gelegenen  Punkte  bestimmen  lassen. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage ,  ob  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  auf 
der  Curve  selbst  liegen  kann.  Dieses  wird  zutreffen,  wenn  die  aus  14)  be- 
rechneten Werthe  der  Coordinaten  in  die  Gleichung  xf'{x)+yf\y)+ef{e)=0 
des  Kegelschnittes  gesetzt,  der  Gleichung  genügen.  Da  aber  die  beiden  ersten 
Glieder  der  letzten  Gleichung  auf  Grund  von  14)  verschwinden,  so  wird  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  auf  der  Curve  selber  liegen,  wenn  folgenden 
drei  Gleichungen  zugleich  genügt  werden  kann : 

15)  f(x)  =  0,riy)^0,fi^)  =  O. 

Es  sind  dieses  die  Gleichungen  6)  der  vorhergehenden  Vorlesung ,  der  Be- 
dingungen für  ein  Linienpaar.     Wir  können  demnach  sagen: 

16)  Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  auf  der 
Curve  selbst  liegt,  so  ist  der  Kegelschnitt  ein  Linienpaar  und 
sein  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  des  Linienpaares. 

Die  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Kegelschnittes  /  (o;,  y,  j?)  =  0 
bestimmenden  Gleichungen  14)  sind  folgende:  . 

010^?+ «11^  +  0,2^  =  0. 

Die  Werthe  der  Unbekannten  in  ihnen  stellen  sich  dar  als  Brüche  mit  dem- 
selben Nenner,  der  folgende  Determinante  ist: 

Verschwindet  sie,  so  werden  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  unendlich  gross 
und  der  Mittelpunkt  liegt  im  Unendlichen.  Von  Kegelschnitten  dieser  Gattung 
sagt  man,  dass  sie  keinen  Mittelpunkt  haben,  und  nennt  sie  Parabeln.  Alle 
anderen  Kegelschnitte  haben  Mittelpunkte,  welche  im  Endlichen  liegen.  Wir 
drücken  dieses  kurz  so  aus: 

18)  Wenn  /(a?,  y,  jer)  =  0  die  homogene  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittes ist,  so  stellt  dieselbe  eine  Parabel  dar  unter  der  Be- 
dingung, dass  diejenige  Unterdeterminante  der  Function /"(a;, 2/, «) 
verschwindet,  welche  dem  letzten  Elemente  a^g  entspricht. 

Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  kann  unter  Umständen  der  Anfangs- 
punkt des  Coordinatensystemes  sein.  Es  muss  sich  dieses  aber  in  der  Gleichung 
des  Kegelschnittes  selbst  geltend  machen,  die  in  diesem  Falle  Mittelpunkt- 
Gleichung  genannt  wird.  Die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  sind  x=y=^0 

Digitized  by  VjOOQIC 


14  Sieben  VorlesuBgen  etc. 


Setzen  wir  diese  Werthe  der  Coordinaten  in  die  letzten ,  den  Mittelpunkt  be- 
stimmenden Gleichungen ,  so  erhalten  wir  a^Q  =  a^^  =  0.  Das  will  sagen :  I  n 
der  Mittelpunkt-Gleichung  eines  Kegelschnittes  fehlen  die 
beiden  Glieder,  welche  die  erste  Potenz  von  x  und  die  erste 
Potenz  von  y  zum  Factor  haben. 

Wenn  diese  beiden  Glieder  in  der  Gleichung  der  Kegelschnitte  fehlen,  so 
kann  man  auch  direct  nachweisen,  dass  jede  durch  den  Anfangspunkt  gezogene 
Sehne  durch  ihn  halbirt  wird.  Denn  wenn  rc,  y,  z  die  Coordinaten  des  einen 
Schnittpunktes  der  Sehne  sind,  welche  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  ge- 
nügen, so  genügen  auch  die  Coordinaten  x,  y,  —g  des  auf  der  anderen  Seite  der 
Sehne  gleichweit  von  dem  Anfangspunkte  entfernten  Punktes  der  Gleichung. 

Die  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Kegelschnittes 
lässt  sich  auch  als  eine  Aufgabe  der  DiflFerentialrechnung  auffassen.  Denn 
machen  wir  von  den  gewöhnlichen  Coordinaten  Gebrauch,  indem  wir  £=1 
setzen,  so  bestimmen  bekanntlich  die  Gleichungen  14)  die  Werthe  der  Variabelen, 
welche  die  Function  f{Xf  y,  l)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Wir 
können  daher  sagen: 

19)  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Kegel- 
schnittes /*(fl?,y,l)=0  haben  die  charakteristische  Eigenschaft, 
die  Function  /*(ar,2^,  1)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen. 

Auf  die  Untersuchung,  ob  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  vorliegt, 
gehen  wir  hier  nicht  näher  ein ,  bemerken  aber ,  dass  dieselbe  auf  den  Unter- 
schied der  beiden  Geschlechter  der  Kegelschnitte  führen  würde,  welche  einen 
Mittelpunkt  haben ,  von  welchem  Unterschied  in  der  einundzwanzigsten  Vor- 
lesung die  Bede  sein  wird. 

Wir  wollen  uns  nun  ein  algebraisches  Hülfsmittel  schaflfen,  welches  dazu  dienen 
soll ,  um  von  den  Coordinaten  des  Poles  zu  den  Coordinaten  seiner  Polare  und 
umgekehrt  von  den  Coordinaten  der  Polare  zu  den  Coordinaten  des  Poles  Über- 
zugehen. Zu  diesem  Zwecke  wenden  wir  uns  der  (iloichung  der  Polare  9)  des 
Punktes  0  wieder  zu.  Bezeichnen  wir  mit  ti^j,  l^^^,  w^  die  Coordinaten  der  Polare, 
so  können  wir  setzen : 

und  erhalten  daraus  mit  Weglassung  des  Index  0  folgende  Relationen  zwischen 
den  Coordinaten  x^  y,  0  und  den  Coordinaten  m,  v^  w  seiner  Polare : 

20)  *  ir(^)=t/,  ir(y)=t^,  irw=t^. 

Will  man  umgekehrt  die  Coordinaten  des  Poles  durch  die  Coordinaten  der 
Polare  ausdrücken,  so  hat  man  diese  linearen  Gleichungen  20)  nach  den  Un- 
bekannten a;,  y,  z  aufzulösen,  was  in  dem  Folgenden  geschehen  soll. 

In  8)  ist  die  Function  f  der  Variabelen  rr,  y,  z  als  eine  Function  ihrer  ixir- 
tiellen  Differentiahiuoticnten  dargestellt  werden,  welche  unter  Vermittelung  der 
Relationen  20)  in  eine  Function  F{ii^  t\  w)  der  Variabelen  w,  v^  iv  übergeht,  so 
dass  man  hat: 
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21)  f(x,y,z):=F{u,v,w)  =  -^ 


«»W»    «Ol»    «08»    ^ 

^m«  a,,,  a,«,  r 


^0»   ^P    ^M»    ^ 

w,     V,     w,     0 
Die  Functionen  f{xyz)  und  F(ttt?w)  heissen  reciproke  Functionen, 

weil,  wie  es  sieb  sogleich  zeigen  wird ,  eine  jede  aus  der  andern  durch  dieselbe 

Operation  hervorgeht. 

Um  dieses  zu  beweisen,  beben  wir  zwei  Formen  der  Function  F  hervor: 

F{u^  r,  w)  =  aJtt  +  yt?  +  zw. 

Es  sind  dieses  Gleichungen,  welche  unter  Vermittelung  der  Gleichungen 
20)  identische  werden ,  sowohl  in  Rücksicht  auf  die  Variabelen  x,  y,  jp,  als  in 
Rücksicht  auf  die  Variabelen  u,  t?,  w.  Die  partielle  Differentiation  nach  den 
letzteren  Variabelen  ist  daher  auch  erlaubt  und  es  entstehen  daraus  gerade  die- 
jenigen Gleichungen,  welche  wir  abzuleiten  beabsichtigen. 

Die  Differentiation  nach  der  Variabele  u  der  ersten  Gleichung  ergiebt: 

you         du         du     j 

und  der  zweiten  Gleichung: 

Dividirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  durch  2  und  zieht  sie  von 
der  letzten  Gleichung  ab,  so  erhält  man : 

^F'iu)^x. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  durch  Differentiation  derselben  beiden  Gleich- 
ungen nach  (ien  Variabelen  u,  v,  tv  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  : 
22)  ir{u)  =  x,iF\v)  =  y,ir{u>)  =  g. 

Es  sind  diese  Gleichungen  nichts  Anderes,  als  die  Auflösungen  der  Gleich- 
angen  20). 

Man  kommt  demnach,  wenn  die  Function  Fgegeben  ist,  auf  dieselbe  Weise 
zu  der  Function  /*,  als  umgekehrt.  Man  braucht  für  die  halben  partiellen 
Differentialquotienten  der  gegebenen  Function  l^nur  neue  Variabelen  in  Fein- 
zni^hren,  um  den  Ausdruck  der  reciproken  Function/* zu  erhalten. 

Die  oben  dargelegte  Reciprocität  der  Functionen  f  und  J^muss  sich  auch  in 
der  Geometrie  geltend  machen  und  es  wird  unsere  nächste  Aufgabe  sein ,  sie 
zur  Anschauung  zu  bringen. 

Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  den  Gleichungen 20)  oder,  was  dasselbe 
ist ,  von  den  Gleichungen  22) ,  den  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  des 
Poles  und  den  Coordinaten  seiner  Polare  aus ,  welche,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  folgende  Gleichung  zu  einer  identischen  Gleichung  machen: 
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23)  f{x,y,z)^F{u,v,w). 

Diese  Gleichung  sagt  uns,  dass  ihr  rechter  Theil  verschwinden  muss,  wenn 
der  linke  Theil  verschwindet.  Der  linke  Theil  verschwindet  aber  nur,  wenn 
der  Pol  den  Kegelschnitt  durchläuft.  Da  unter  dieser  Voraussetzung  nach  12) 
die  Polare  Tangente  des  Kegelschnittes  wird,  so  machen  ihre  Coordinaten  w,t;,  w 
auch  die  Function  F  verschwinden ,  aber  nur  in  dem  vorgesehenen  Falle.  Es 
werden  daher  u,  i;,  w  nur  dann  die  Coordinaten  einer  Tangente  des  Kegel- 
schnittes sein,  wenn  sie  der  Gleichung  genügen: 
23)  F{u,v,w)=0, 

und  umgekehrt  werden  die  Coordinaten  einer  jeden  Tangente  des  Kegelschnittes 
diese  Gleichung  befiiedigen. 

Denkt  man  sich  mm  den  Kegelschnitt  gegeben ,  nicht  wie  zu  Anfang  der 
vorhergehenden  Vorlesung  durch  seine  Punkte,  sondern  durch  seine  Tangenten, 
so  ist  die  angegebene  Gleichung  24)  der  analytische  Ausdruck  des  Kegelschnittes. 
Wir  werden  deshalb  die  Gleichung  24)  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
inLiniencoordinaten  nennen.  Denn  jede  gerade  Linie,  deren  Coordinaten 
der  Gleichung  genügen,  ist  Tangente  des  Kegelschnittes,  jedoch  keine  andere. 

Die  einzige  Ausnahme  von  der  doppelten  Darstellung  des  Kegelschnittes 
durch  seine  Gleichung  /*=  0  in  Punktcoordiuaten  und  durch  seine  Gleichung 
2^  =  0  in  Liniencoordinaten  macht  das  Linienpaar.  Denn  in  diesem  Falle  ver- 
schwindet in  8)  und  21)  die  Determinante  A  und  es  lässt  sich  nicht  mehr  wie  in 
8)  die  Function  f  eindeutig  als  eine  Function  ihrer  partiellen  Differential- 
quotienten oder,  wie  in  21),  als  eine  Function  der  Liniencoordinaten  darstellen. 

Eine  eingehendere  Untersuchung  der  Function  F  mit  Weglassung  des 
unendlich  werdenden  Factors  würde  ergeben, dass  sie  das  Quadrat  ist  einer  linearen 
Function,  welche  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  des  Punktes  wird,  in  welchem 
sich  das  Linienpaar  /*=  0  schneidet. 


Achtzehnte  Vorlesung. 

Weitere  allgemeine  Eigens^liaften  der  Kegelschnitte. 

Nachdem  wir  in  der  vorhergehenden  Vorlesung ,  von  der  Gleichung  1 ) 
/'(a:,y,;e;)  =  0  des  Kegelschnittes  in  Punktcoordinaten  ausgehend,  am  Schlüsse 
derselben  den  Begriff  der  Kegelschnitt-Gleichung  20)  F{u^  v, «;)  =  0  in  Linien- 
coordinaten entwickelt  haben ,  so  empfiehlt  es  sich ,  an  diese  Gleichung  ganz 
analoge  Betrachtungen  anzuknüpfen ,  als  in  der  sechszehnten  Vorlesung  an  die 
Gleichung  f{Xy «/,  z)  =  0.  Und  in  der  That  bezweckt  diese  Vorlesung  Nichts 
weiter,  als  die  in  jener  Vorlesung  aufgestellten  Gleichungen  nach  Veränderung 
der  Punktcoordinaten  in  Liniencoordinaten  geometrisch  zu  interpretiren. 

Die  Function  F(w,  v^  w)  bat  die  Form: 
l)    F{u,  V,  w)  =  e^^u^  +  c^i  v^  +  e^w^  +  2e^^vw  +  2e^wu  +  2e^^uv 
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und  die  Verhältnisse  der  sechs  Coefficienten  e  in  der  Gleichung  F(Uy  v,  «;)  =  0 
des  Kegelschnittes  werden  die  Natur  und  die  Lage  des  Kegelschnittes  bedingen. 

Wenn  der  Kegelschnitt  eine  durch  ihre  Coordinaten  gegebene  gerade  Linie 
als  Tangente  hat,  so  müssen  diese  Coordinaten,  aa  Stelle  derVariabelen  gesetzt, 
der  Kegelschnitt -Gleichung  genügen.  Dieses  giebt  eine  lineare  homogene  Be- 
dingungsgleichung zwischen  den  Coefficienten.  Da  nun  fünf  solcher  Bedingungs- 
gleichungen erforderlich  sind,  um  die  Verhältnisse  der  sechs  Coefficienten  fest- 
zustellen, so  erkennen  wir  darin  den  Beweis  des  Satzes : 

Durch  fünfbeliebig  gewählte  Tangenten  ist  imAll  gern  einen 
der  Kegelschnitt  bestimmt. 

Unter  gewissen  Umständen  kann  der  Kegelschnitt  ein  Punktepaar  werden, 
unter  anderen  Umständen  kann  er  unbestimmt  bleiben. 

Bezeichnen  wir  mit  «,  v,  w  die  variabelen  Coordinaten  der  Tangente  eines 
Kegelschnittes  und  mit  angehängten  Indices  die  Coordinaten  von  beliebig  ge- 
gebenen fünf  Tangenten,  so  haben  wir  folgende  sechs  Gleichungen : 
I  (w,  V,  w)  ==  0,  F{u^,  Vi,  wj  =  0,  F(u^,  Vg,  w^)  ==  0, 

aus  welchen  durch  Elimination  der  sechs  Coefficienten  e  die  Gleichung  desjenigen 
Kegelschnittes  hervorgeht,  welcher  die  fünf  gegebenen  Tangenten  hat: 

2)  ^  =  0, 

wenn  wir  unter  ^  die  Determinante  verstehen : 

1*^     t?*,     W?^     VWy      WU,        UV 

«*l^  ^1^  ^i^  ^i^v  ^i^v  ^jL^i 


3) 


jd  = 


^%y 


V>   Wg*,   V^W^,  W2W2,  u^v^ 


V»  V»  ^z^y  n^z^  «^3%  «♦s^'s 


w, 


V.W.,    W.U.,   U.V. 


4  »    ^A  y    ^4  1    ^4^4»    '«'4^4»    ^4^4 


4) 


«5^    «^6^    «'5^   ^^S^^S»   «^S^S»   ^6^6 

Bezeichnen  wir  femer  mit  U,  U^..,  die  Ausdrücke : 
ü^au'\'hv  +  cw 
U^^a^u+h^v+CiW 

und  nehmen  an,  dass  von  den  fünf  gegebenen  Tangenten  die  drei  letzten  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen ,  der  durch  seine  Gleichung  Z7=0  gegeben  sei, 
so  gebt  auf  demselben  Wege  wie  in  der  sechszehnten  Vorlesung  aus  der  Gleichung 
3)  die  Gleichung  5)  hervor : 


5) 


ahcJ=ÜU^Ui 


«,     V,     w 

«'s  «'s»  «"sWs»  «st's 

«i,  «1,  w, 

»4W4.   V)iUt,   UiV^ 

«2,    »,,   W^ 

»6W5.  »««s.  «»"b 

welche  Gleichung  geometrisch  gedeutet  den  Satz  giebt: 

Wenn  von  fünf  gegebenen  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
drei  Tangenten  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so  zer- 
fällt der  Kegelschnitt  in  zwei  Punkte,  von  welchen  der  eine  der 
genannte  Punkt  ist,  der  andere  der  Schnittpunkt  der  beiden 
übrigen  Tangenten. 


Zeitsohrirt  f.  Mathematik  n.  Physik,  XIX,  1. 
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ludeu)  Falle,  dass  von  den  fünf  gegebenen  Tangenten  vier  Tangenten  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen ,  zerfällt  der  Kegelschnitt  ebenfalls  in  ein 
Punktepaar.  Der  eine  von  diesen  Punkten  ist  der  gemeinsame  Schnittpunkt 
der  viet  Tangenten,  der  andere  Punkt  kann  aber  auf  der  letzten  Tangente  be- 
liebig gewählt  werden.  Der  Kegelschnitt  wird  also  ein  nicht  vollkommen  be- 
stimmtes Punktepaar.  Auf  Grund  dieser  geometrischen  Betrachtung  kann 
man  schliessen ,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Determinante  A  identisch 
verschwindet,  und  darauf  hin  sich  die  Aufgabe  stellen,  das  Verschwinden  der 
Determinante  A  algebraisch  nachzuweisen. 

Wir  nehmen  diese  Aufgabe  um  so  lieber  auf,  als  sie  uns  die  Gelegenheit 
bietet,  einen  Satz,  den  wir  in  der  neimten  Vorlesung  nur  ganz  flüchtig  an- 
gedeutet haben ,  hier  nachzutragen  und  zur  Anwendung  zu  bringen.  Dieser 
Satz,  welcher  dem  Satze  36)  dort  entspricht,  lautet: 

Wenn  JZ^  =  0,  TJ^=^{)^  ^^3  =  0,  Z74  =  0  die  Gleichungen  von 
irgend  vier  geraden  Linien  sind,  welche  durch  denselben  Punkt 
gehen,  so  lassen  sich  vier  Factoren  x  der  Art  bestimmen,  dass 
man  identisch  hat: 

6)  y^^TJ,^  +  xgcr^»  +  X3C7,,*  +  lijJ^  =  0, 

und  umgekehrt  drücken  jene  vier  Gleichungen  solche  gerade 
Linien  aus,  welche  sich  in  demselben  Punkte  schneiden,  wenn 
sich  vier  Factoren  der  genannten  Art  bestimmen  lassen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  dem  Beweise  jenes  hervor- 
gehobenen Satzes  36)  durch  blosse  Vertauschung  von  Punkt  und  gerader  Linie 
oder  von  Punktcoordinaten  mit  Liniencoordinaten. 

Sehen  wir  jedoch  ab  von  dem  Wege  der  Erfindung  und  stellen  uns  die 
Aufgabe ,  den  Satz  nur  zu  beweisen ,  so  werden  wir  sagen ,  dass  unter  den  Be- 
dingungen des  S'atzes  zwei  Symbole  ZJ,  und  U^  linear  zusammengesetzt  wer- 
den können  aus  den  beiden  anderen  Symbolen  Ui  und  U^  wie  folgt: 

Quadriren  wir  diese  Gleichungen  und  eliminiren  dann  das  Product  Z7|  U^y 
so  erhalten  wir  eine  lineare  identische  Gleichung  zwischen  den  Quadraten  der 
vier  Symbole  wie  in  dem  Satze.  Findet  umgekehrt  zwischen  den  Symbolen 
von  irgend  vier  geraden  Linien  die  identische  Gleichung  6)  statt,  das  ist  eine 
Gleichung ,  welche  für  beliebige  Werthe  der  Variabelen  x  und  y  verschwindet, 
so  verschwinden  in  der  nach  Potenzen  undProducten  der  Variabelen  geordneten 
Gleichung  6)  sämmtliche  Coefficienten.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 
nach  der  einen  Variabele  oder  nach  der  anderen  erhält  man  deshalb  wieder 
indentische,  aber  lineai^e  Gleichungen  zwischen  den  vier  Symbolen,  vermittelst 
welcher  sich  zwei  Symbole  durch  die  beiden  anderen  linear  ausdrücken  lassen. 

Diese  identische  Gleichung  6)  zerfällt  nun  wie  die  gleichlautende  Gleichung 
in  der  sechszehnten  Vorlesung  in  sechs  Gleichungen  6),  auf  Grund  welcher  das 
identische  Verschwinden  der  Determinante  J  sich  in  gleicherweise  nachweisen 
lässt,  als  in  der  genannten  Vorlesung  für  den  entsprechenden  Fall. 
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Der  Kegelschnitt  F(u^v,w)=^0  wird  ein  Punktepaar,  wenn  der  linke 
Theil  der  Gleichung  in  zwei  Factoren  Ä  und  B  zerlegbar  ist,  so  dass  man 
identisch  hat: 

.  Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  den  Yariabelen,  so  erhält  man  drei 
Gleichungen ,  deren  rechte  Theile  verschwinden ,  wenn  man  unter  «,  t?,  w  die 
Coordinaten  der  geraden  Linie  versteht ,  welche  die  Punkte  -4  =  0  und  J?  =  0 
verbindet.    Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  dann: 

7)  F\u)  =  0,  F\v)  =  0,  F  \tc)  =  0, 

und  das  Resultat  der  Elimination  aus  diesen  Gleichungen : 


8) 


^00' 

^01» 

^^02 

^10» 

^IV 

«12 

^20» 

^2n 

«22 

=  0 


wird  die  Bedingung  sein,  unter  welcher  die  Kegelschnitt- Gleichung  ein  Punkte- 
paar darstellt.    Wir  drücken  dieses  kürzer  so  aus : 

9)  Wenn  F(u,  v,  w?)  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  ist 
in  homogenen  Liniencoordinaten,  so  wird  der  Kegelschnitt  ein 
Punktepaar  unter  der  Bedingung,  dass  die  Determinante  der 
Function  F verschwindet. 

Das  gleichzeitige  Bestehen  der  drei  Gleichungen  7)  kann  ebenfalls  als  ein 
Kriterium  für  ein  Punktepaar  gelten ,  und  in  der  That  führt  dieses  Kriterium 
oftmals  viel  einfacher  zum  Ziele ,  wie  zum  Beispiel ,  wenn  man  direct  nach- 
weisen will,  dass  die  Gleichung  11)  aus  der  sechszehnten  Vorlesung: 

f(hw  —  cv,  cu  —  aw^  av— fet*)  =  0 
ein  Punktepaar  darstellt,  welches  auf  der  durch  die  Coordinaten  a,  &,  c  ge- 
gebenen geraden  Linie  liegt.  DiflTerentiirt  man  nämlich"  die  Gleichung,  partiell 
nach  w,  v,  w,  so  erhält  man  drei  Gleichungen ,  welche  in  Rücksicht  auf  die 
Variabelen  (feir  — et?),  (cw  — o«?),  {av—'h%i)  linear  und  homogen  sind.  Da 
nun  diese  Variabelen  verschwinden  für  w=a,  t;=fe,  «?  =  r,  so  werden  auch  die 
drei  Gleichungen  für  die  genannten  Werthe  erfüllt. 

Stellen  wir  nun  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  Liniencoordinaten 
zusammen  mit  der  Gleichung  eines  Punktes ,  so  giebt  es  zwei  Werthsysteme 
für  die  Variabelen,  welche  beiden  Gleichungen  zugleich  genügen.  Daraus 
schliessen  wir: 

Von  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  lassen  sich  an  einen 
Kegelschnitt  zwei  Tangenten  legen. 

Daran  knüpft  sich  nun  die  Aufgabe : 

Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  zu  bestimmen,  welches 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  Kegelschnitt  gezogen 
werden  kann. 

Wenn 


^  aw  +  Z*t'  +  c«r  =  0 
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die  Gleichungen  des  Kegelschnittes  nnd  des  Punktes  sind  und  u^v,w  die  Co- 
ordinaten  der  Tangente,  welche  beiden  Gleichungen  zugleich  genügen,  so  wird : 

11)  ux  +  vy  +  wz  =  0 

die  Gleichung  der  Tangente  selbst.  DasEesultat  der  Elimination  derVariabelen 
u^v,w  aus  den  angeführten  drei  Gleichungen  giebt  die  Gleichung  des  verlangten 
Tangentenpaares : 

12)  F(hz  —  cy,  ex  —  az,  ay  —  Ix)  =  0. 

Es  ist  dieses  eine  Gleichung,  an  welcher  die  in  der  sechszehnten  Vorlesung 
entwickelten  Bedingungen  7)  für  ein  Linienpaar  sich  leicht  nachweisen  lassen. 

In  derselben ,  der  sechszehnten  Vorlesung  wurde  bewiesen ,  dass  es  nur 
vier  Werthsysteme  giebt ,  welche  zweien  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit 
zwei  Unbekannten  zugleich  genügen.  Sind  demnach  die  Gleichungen  von  zwei 
Kegelschnitten  in  Liniencoordinaten  gegeben,  so  werden  auch  nur  vier  Systeme 
Werthe  der  Coordinaten  den  Gleichungen  genügen ,  was  sich  geometrisch  so 
ausdrücken  iSsst: 

An  zwei  Kegelschnitte  lassen  sich  vier  gemeinschaftliche 
Tangenten  legen. 

Diesem  Satze  schliesst  sich  die  Aufgabe  an : 

Die  Gleichung  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu 
bestimmen,  welche  sich  an  zwei  gegebene  Kegelschnitte 
F{u^v^w)  =  0  und  *(w;v,«7)  =  0  legen  lassen. 

Wenn  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Determinante  B  bilden : 


FXu\  F\v\  F\w) 


2)  = 

und  setzen: 

R'^uX'^-vy  +wz^ 

so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung  als  das  Resultat  der  Elimination  der 
Quadrate  und  der  Producte  derVariabelen  UyV,  w  aus  folgenden  Gleichungen: 
F{u,v, w)  =  0,  0{u,v,w)  =  0,      D=  0, 
wÄ  =  0,  vÄ=0,.«;Ä  =  0. 

Vier  Tangenten  bestimmen  einen  Kegelschnitt  nicht  vollständig.    Wenn 
vier  Tangenten  gegeben  sind  als  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  ge- 
gebenen Kegelschnitte  F=0  und  0  =  0,  so  stellt  sich  die  Gleichung  eines 
jeden  Kegelschnittes,  welcher  die  vier  gegebenen  Tangenten  hat,  in  der  Form  dar: 
13)  -P(w,t?,w;)-A0(t*,t;,w;)  =  O. 

Die  Variation  des  Factors  X  lässt,  wie  leicht  zu  erweisen  ist,  daraus  alle 
möglichen  Kegelschnitte  hervorgehen ,  für  welche  die  vier  gegebenen  geraden 
Linien  Tangenten  sind. 

Unter  dieser  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  vier  gegebene  gerade 
Linien  berühren,  befinden  sich  drei  Punktepaare,  nämlich  diejenigen  drei 
Punktepaare ,  in   welchen  sich  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  schneiden. 
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Nimmt  man  nun  zwei  von  diesen  Ponkiepaaren  für  die  Kegelschnitte  ^=0 
und  0  =  0,  so  lässt  sich  immer  ein  Factor  A  der  Art  bestimmen,  dass  die 
Gleichung  13)  das  dritte  Punktepaar  darstellt,  imd  dieses  lässt  sich  als  Satz 
ausdrücken  wie  folgt: 

14)  Wenn  §  =  0,  §^=0,  Q2=0  die  Gleichungen  von  drei 
Punktepaaren  sind,  in  welchen  sich  vier  gerade  Linien  schnei - 
den,  so  lassen  sich  dreiFactoren  q  der  Art  bestimmen,  dass  man 
identisch  hat: 

und  umgekehrt  liegen  dreiPunktepaareauf  einer  geradeuLinie, 
wenn  sichFactoren  der  Art  bestimmen  lassen. 

Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  3])  der  achten  Vor- 
lesung. Er  beweist ,  dass  drei  Punktepaare  der  Involution  zu  betrachten  sind 
als  die  Grenze  von  drei  Punktepaaren  ,  in  welchen  sich  vier  gerade  Linien 
schneiden  für  den  Fall ,  dass  die  vier  geraden  Linien  in  eine  zusammenfallen. 


Neunzehnte  Vorlesung. 

Fortsetzmig  der  siebenzehnten  Vorlesung  Über  Pole  and 
Polaren  der  Kegelsehnitte. 

Wir  gehen  von  der  Kegelschnitt-Gleichung  aus  in  Liniencoordinaten : 

1)  F(u,v,iv)^0, 

und  bringen  dieselbe  in  Verbindung  mit  den  Coordinaten  ti,  v,  to  irgend  einer 
geraden  Linie ,  welche  durch  den  Schnittpunkt  zweier  geraden  Linien  0  und  1 
geht,  deren  Coordinaten  wir  durch  angehängte  Indices  bezeichnen : 

2)  v  =  Vq  +  Avj, 

Die  gerade  Linie  wird  Tangente  des  Kegelschnittes ,  wenn  die  Variabele  A 
einen  Werth  erhält,  welcher  der  Gleichung  genügt : 

3)  -     F(Uq  +  Xu^f  Vq  +  kv^,  w^  +  kw^)  =  0, 

Da  diese  Gleichung  in  A  quadratisch  ist,  so  werden  sich  von  dem  oben 
genannten  Schnittpunkte  aus  zwei  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  legen  lassen, 
was  wir  bereits  in-  der  vorhergehenden  Vorlesung  auf  einem  anderen  Wege  ein- 
gesehen haben.  Der  einen  Wurzel  k  der  quadratischen  Gleichung  wird  die 
eine»  der  anderen  Wurzel  die  andere  Tangente  entsprechen,  und  dasVerhältuiss 
der  beiden  Wurzeln  wird  das  anharmonische  Verhältniss  des  Tangentenpaares 
zu  dem  gegebenen  Linienpaare  sein.  Das  Tangentenpaar  wird  zugleich  mit 
denWurzaJn  der  quadratischen  Gleichung  reell  oder  imaginär.  In  dem  Grenz- 
falle  der  gleichen  Wurzeln  fallen  die  Tangenten  zusammen  und  der  Schnitt- 
punkt der  gegebenen  beiden  geraden  Linien  0  und  1  wird  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnittes. 
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Diese  kurzen  Andeutungen  mögen  gentigen,  um  die  quadratische  Gleichung 
3)  als  die  Quelle  erscheinen  zu  lassen,  aus  welcher  die  Antworten  auf  viele  sich 
hier  aufdrängende  Fragen  geschöpft  werden  können. 

Die  quadratische  Gleichung  3)  erhält  entwickelt  die  Form : 

wenn  man  setzt: 

2^0,  =  2JF(«„  »„«;„)  =.u«^'(«o)  +«'o^'K)  +  «»o^'K). 

2F^,=    u,F'M    +v,FXv,)+w„F\to,), 
=    u,F'(«o)    +  t.lJ"(l'o)  +  «'l■F'K)• 


ö) 


Dieses  sind  Ausdrücke  der  Coordinaten   der  gegebenen  beiden  geraden 
Linien  0  und  1 ,  welche  sich;  wenn  man  mit  E  die  Determinante  bezeichnet : 


6) 


E=^ 


^oü>  ^ov  ^oi 


I  ^0'    ^21»    ^22 


analog  den  gleich  numerirten  Ausdrücken  in  der  siebenzehnten  Vorlesung  so 
wiedergeben  lassen: 


7) 


^«'^^-E 


^02» 


0 


»OD 


und  aus  dieser  Gleichung  geht  durch  Specialisirung  folgende  hervor : 

^F\u) 
^F'iv) 

0 


8)    F{u,v,iv)  =  -^ 


^20» 

^FXu), 


^12» 


^F'iv), 


Die  Gleichungen  7)  und  8)  werden  illusorisch,  wenn  die  Determinante  E 
verschwindet,  das  ist  in  dem  Falle,  wenn  die  Kegelschnitt-Gleichung  F(w,  v,  w) = 0 
ein  Linienpaar  darstellt.  Es  ist  dieses  ganz  analog  dem  Falle  in  der  sieben- 
zehnten Vorlesung,  wenn  dort  die  Kegelschnitt- Gleichung  ein  Linienpaar 
ausdrückt. 

Das  anharmonische  Verhältniss  des  Tangentenpaares  aus  dem  Schnitt- 
punkte der  gegebeÄen  beiden  geraden  Linien  0  und  1  an  den  Kegelschnitt  ge- 
legt, wird  ein  harmonisches,  und  die  genannten  beiden  geraden  Linien  werden 
harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes ,  wenn  die  Summe  der  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  4)  verschwindet,  das  ist  unter  der  Bedingung  Fqi=0. 

Harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes  werden  nämlich  zwei  ge- 
rade Linien  genannt,  welche  harmonisch  sind  zu  dem  Tangentenpaare,  welches 
von  ihrem  Schnittpunkte  aus  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  kann.  Die 
Bedingung  für  ein  Paar  harmonischer  Polaren  0  und  1  des  Kegelschnittes  ist 
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dt)miiach  die  Gleichung  1^^,  =0,  oder,  wenn  wir  mit  w,  t;,  w  die  Coordinaten 
der  geraden  Linie  1  bezeichnen: 

9)  u  F\u,)  +  V  F\v,)  +  10  F\tü,)  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  die  Gleichung  eines  Punktes.  Es  ist  demnach  die 
einer  gegebenen  geraden  Linie  0  zugeordnete  Polare  nicht  eine  ganz  bestimmte 
gerade  Linie,  sondern  jede  gerade  Linie,  welche  durch  denjenigen  Punkt  geht, 
dessen  analytischer  Ausdruck  die  Gleichung  9)  ist.  Daran  knüpft  sich  nun  die 
Frage,  welche  Lage  der  genannte  Punkt  zu  der  gegebenen  geraden  Linie  0 
haben  wird^  eine  Frage,  die  in  dem  Folgenden  beantwoi-tet  werden  soll. 

Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  der  in  der  sechszehnten  Vorlesung  unter 
5)  aufgeftthrten  Function  /|,j  aus,  einer  Function  der  Coordinaten  irgend  zweier 
Pole  0  und  1  des  Eegelschaittes.  Die  Coordinaten  der  Pole  lassen  sich  nach 
20)  und  22)  der  siebenzehnten  Vorlesung  ersetzen  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Polaren»  Hierdurch  erh&lt  man  /oi  =  -^oi  ^^  mitWeglassnng  des  Index  1  die 
Gleichung: 

10)  »A«,)  +9fX9o)  +  «A^o)  =  «-^"0%)  +  vF\v^  +  wF'iw,). 

Diese  Gleichung,  von  welcher  die  Gleichung  23)  in  der  siebenzehnten  Vor- 
lesung ein  specieller  Fall  ist,  wird  wieder  eine  identische,  wenn  man  auf  der 
linken  Seite  die  Coordinaten  der  Pole  ausdrückt  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Polaren,  oder  auf  der  rechten  Seite  die  Coordinaten  der  Polaren  ersetzt  durch 
die  Coordinaten  ihrer  Pole. 

Dass  eine  Seite  der  Gleichung  nicht  verschwinden  kann ,  ohne  die  andere 
Seite  verschwinden  zu  machen ,  davon  sind  die  folgenden  Sätze  die  geometrische 
Interpretation. 

11)  Die  Polaren  von  zwei  harmonischen  Polen  eines  Kegel- 
schnittes sind  harmonische  Polaren. 

12)  Die  Pole  von  zwei  harmonischen  Polaren  eines  Kegel 
ächnittes  sind  harmonische  Pole. 

Ferner  ist  ersichtlich ,  dass  die  Gleichung  9) ,  welcher  man  auch  die  Ge- 
stalt geben  kann : 

u,F\u)  +  v,F'{v)  +  w,F\w)  =  0, 

die  Gleichung -des  Poles  ist  der  durch  ihre  Coordinaten  Wq,  v^,  Wq  gegebenen 
geraden  Linie. 

Der  Pol  wird  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  wenn  seine  Polare  in  das 
Unendliche  fällt,  das  ist.  wenn  Uq  =  Vq  =  0,  und  unter  dieser  Voraussetzung 
geht  die  zuletzt  angegebene  Gleichung  über  in  die  Gleichung  des  Mittelpunktes : 

13)  F'{w)  =  0, 

Hieraus  entspringt  die  Regel:  Wenn  man  die  Gleichung  eines 
Kegelschnittes  in  homogenen  Liniencoordinaten  partiell  nach 
der  letzten  Variabelen  differentiirt,  so  erhält  mandieGleichung 
des  Mittelpunktes. 
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Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes,  der  in  ein  Punktepaar  ausartet,  ist 
der  Mittelpunkt  der  geraden  Linie ,  welche  die  Punkte  verbindet.  Stellt  also 
die  Kegelschnitt -Gleichung  zwei  Punkte  dar,  so  wird  nach  der  angegebenen 
Regel  der  Halbirungspunkt  der  Verbindungslinie  sehr  einfach  bestimmt ,  viel 
einfacher  als  in  dem  Satze  29)  der  achten  Vorlesung,  zu  dessen  Herleitimg  noch 
nicht  die  dargebotenen  Hilfsmittel  bereit  lagen. 

Aus  der  letzten  ausführlich  hingeschriebenen  Gleichung  13) : 

<^20«*+  ^1^+^22^  =  0 

entnehmen  wir  nun  die  homogenen  Coordinaten  e^Q,  Cg^,  e^  des  Mittelpunktes. 
Dieser  Punkt  wird  im  Unendlichen  liegen,  wenn  e^^  =  0.    Das  will  aber  sagen : 

14)  Die  Gleichung  F(w,  t;,  w)  =  0  eines  Kegelschnittes  stellt 
eiüe  Parabel  dar,  wenn  in  derselben  dasjenige  Glied  ver- 
schwindet, welches  den  Factor  m;^  hat. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  werden  die  Coordinaten  des  Anfangs- 
punktes in  dem  Coordinatensysteme ,  wenn  e^Q  =  e^i  =  0.  Dieses  drücken  wir 
so  aus: 

Die  Mittelpunkt-Gleichung  in  Liniencoordinaten  eines 
Kegelschnittes  enthält  die  "beiden  Glieder  nicht,  welche  die 
erste  Potenz  von  u  und  die  erste  Potenz  vonv  zuFactoren  haben. 

Es  drückt  sich  dieses  nur  anders  aus ,  wenn  wir  in  Erinnerung  der  Mittel- 
punkt-Gleichung in  Punktcoordinaten  eines  Kegelschnittes  sagen:  „Die  reei- 
proken  Functionen  f  und  F  haben  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  in  der  einen 
Function  zwei  Glieder  verschwinden,  welche  die  Producte  der  Variabelen  zu 
Pactoren  haben,  in  der  anderen  die  entsprechenden  Glieder  ebenfalls  ver- 
schwinden." Der  hervorgehobene  Satz  ist  dann  nur  die  geometrische  Inter- 
pretation dieser  Bemerkung,  die  auch  algebraisch  leicht  nachgewiesen  wer- 
den kann. 

Wir  haben  in  dem  ersten  Theile  unserer  Vorlesungen  harmonische  Linien- 
paare und  Linienpaare  der  Involution  kennen  gelernt  und  ihre  Eigenschaften 
erörtert.  Es  drängt  sich  nun  die  Frage  auf,  welches  die  Eigenschaften  ihrer 
Pole  sein  werden  und  umgekehrt,  welche  Eigenschaften  die  Polaren  von  har- 
monischen Punktepaai-en  oder  von  Punktepaaren  der  Involution  haben  werden. 
Diese  Frage  soll  in  dem  Folgenden  zur  Entscheidung  kommen. 

Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  den  Sätzen  10)  und  11)  der  siebenzehn- 
ten Vorlesung  aus,  von  welchen  der  erste  so  ausgesprochen  werden  kann: 
„Beschreibt  der  Pol  eines  Kegelschnittes  eine  gerade  Linie ,  so  dreht  sich  die 
Polare  um  den  Pol  der  geraden  Linie.*'  Ist  demnach  die  Gleichung  der  geraden 
Linie  gegeben ,  so  geht  dieselbe  in  die  Gleichung  ihres  Poles  über ,  wenn  man 
die  Coordinaten  o;,  y,  e  des  Poles  in  ihr  ersetzt  durch  die  in  22)  derselben  Vor- 
lesung angegebenen  Ausdrücke  der  Coordinaten  der  Polare:  x=^JF'{u\ 
ifz=:^F\v),  2=  ^F\w),  Der  andere  Satz:  „Dreht  sich  die  Polare  um  einen 
gegebenen  Punkt  in  ihr,  so* beschreibt  der  Pol  die  Polare  des  Drehpunktes", 
lüsst  erkennen,  dass  man  in  der  Gleichung  eines  gegebenen  Punktes  für  die 
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Coordinaten  u,  t;,  w  nach  20)  nur  zn  substituiren  braucht  die  Coordinaten  des 
Poles  wie  folgt:  w  =  4^/''(«),  v  =  4^/'(y),  w  =  i/^Cje),  um  die  Gleichung  der 
Polare  des  gegebenen  Punktes  zu  erhalten. 

Sind  nun  die  Gleichungen  von  zwei  Linienpaaren  gegeben,  welche  von 
einem  und  demselben  Punkte  ausgehen: 

und  nimmt  man  an,  dass  durch  die  angegebenen  ersten  Substitutionen  17^  in  V^ 
und  Z7i  inF^  übergehen,  so  werden  die  Gleichungen: 

Fo  =  0,  7i  =  0,  7o-A7i  =  0,  F,-^F,=0 
respective  die  Pole  jener  geraden  Linien  darstellen.  Es  liegt  aber  zu  Tage,  dass 
das  ahharmonische  Verhältniss  A  :  fi  der  Linienpaare  das  gleiche  ist,  als  das 
ihrer  Polepaare.  Dasselbe  Ergebniss  würde  sich  herausstellen,  wenn  man  von 
den  letzteren  Gleichimgen  als  von  gegebenen  Punktepaaren  auf  einer  geraden 
Linie  ausginge  und  durch  die  zweite  Art  der  Substitutionen  die  Gleichungen 
auf  die  Form  der  ersten  Gleichungen  bringen  wollte.  Daraus  entspringen  nun 
-die  Sätze : 

15)  Das  anharmonische  Verhältniss  von  zwei  Linienpaaren, 
welche  von  demselbeft  Punkte  ausgehen,  ist  gleich  dem  an- 
harmonischen Verhältnisse  ihrer  Polepaare. 

16)  Das  an  harmonische  Verhältniss  von  zwei  Punkte  paaren 
auf  einer  geraden  Linie  ist  gleich  dem  anharmonischen  Ver- 
hältnisse ihrer  Polarenpaare. 

Wenn  das  anharmonische  Verhältniss  ein  harmonisches  wird,  so  folgen 
.  daraus  die  Sätze: 

17)  Die  Pole  von  zwei  harmonischen  Linienpaaren  sind 
harmonische  Punkt^aare. 

18)  DiePolaren  von  zwei  harmoniachenPunktepaaren  sind 
harmonische  Linienpaare. 

Da  nach  der  in  der  dritten  Vorlesung  aufgestellten  Definition  drei  Linien- 
paare eine  Involution  bilden,  wenn  sie  harmonisch  sind  mit  einem  vierten 
Linienpaare,  und  nach  der  Definition  in  der  fünften  Vorlesung  drei  Pimkte- 
paare  eine  Involution  bilden,  wenn  sie  harmonisch  sind  mit  einem  vierten 
Funktepaare ,  so  entspringen,  wenn  wir  entweder  von  dem  vierten  Linienpaare 
oder  von  dem  vierten  Punktepaare  ausgehen ,  aus  den  beiden  letzten  Sätzen 
folgende : 

19)  Die  Pole  von  drei  Linienpaaren  der  Involution  bilden 
eine  Involution. 

20)  Die  Polaren  von  drei  Punktepaaren  der  Involution  bil- 
den eine  Involution.  ^ 

Es  bleibt  noch  übrig  das  Verhalten  der  Polare  zu  untersuchen ,  wenn  der 
Pol  einen  zweiten  gegebenen  Kegelschnitt  beschreibt,  und  das  Verhalten  des 
Poles,  wenn  die  Polare  sich  als  Tangente  um  einen  zweiten  gegebenen  Kegel- 
schnitte bewegt 
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Da  bei  dieser  Gelegenheit  mehrere  Kegelschnitte  auftreten ,  so  wollen  wir 
zur  Unterscheidung  denjenigen  Kegelschnitt  Directrix  nennen,  auf 
welchen  Pol  und  Polare  zu  beziehen  sind ,  und  feststellen ,  dass  f{x^  y,  ip)  =  0 
l^(w,  V,  w)  die  Grleichungen  der  Directrix  seien  respective  in  Punkt-  oder 
Liniencoordinaten.  Als  Directrix  kann  jeder  beliebige  Kegelschnitt  dienen  mit 
Ausnahme  des  Linienpaares  und  des  Punktepaares. 

Beschreibt  nun  der  Pol  einen  gegebenen  Kegelschnitt: 

und  man  ersetzt  in  der  Gleichung  die  Coordinaten  des  Poles  durch  die  be- 
kannten Ausdrücke  der  Coordinaten  der  Polare,  so  erhält  man : 

(p[ij"(«),  i^riv),  ir«]=o, 

die  Gleichung  eines  zweiten  Kegelschnittes   in  Liniencoordinaten.     Die   geo- 
metrische Deutung  derselben  giebt  den  Satz : 

19)  Wenn  der  Pol  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  so  bewegt 
sich  seine  Polare  als  Tangente  um  einen  zweiten  Kegelschnitt. 

Die  beiden  Kegelschnitte  heissen  reciproke  Polaren,  weil  jeder 
aus  dem  anderen/  in  gleicher  Weise  entsteht,  ^üm  diese  Eigenschaft  der 
beiden  Kegelschnitte  nachzuweisen ,  fixiren  wir  auf  dem  ersten  Kegelschnitte 
zwei  Punkte  0  und  1  und  legen  durch  dieselben  eine  gerade  Linie  (Ol).  Die 
Polaren  der  beiden  Punkte  0  und  1 ,  welche  wir  ebenfalls  mit  0  und  1  be- 
zeichnen wollen,  sind  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  Tangenten  des  zwei- 
ten Kegelschnittes.  Ihr  Schnittpunkt  (Ol)  ist  nach  einem  früheren  Satze  der 
Pol  der  geraden  Linie  (Ol).  Denkt  man  sich  nun  die  beiden  Punkte  0  und  1 
auf  dem  ersten  Kegelschnitte  nahe  gei-ückt,  bis  sie  im  Grenifalle  zusammen- 
fallen ,  so  wird  die  gerade  Linie  (Ol)  Tangente  des  ersten  Kegelschnittes.  In 
dem  Grenzfalle  fallen  auch  die  Tangenten  0  xxM.  1  des  zweiten  Kegel- 
schnittes zusammen  und  ihr  Schnittpunkt  (Ol)  wird  der  Berührungspunkt, 
der  sich  auf  demselben  Kegelschnitt  befindet.  Es  ist  hiermit  der  Beweis  ge- 
liefert, dass  die  Polaren  sämmtlicher  Punkte,  welche  auf  dem  zweiten  Kegel- 
schnitte liegen,  für  den  ersten  Kegelschnitt  Tangenten  sind.  Wir  schliessen 
daraus  auf  den  allgemeinen  Satz : 

20)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  als  Tangente  um  einen 
Kegelschnitt  bewegt,  so  beschreibt  ihr  Pol  einen  zweiten 
Kegelschnitt. 

Der  directe  Beweis  dieses  Satzes  nach  der  Analogie  des  Beweises  für  den 
vorhergehenden  Satz  ergiebt  sich,  wenn  man  den  Kegelschnitt  durch  seine 
Gleichung,  in  Liniencoordinaten  gegeben,  annimmt: 

*(i*,  V,  «0  =  0, 
und  in  demselben  für  die  Coordinaten  der  Polare ,  welche  sich  als  Tangente  um 
den  Kegelschnitt  bewegen  soll ,  die  bekannten  Ausdrücke  der  Coordinaten  des 
Poles  substituirt.    Auf  diese Weiee  erhält  man: 

die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  welchen  der  Pol  beschreibt. 
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Wenn  wir  nun ,  um  eine  üebersicht  zu  gewinnen ,  einen  Rückblick  werfen 
auf  die  Entwickelungen  in  den  vorausgegangenen  Vorlesungen ,  so  kann  es  uns 
nicht  entgehen,  dass  die  heryorgehobenen  Sätze  sich  grösstentheils  paaren 
in  der  Art,  dass  einem  geometrischen  Satze  über  die  Lage  von  Pankten  und 
geraden  lAnien  ein  entsprechender  Satz  über  die  Lage  von  geraden  Linien  und 
Punkten  in  der  correspondirenden  Vorlesung  gegenübersteht.  Diese  Dualität 
geometrischer  Sätze  tritt  lebhafter  hervor  in  der  zwölften  Vorlesung  über  tlas 
Pascarsche  und  das  Brian  c  hon 'sehe  Sechseck,  welche  sich  bequem  in 
zwei  gesonderte  Vorlesungen  zertheilen  lässt,  wie  umgekehrt  je  zwei  corre- 
spondirende  Vorlesungen  sich  in  ähnlicher  Weise  zusammenfassen  lassen.  Das 
Band ,  welches  je  zwei  correspondirende  Sätze  verbindet ,  ist  die  Gleichung ,  in 
welcher  man  ein  Mal  den  Variabelen  die  Bedeutung  der  Punktcoordinaten,  das 
andere  Mal  die-Bedeutung  von  Liniencoordinaten  giebt. 

Eine  Ausnahme  bilden  die  Vorlesungen  über  den  Kreis.  Da  erhebt  sich 
nun  die  Frage,  von  welcher  Art  die  geometrischen  Sätze  sein  werden,  wenn 
man  in  den,  die  Kreissätze  beweisenden  Gleichungen  an  Stelle  der  Punkt- 
coordinaten Liniencoordinaten  setzt  und  in  dieser  Voraussetzung  die  Gleichungen 
geometrisch  zu  interpretiren  unternimmt.  Es  wird  sich  dann  zeig^i,  dass  in 
der  angegebenen  Richtung  Kegelschnitte,  welche  einen  Brennpunkt  gemein 
haben,  den  Kreisen  entsprechen  und  dass  aus  den  Ki-eissätzen  Sätze  von  Kegel- 
schnitten hervorgehen,  welche  einen  Brennpunkt  gemein  haben. 

Sehen  wir  jedoch  ab  von  der  eben  hervorgehobenen  Ausnahme ,  so  hat  die 
synthetische  Geometrie  den  unbestrittenen  Ruhm ,  die  Dualität  geometrischer 
Sätze  entdeckt  und  ein  Princip  aufgestellt  zu  haben ,  nach  welchem  aus  .einer 
grossen  Klasse  von  bekannten  geometrischen  Sätzen  sich  andere  ableiten  lassen, 
wie  umgekehrt  aus  den  abgeleiteten  die  bekannten  Sätze.  Dieses  Princip  ist 
bekannt  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  der  Reciprocität  und  wir  wer- 
den es  in  der  nächsten  Vorlesung  ausführlich  entwickeln. 

Was  aber  die  beregte  Dualität  zwischen  Kreisen  und  Kegelschnitten  mit 
einem  gemeinsamen  Brennpunkte  anbetrifft,  so  behalten  wir  uns  vor,  in  einer 
späteren  Vorlesung  auf  dieselbe  zurück  zu  kommen,  nachdem  wir  vorher  die 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  und  der  confocalen  Kegelschnitte  entwickelt 
haben  werden.  Wir  werden  dann  Gelegenheit  nehmen  zu  zeigen,  wie,  imter 
Annahme  einer  besimmten  Directrix ,  durch  das  Reciprocitätsgesetz  die  in  den 
vorausgegangenen  Vorlesungen  entwickelten  Eigenschaften  der  Kreise  sich  in 
enge  Verbindung  bringen  lassen  mit  den  Eigenschaften  focalerundimSpeciellen 
confocaler  Kegelschnitte.  Die  zum  Voraus  angekündigte  Vorlesung  wird  es  sich 
zur  Aufgabe  machen,  die  vorausgegangenen  Vorlesungen  über  Kreise  gerade  so 
zu  ergänzen,  wie  je  zwei  correspondirende  Vorlesungen  einander. 
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Zwanzigste  Vorlesung. 

Das  Gesetz  der  Beeiprocität. 

Die  in  den  vorausgegangenen  Vorlesungen  entwickelten  Sätze  über  Pole 
und  Polaren  eines  Kegelschnittes  bilden  die  Grundlage  für  das  Gesetz  der 
ßeciprocität,  eines  Gesetzes,  durch  welches  sich  aus  einer  grossen  Classe 
von  bekannten  Sätzen  über  die  Lage  von  Figuren  und  Figurentheilen  neue 
Sätze  ableiten  lassen,  welche  wieder  auf  die  bekannten  Sätze  zurückführen,  wenn 
sie  als  die  bekannten  Sätze  vorausgesetzt  werden.  Solche  Sätze  der  Geometrie 
heissen  deshalb  reciproke  Sätze.  Wir  werden  sie  in  dem  Folgenden  neben- 
einander stellen ,  wie  das  in  der  elften  und  zwölften  Vorlesung  in  der  Voraus- 
sicht der  nachfolgenden  bereits  geschehen  ist. 

um  das  beregte  Princip  der  üebertraguug  an  einigen  Beispielen  deutlich 
zu  machen,  gehen  wir  vorerst  von  dem  in  der  zwölften  Vorlesung  bewiesenen 
Satze  aus:  ;, Durch  die  sechs  Ecken  eines  PascaT sehen  Sechseckes  lässt  sich 
ein  Kegelschnitt  legen.  ^  In  anderer  Auffassung  desselben  Satzes  können  wir 
auch  sagen:  „Ein  jedes  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  einbeschrieben 
wird,  ist  ein  PascaTsches  Sechseck." 

Denn  denken  wir  uns  ein  dem  Kegelschnitte  einbeschriebenes  Sechseck 
12...  56,  welches  kein  Pascal' sches  Sechseck  wäre,  so  könnte  man  ein 
Pascal'  sches  Sechseck  12  . . .  56'  construiren,  dessen  letzte  Ecke  6 '  auif  der  Ver- 
bindungslinie der  Ecke  5  und  6  liegt.  Beide  Sechsecke  wären  dem  durch  die 
fünf  Punkte  12  ...  5  bestimmten  Kegelschnitte  einbeschrieben ,  und  man  hätte 
eine  .gerade  Linie  56,  welche  den  Kegelschnitt  in  den  drei  Punkten  566' 
schnitte.   Daraus  folgt,  dass  die  Punkte  6  und  6'  zusammenfallen. 

Wir  eilen  unserer  Entwickelung  voran ,  wenn  wir  die  reciproken  Sätze 
proclamiren : 

Ein  jedes   Sechseck,    wel-  Ein  jedes  Sechseck,    wel- 

ches einem  Kegelschnitte  ein-  ches  einem  Kegelschnitte  um- 
beschrieben wird,  ist  ein  Pas-  beschriebenwird,  ist  ein  Brian- 
cal'sches  Sechseck.  chpn'sches  Sechseck. 

Es  wird  aber  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  die  angegebenen  beiden  Sätze 
in  eine  organische  Verbindung  zu  bringen  und  letzteren  durch  die  als  bekannt 
vorausgesetzten  Sätze  von  Pol  und  Polare  zu  beweisen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ein  einem  gegebenen  Kegelschnitte 
einbeschriebenes  Sechseck  mit  den  Ecken  12  ...  56.  Die  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes in  den  Ecken  werden  wir  ohne  Verwechselung  der  Bezeichnungen  mit 
denselben  Zahlzeichen  ausdrücken.  Diese  Tangenten  bilden  ein  dem  Kegel- 
schnitte umbeschriebenes  Seckseck  mit  den  aufeinander  folgenden  Seiten 
12 . . .  56,  und  zwar  ist  jede  Seite  die  Polare  des  mit  ihr  gleichbezeichnet«n 
Poles.  Eine  Seite  (12j  des  einbeschriebenen  .Sechseckes,  welche  die  Pole  l  und  2 
verbindet,  ist  darum  die  Polare  des  Poles  (12),  in  welchem  sich  die  Seiten  1  und  2 
des  umbeschriebenen  Sechseckes  schneiden.     In  dieser  Weise  werden  die  auf- 
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einander  folgenden  Ecken  (12) (23)...  des    nmbeschriebenen  Sechseckes  die 
Pole  sein  der  gleichbezeichneten  Seiten  des  einbeschriebenen  Sechseckes. 

Der  Schnittpunkt  (12)  (45)  der  gegenüberliegenden  Seiten  (12)  und  (45) 
des  Pascar sehen  Sechseckes,  wird  der  Pol  der  geraden  Linie  (12) (45),  welche 
die  Punkte  (12)  und  (45)  verbindet.    Construiren  wir  nun  die  Punkte :  • 

(12)  (45),  (23)(56),  (34)(61), 
in  welchen  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  einbeschriebenen  Past^al- 
sehen  Sechseckes  schneiden,  so  sehen  wir,  dass  dieselben  den  gleichbezeichneten 
Polaren  entsprechen.  Suchen  wir  diese  aber  in  dem  dem  Kegelschnitte  um- 
beschriebenen Sechsecke  auf,  so  finden  wir,  dass  dieselben  die  Diagonalen  sind, 
welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbinden.  Da  nun  nach  dem  ersten 
oben  aufgestellten  Satze  die  hervorgehobenen  drei  Punkte  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  so  müssen  die  Diagonalen,  welche  die  gegenüberliegenden -Ecken 
des  umbeschriebenen  Sechseckes  verbinden,  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden. 

Es  ist  damit  unter  Voraussetzung  des  PascaTschen  ^Satzes  der  ihm 
reciproke  Brianchon'sche  Satz  angezeigt,  denn  wir  haben  ein  bestimmtes, 
dem  Kegelschnitt  umbeschriebenes  Sechseck  vor  Augen,  welches  ein  Bri au- 
ch on'sches  Sechseck  ist. 

Wir  haben  hiermit  den  Weg  der  Erfindung  betreten ,  denn  es  erhebt  sich 
die  Frage,  ob  auch  jedes  dem  Kegelschnitte  umbeschriebene  Sechseck  ein 
Brianchon'sches  ist.  Diese  Frage  lässt  sich  leicht  beantworten,  wenn  man 
nicht  von  dem  PascaT sehen  Sechsecke,  sondern  von  einem  beliebigen,  dem 
Kegelschnitte  umbeschriebenen  Sechsecke  ausgeht.  Ihm  entspricht  ein  be- 
stimmtes, dem  Kegelschnitte  einbeachriebenes  Sechseck,  dessen  Ecken  die 
Tangirungspunkte  der  Seiten  des  umbeschriebenen  Sechseckes  sind.  Da  durch 
das  dem  Kegelschnitt  beliebig  umbeschriebene  Sechseck  zugleich  das  ein- 
beschriebene Pascar  sehe  Sechseck  gegeben  ist ,  so  ist  ersichtlich ,  dass  jedes  dem 
Kegelschnitte  umbeschriebene  Sechseck  ein  Brianchon^sches  seinmuss,  weil 
das  einbeschriebene  Sechseck  ein  P  a  s  c  a  T  sches  ist.  Aber  auch  umgekehrt  ist  in 
gleicher  Weise  der  Pascal'  sehe  Satz  eine  Folge  des  Brianchon'  sehen  Satzes. 

Wir  haben  zum  Beweise  des  einen  Satzes  aus  seinem  reciproken  der  Ein- 
fachheit wegen  den  Kegelschnitt  als  Directrix  genommen,  von  welchem  der 
Satz  handelt.  DiesenVortheil  wollen  wir  in  dem  nachfolgenden  Beweise  zur 
Erreichung  grösserer  Allgemeinheit  in  der  Beweisführung  aufgeben. 

Wir  gehen  von  einer  Figur  aus,  welche  denPascal' sehen  Satz  verdeutlicht, 
also  von  einem  gegebenen  Kegelschnitte,  dem  ein  Sechseck  mit  den  aufein- 
ander folgenden  Ecken  12  ...  56  einbeschrieben  ist.  Die  gegenüberliegenden 
Seiten  desselben  schneiden  sich  in  den  drei  Punkten : 

1)  (12)(45),    (23)(56),    (34)(61), 

welche  in  der  PascaT  sehen  Linie  liegen. 

Wenn  wir  nun  einen  beliebigen  Kegelschnitt  als  Directrix  wählen  und  für 
jeden  Punkt  in  der  beschriebenen  Figur  die  Polare  und  für  jede  gerade  Linie 
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den  Pol  derDirectrix  construiren»  so  erhalten  wir  eine  zweite,  reciproke  Figur 
deren  Bestandtheile  wir  entsprechend  der  zum  Grunde  gelegten  ersten  Figur 
mit  den  gleichen  Zahlzeichen  ausdrücken.  Die  reciproke  Figur  besteht  dann 
aus  einem  Kegelschnitte  und  einem  demselben  umbeschriebenen  Sechsecke 
12  ...  56  und  den  Diagonalen,  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbinden : 

2),    ■  (12)(45),     (23)(56),    (34)(61). 

Da  diese  die  Polaren  sind  für  die  Pole  1)  rücksichtlich  der  Directrix,  so 
sieht  man,  dass  das  dem  genannten  Kegelschnitte  umbeschriebene  Sechseck  ein 
6rianchon*sches  ist. 

Damit  ist  der  Brianc hon' sehe  Satz  erfunden,  jedoch  nicht  bewiesen. 
Denn  es  liegt  zwar  ein  einem  Kegelschnitte  umbeschriebenes  Sechseck  vor, 
welches  ein  Brianchon'sches  Sechseck  ist;  man  wird  aber  doch  Bedenken 
haben,  den  Briancho naschen  Satz  allgemein  auszusprechen,  da  die  reciproke 
Figur  sowohl  von  ihrer  Grundfigur  als  von  der  Directrix  abhängig  ist. 

Um  keinem  Zweifel  Baum  zu  geben  und  zugleich  die  Methode  der  Be- 
weisführung für  reciproke  Sfitze' darzulegen ,  gehen  wir  von  der  reciproken 
Figur  aus  in  derjenigen  Allgemeinheit,  wie  der  zu  beweisende  reciproke  Satz 
es  verlangt.  In  unserem  Falle  liegt  also  ein  beliebiger  Kegelschnitt  vor  und 
ein  um  denselben  beschriebenes  Sechseck  12... 56  mit  den  Diagonalen  2),  von 
welchen  nachgewiesen  werden  soll,  dass  sie  sich  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden. 

Die  der  gegebenen  reciproke  Figur  wird  aus  einem  Kegelschnitte  bestehen 
und  einem  demselben  einbeschriebenen  Pas caT sehen  Sechseck  12  ...  56.  Da 
nun  die  gegenüberliegenden  Seiten  dieses  Sechseckes  sich  in  drei  Punkten 
schneiden,  welche  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  müssen  sich  ihre  Polaren 
2)  rücksichtlich  der  Directrix  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Reciproke  Sätze  sind  femer  folgende: 

ZweiKegelschnitte  schnei-  An      zwei      Kegelschnitte 

den  sich  in  vier  Punkten.  lassen  sich  vier  gemeinschaft- 

liche Tangenten  legen. 

Man  stelle  sich  zwei  Kegelschnitte  vor,  welche  den  ersten  Satz  ver- 
deutlichen. Die  reciproke  Figur  wird  wieder  aus  zwei  Kegelschnitten  bestehen, 
für  welche  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  die  Polaren  der  Schnittpunkte  in 
der  ersten  Figur  sind  rücksichtlich  der  Directrix.  Eine  weitere  Tangente 
können  die  beiden  Kegelschnitte  nicht  haben ,  weil  dann  ihr  Pol  ein  fünfter 
Schnittpunkt  der  beiden  zu  Grunde  gelegten  Kegelschnitte  wäre. 

Wir  haben  also  den  Fall  von  zwei  Kegelschnitten  vor  Augen ,  welche  nur 
vier  gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Dass  dieser  Fall  massgebend  ist  fiir 
das  Allgemeine,  erweist  sich ,  wenn  wir  von  der  letzten  Figur  in  ihrer  All- 
gemeinheit ausgehend,  uns  ihre  reciproke  Figur  vorstellen.  In  dieser  würden 
zwei  Kegelschnitte  fünf  Schnittpunkte  aufzuweisen  haben,  wenn  ihre  reciproken 
Kegelschnitte  fünf  gemeinschaftliche  Tangenten  hätten. 
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Aus  den  beiden  hervorgebobeneu  Beispielen  wird  zn  entnehmen  sein,  so- 
wohl wie  zu  einem  bekannten  Satze  sein  reciproker  Satz  gefunden ,  als  wie  er 
bewiesen  werden  kann.  Wenn  wir  nun  in  der  Absicht,  die  in  allen  früheren 
Vorlesungen  vorgeführten  Sätze  als  reciproke  Sätze  nebeneinander  zu  stellen, 
sämmtliche  Sätze  durchmustern,  so  begegnen  wir  in  der  zweiten  Vorlesung 
einem  Satze :  „Die  drei  Perpendikel ,  welche  von  den  Ecken  eines  Dreieckes  auf 
die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällt  sind ,  schneiden  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte^S  für  welchen  sich  kein  reciproker  Satz  angebep  lässt.  Dieser 
Mangel  haftet  jedoch  nicht  an  dem  Satze,  sondern  an  dem  fUr  ihn  gewählten 
Ausdruck,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird. 

Wenn  wir  uns  den  Satz  durch  eine  Figur  verdeutlichen,  so  haben  wir  drei 
Linienpaare  vor  Augen,  welche  durch  vier  Punkte  gehen,  und  jede  zwei  Linien 
eines  Paares  stehen  aufeinander  senki*echt.  Es  lassen  sich  aber  jede  zwei  ge- 
rade Linien,  welche  aufeinander  senkrecht  stehen,  auffassen  als  ein  Paar  har- 
monischer Polaren  eines  bestimmten,  in  Liniencoordinaten  ausgedrückten  Kegel- 
schnittes 0{Uy  e»,  tr)  =  0,  wenn  ^(m,  v,  w)  =  «*+«;*  ist.  Denn  wenn  Uq  v^  Wq 
die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  und  u^  v^  w^  «die  Coordinaten  einer  anderen 
geraden  Linie  bedeuten,  so  ist  die  Bedingung  für  harmonische  Polaren  des  ge- 
nannten Kegelschnittes: 

gerade  die  Bedingung ,  dass  die  beiden  geraden  Linien  auf  einander  senkrecht 
stehen. 

Auf  Grund  Dieses  können  wir  den  angegebenen  Satz  auch  so  ausdrücken : 
„Wenn  von  drei  Linienpaaren ,  welche  sich  in  denselben  vier  Punkten  schnei- 
den, zwei  Linienpaare  harmonische  Polaren  sind  des  Kegelschnittes  ^  (w,  v,  w) = 0, 
so  ist  das  dritte  Linienpaar  ebenfalls  ein  Polarenpaar  des  Kegelschnittes/' 
Dieser  Kegelschnitt  ist  ein  ganz  besonderer ;  wir  brauchen  ihn  hier  aber  um  so 
weniger  zu  beleuchten,  als  wir  in  der  nächsten  Vorlesung  ausführlicher  auf  ihn 
zurückkommen  werden.  • 

Der  genannte  Satz  ist  nur  für  den  angegebenen  Kegelschnitt'^bewiesen. 
Da  erhebt  sich  nun  die  Frage ,  ob  er  allgemeine  Geltung  habe  ftir  jeden  be- 
liebigen Kegelschnitt,  eine  Frage,  die  wir  im  Folgenden  beantworten  wollen. 

Wir  gehen  von  dem  Satze  14)  der  sechszehnten  Vorlesung  aus ,  welcher 
sagt,  dass  identisch  sein  muss : 

3)  qe  +  qi«,+q2e2  =  0. 

wenn^  =  0,  §^  =  0,  ^g^^  ^i®  Gleichungen  von  drei  Linienpaaren  sind, 
welche  sich  in  vier  Punkten  schneiden.  Die  drei  Liuienpaare  seien  12,  34,  56. 
Die  homogenen  Coordinaten  derselben  bezeichnen  wir  durch  u,  i;,  w  mit  an- 
gehängten Indices ,  den  bezeichneten  Pimkten  entsprechend.  Alsdann  haben 
wir  die  Ausdrücke : 

Q^{u^x  +  v^y  +  w^  z)  (y^x  +  v^y  +  w^z\ 
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welche  in  3)  eingesetzt,  diese  Gleichung  zn  einer  identischen  machen.  Die- 
selbe wird  dadurch  identisch,  dass  nach  ihrer  Entwicklung  sowohl  die 
Coefficienten  der  Quadrate  der  Variabelen ,  als  auch  die  Coefficienten  der  Pro- 
ducte  verschwinden.  Es  ist  daher  erlaubt,  in  der  entwickelten  Gleichung  3)  an 
Stelle  der  variabelen  Grössen  ic*,  ^*,  je?*,  yz,  zx^xy  respective  andere  Grössen 
^00'  ^11»  ^22»  ^12»  ^20»  ^02  '^^  substituircn ,  ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung  da- 
durch aufzuheben.  Durch  diese  Substitutionen  gehen  aber  die  entwickelten 
Ausdrücke  §,  Q^,  Q^,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  5)  der  neunzehnten  Vor- 
lesung adoptiren,  über  in :  Fjj,  F^^,  F^  und  die  Gleichung  3)  selber  in : 

5)  5^^,2  +  31^84+^2^56  =  0. 

Verschwinden  nun  die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Gleichung,  das  ist, 
wenn  das  Linienpaar  12  sowohl,  als  das  Limenpaar34  harmonische  Polaren  des 
Kegelschnittes  F{Uy  v^  w)  =  0  sind ,  so  verschwindet  auch  das  letzte  Glied, 
dessen  Verschwinden  eben  der  analytische  Ausdruck  für  das  Polarenpaar  56  ist- 

Wir  haben  damit  den  folgenden  Satz  bewiesen,  dessen  reciproken  Satz 
wir  zugleich  anschliessen. 

Wenn    von     drei     Linien-  Wenn  die  Endpunkte  von 

paaren,  welche  sich  in  den-  zwei  Diagonalen  eines  voll- 
selben  vierPunktenschneiden,  ständigen  Viereckes  har- 
zweiLinienpaareharmonische  monische  Polepaare  eines 
Polaren  eines  Kegelschnittes  Kegelschnittes  sind,  so  sind 
sind,  so  ist  das  dritte  Linien-  die  Endpunkte  der  dritten 
paar  ebenfalls  einPolarenpaar  Diagonale  ebenfalls  harmo- 
des  Kegelschnittes.  nische       Pole        des      Kegel- 

schnittes. 

Um  den  reciproken  Satz  aus  dem  bewiesenen  Satze  abzuleiten,  denken  wir 
uns  vorerst  zwei  reciproke  Figuren,  die  erste  bestehend  aus  einem  Kegelschnitte 
und  einem  Polarenpaare,  welches  bekanntlich  harmonisch  ist  mit  dem  von 
seinem  Schnittpimkte  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangentenpaare.  Die  andere 
reciproke  Figur  bietet  einen  Kegelschnitt  dar  und  zwei  Punktepaare,  von 
welchen  das  zweite  Paar  dem  Tangentenpaare  in  der  andern  Figur  ent- 
sprechend auf  dem  Kegelschnitte  liegt,  das  erste  Paar  auf  der  Verbindungs- 
linie des  zweiten  Paares.  Da  nun  die  beiden  Linienpaare  der  ersten  Figur  har- 
monisch sind ,  so  werden  die  ihnen  entsprechenden  Punktepaare  der  zweiten 
Figur  ebenfalls  harmonisch  sein.  Das  will  aber  sagen,  dass  das  dem  Polaren- 
paare entsprechende  Punktepaar  der  reciproken  Figur  ein  Polepaar  ist  für 
den  Kegelschnitt  dieser  Figur. 

Stellen  wir  uns  nun  eine,  den  bewiesenen  Satz  verdeutlichende  Figur  vor, 
zugleich  mit  ihrer  reciproken  Figur,  so  wird  letztere  bestehen  aus  einem  Kegel- 
schnitte und  drei  Polepaaren  desselben,  welche  die  Schnittpunkte  von  vier 
geraden  Linien  sind,  wie  der  oben  angegebene  reciproke  Satz  es  verlangt.  Ein 
strenger  Beweis  desselben  kann  dadurch  geführt  werden,  dass  man  von  dem 
Bilde  des  Satzes  in  seiner  Allgemeinheit  ausgeht  und  sich  das  reciproke  Bild 
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vor  Augen  legt.  Da  dasselbe  den  als  bekannt  vorausgesetzten  ersten  Satz  ver- 
deutlicht, so  können  wir  aus  diesem  Satze  auf  den  zu  beweisenden  Satz 
schliessen. 

Da  nach  Bemerkungen  in  der  sechszehn^en  und  achtzehnten  Vorlesung  die 
durch  vier  Punkte  gelegten  Linienpaare  eine  Involution  bilden,  wenn  die  vier 
Punkte  in  einen  zusammenfallen,  und  die  Endpunkte  der  Diagonalen  eines  voll- 
ständigen Viereckes  eine  Involution  bilden ,  wenn  die  Seiten  des  Viereckes  in 
einer  geraden  Linie  liegen ,  so  gehen  aus  den  genannten  reciproken  Sätzen  in 
den  bezeichneten  Fällen  folgende  schon  bekannte  Sätze  hervor: 

Wenn     drei      harmonische  Wenn  drei  Polepaare  eines 

Polarenpaare  eines  Kegel-  Kegelschnittes  auf  einer  und 
Schnittes  vondemselbenPunkte  derselben  geraden  Linie  lie- 
ausgeheu,  so  bilden  sie  eine  In-  gen,  so  bilden  sie  eine  Invo- 
volution.  lution. 

Nach  der  vorausgegangenen  Darlegung  des  Gesetzes  der  Beciprocität  an 
einzelnen  Fällen  wollen  wir  zum  Schlüsse  dieses  üebertwigungsprincip  allgemein 
in  Worten  wiedergeben. 

Eine  Figur  in  der  Ebene  besteht  im  Allgemeinen  aus  Punkten ,  geraden 
Linien  und  Curven.  Man  kann  sich  dieselbe  in. doppelter  Weise  entstanden 
denken,  durch  den  Punkt  oder  durch  die  gerade  Linie.  Wählt  man  den  Punkt 
als  die  Einheit  der  Erzeugung,  so  wird  die  Figur  der  Inbegriff  aller  Punkte 
sein,  welche  in  ihr  liegen.  Wählt  man  dagegen  die  gerade  Linie  als  die  Einheit 
der  Erzeugung,  so  stellt  sich  der  Punkt  dar  als  der  Inbegriff  aller  geraden 
Linien ,  welche  durch  ihn  gehen,  und  die  Curve  als  der  Inbegriff  sämmtlicher 
Tangenten. 

Legt  man  nun  einen  Kegelschnitt  alsDirectrix  zum  Grunde  und  betrachtet 
jeden  Punkt  einer  gegebenen  Figur  als  einen  Pol ,  so  wird  seine  Polare  eine 
reciproke  Figur  bedingen ,  eine  Figur ,  welche  auch  durch  den  Pol  einer 
variabelen  geraden  Linie  beschrieben  wird ,  wenn  man  letztere  als  Erzeugerin 
der  gegebenen  Figur  betrachtet. 

In  dieser  Weise  entspricht  jedöm  Punkte  einer  gegebenen  Figur  eine  ge- 
rade Linie  der  reciproken  Figur,  jeder  geraden  Linie  der  gegebenen  Figur  ent- 
spricht ein  Punkt  der  reciproken  Figur,  endlich  entspricht  jeder  Curv^  der  ge- 
gebenen Figur  wieder  eine  Curve  der  reciproken  Figur ,  die  durch  die  Polare 
berührt  wird,  wenn  der  Pol  die  Curve  der  gegebenen  Figur  beschreibt,  und  die 
der  Pol  beschreibt,  wenn  sich  die  Polgj-e  als  Tangente  um  die  Curve  der  ge- 
gebenen Figur  bewegt.  Umgekehrt  entspricht  auch  in  gleicher  Weise  die  ge- 
gebene Figur  ihrer  reciproken  Figur. 

Hiemach  bedingt  eine  jede  Eigenschaft  einer  gegebenen  Figur,  welche  sich 
auf  die  Lage  ihrer  Bestandtheile  bezieht,  eine  entsprechende  Eigenschaft  der 
reciproken  Figur.  Da  nun  jede  Eigenschaft  einer  Figur  sich  als  geometrischer 
Satz  ausdrücken  lässt,  so  ist  ein  entsprechender  Satz  für  die  reciproke  Figur 
die  Folge  des  ausgesprochenen  Satzes. 

Zeitichflft  f.  Mathematik  u.  Physik,  XIX,  1.  ^    ^^  T 
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Der  gefolgerte  Satz  hängt  allerdings  an  der  reciproken  Figur ,  die  eine  durch 
die  gegebene  Figur  ganz  bestimmte  ist;  allein  die  Willkürlichkeit  der  gegebenen 
Figur  wird  auch  eine  entsprechende  Willkürlichkeit  der  reciproken  Figur  zu- 
lassen, wodurch  der  in  der  reciproken  Figur  bewiesene  Satz  einen  gewissen 
Grad  der  Allgemeinheit  erlangt.  Wie  weit  sich  diese  Allgemeinheit  erstreckt, 
erföhrt  man ,  wenn  man  von  einer  allgemein  gedachten  reciproken  Figur  aus- 
gehend ,  die  zuvor  gegebene  als  die  reciproke  von  ihr  bildet.  Befindet  sich 
unter  diesen  umständen  letztere  noch  in  den  Grenzen  der  Allgemeinheit  des 
zum  Grunde  gelegten  Satzes,  so  hat  man  die  üeberzeugung  gewonnen,  dass  der 
aus  der  reciproken  Figur  abgelesene  Satz  seine  allgemeine  Gültigkeit  hat 

Eine  weitere  Willkürlichkeit  in  der  reciproken  Figur  ist  durch  die  Wahl 
der  Directrix  bedingt.  Es  wird  sich,  wie  schon  am  Ende  der  vorhergehenden 
Vorlesung  angedeutet  worden  ist,  in  einer  spätem  Vorlesung  zeigen,  von 
welchem  Einflüsse  die  richtige  Wahl  der  Directrix  ist  auf  die  Erfindung  neuer 
geometrischer  Sätze. 


Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Classlfleatlon  der  Kegelschnitte. 

Die  Kegelschnitt- Gleichung  /"(rc,  y,  1)  =-- 0  in  gewöhnlichen  Punkt- 
coordinaten  besteht  aus  drei  Gliedern  f(x^  y)  der  zweiten  Ordnung  und  aus  drei 
linearen  Gliedern,  so  dass  man  hat: 

1)  f(x,y,  \)^f{x,y)  +  2a,^x  +  2a^,y+a^. 

Durch  Drehung  des  Coordinatensystemes  um  den  Anfangspunkt  Ifisst  sich, 
wie  in  der  zehnten  Vorlesung  dargelegt  wurde,  die  Function  f(x^  y)  auf  die  Form 
zurückführen:  f{x^y)  =  A^jX^  +  Aj  Y^,  während  die  linearen  Glieder  in  1) 
linear  bleiben.  Vei^schiebt  man  nun  noch  das  Coordinatensystem  sich  selbst 
parallel,  so  dass  der  Coordinaten  -  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes wird ,  so  fallen  nach  der  siebenzehnten  Vorlesung  von  den  linearen 
Gliedern  noch  zwei  fort,  so  dass  schliesslich  die  Function /*(«;,  y,  1)  nur  die 
Glieder  behält: 

2)  •  f{x,y,l)^X,JP  +  X,7^  +  x. 

Die  Substitutionen,  welche  diese  Transformation  bewirken,  sind  folgende : 

o.  x^a{X  +  Ä)  +  a\Y  +  B\ 

^  y^b{X  +  Ä)  +  b\Y+B\ 

in  welchen  Ä  und  B  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  Kegelschnittes 
f{x,  y,  1)  =  0  bedeuten.  Was  die  Grössen  A^  und  A^  anbetrifft,  so  sind  sie  be- 
kannt als  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

3)  («oo-^)(«u-^)-<i  =  0. 

Die  Natur  des  Kegelschnittes,  abgesehen  von  seiner  Lage,  hängt  also  ab 
von  den  drei  reellen  Constanten  A^,  A^,  x.   Die  beiden  ersten  sind  reell  als  die 
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Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  4),  die  letztere  ist  reell,  weil  sie,  wie  aus 
der  Gleichung  2)  zu  ersehen  ist ,  eine  ganze  Function  ist  der  Coefficienten  in 
der  gegebenen  Function,  ferner  der  reellen  Coefficienten  in  den  Substitutionen 
3)  und  endlich  der  reellen  Coordinaten  des  Mittelpunktes.  Wir  wollen  be- 
merken, um  sogleich  davon  Gebrauch  zu  machen,  dass  der  rechte  Theil  der 
Gleichung  2)  wieder  in  den  linken  Theil  übergeht,  also  in  die  Function 
/■(ar,  y,  1),  von  der  wir  ausging,en,  wenn  wir  dieVariabelen  X  und  F  auf  Grund 
der  Substitution  3)  ersetzen  durch  dieVariabelen  x  und  y. 

Wir  haben  hiemach  durch  blosse  Verlegung  des  Coordinatensystemes  die 
beliebig  gegebene  Kegelschnitt -Gleichung  /'(ir,y,  1)  =  0  auf  ihre  einfachste 
Form  zurückgeführt: 

5)  XqX^  +  X^Y^  +  tc^O. 

Man  sagt,  die  Gleichung  5)  des  Kegelschnittes  sei  auf  den  Mittelpunkt  und 
die  Axen  desselben  bezogen,  indem  man  unter  Axen  des  Kegelschnittes 
die  von  dem  Mittelpunkte  in  der  Richtung  dei^  bezeichneten  Coordinatenaxen 
ausgehenden  Radien  versteht,  welche  von  dem  Kegelschnitte  begrenzt  sind. 

Betrachten  wir  nun  zwei  solcher  Kegelschnitte  5),  deren  Gleichungen  sich 
nur  in  dem  Werthe  der  Constante  x  unterscheiden,  welcher  Werth  für  den  zwei- 
ten Kegelschnitt  sein  mag  x  —  A ,  so  sehen  wir ,  dass  wenn  X  und  Y  die  Co- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  auf  dem  ersten  Kegelschnitte  bedeuten, 
immer  eine  von  den  Coordinaten  unabhängige  Grösse  ^  sich  bestimmen  Ißsst 
der  Art,  dass  ftXund  (lY  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  dem  zweiten 
Kegelschnitte  sind.  Das  will  sagen ,  dass  die  von  dem  gemeinsamen  Mittel- 
punkte in  derselben  Richtung  ausgehenden  Radien  der  beiden  Kegelschnitte 
immer  gleiches  Verhältniss  haben.  Solche  Kegelschnitte  heissen  ähnliche 
und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  mit  gemeinsamem  Mittel- 
punkte. 

Auf  Grund  dieser  Definition  und  der  oben  gemachten  Bemerkung ,  dass 
der  rechte  -Theil  der  Gleichung  2)  durch  die  Substitution  3)  in  den  linken  Theil 
übergeht,  können  wir  nun  allgemein  den  Satz  aussprechen : 

6)  Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kegelschnitten  nur  um 
eine  additive  Constante  unterschieden  sind,  so  haben  die  Kegel- 
schnitte denselben  Mittelpunkt  und  sind  ähnlich  und  ähnlich 
liegend. 

Wir  drücken  diesen  Satz  nun  anders  aus,  wenn  wir  unter  derVoraus- 
.setzüng,  dass  der  Kegelschnitt  durch  seine  Gleichung  f{x,  y9z)=0  inhomogenen 
Punktcoordinaten  gegeben  sei,  sagen: 

Die  Gleichung 

7)  fix,  y.^)-^(p{x,y,  0)^0. 

mit  dem  willkürlichen  Factor  k  ist  der  analytische  Ausdruck  aller  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden  «Kegelschnitte  mit  gemeinsamem  Mittelpunkte,  wenn  die 
Function  q)  ist  q)  =  g^.    Hierdurch  kennzeichnen  wir  die  in  Rede  stehende 
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Classe  von  Kegelscliuitten  als  solche,  welche  durch  die  vier  Punkte  gehen,  iu 
welchen  die  Kegelschnitte  /*=  0  und  qp  =  0  sich  schneiden. 

Zu  gleicher  Zeit  werden  wir  aber  auch  auf  einen  Kegelschnitt  y  =  0  auf- 
merksam gemacht,  der  bemerkenswerthe  Eigenschaften  hat.  Er  ist  nichts 
Anderes  als  ein  Linienpaar,  -welches  mit  der  geraden  Linie  im  unendlichen  zu- 
sammenfällt. Seine  charakteristische  Eigenschaft  ist,  dass  je  zwei  Punkte  0 
und  1  harmonische  Pole  zu  ihm  sind,  wenn  der  eine  von  ihnen  im  unendlichen 
liegt.  Es  ergiebt  sich  dieses  aber  sowohl  aus  der  geometrischen  Anschauung, 
als  wenn  man  auf  die  in  der  siebenzehnten  Vorlesung  entwickelte  Bedingungs- 
gleichung 9>Qj  =2  0  für  harmonische  Pole  des  Kegelschnittes  ^  =  0  zurückgeht. 
Wir  definiren  diesen  Kegelschnitt  aber  auch  analytisch ,  wenn  wir  sagen :  Er 
ist  der  einzige  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  in  Punktcoordinaten  fllr  jedes 
rechtwinklige  Coordinatensystem  sich  nicht  ändert.  Diese  Definition  wird  in 
dem  zweiten  Theile  unserer  Vorlesung  auf  die  PJntdeckung  eines  andren,  ebenso 
ausgezeichneten  Kegelschnittes  führen. 

Die  Bedingungsgleichung  flir  ein  harmonisches  Polenpaar  0  und  1  des 
Kegelschnittes  7)  lässt  sich  auf  Grund  der  siebenzehnten  Vorlesung  kurz  durch 
die  Gleichung  wiedergeben : 

8)  /oi-/.<Poi  =  0. 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  verschwindet ,  wenn  das  Punktepaar  0 
und  1  ein  harmonisches  Polepaar  ist  des  gegebenen  Kegelschnittes  /*=  0,  das 
zweite  Glied  verschwindet ,  wenn  einer  der  beiden  Pole  im  Unendlichen  liegt. 
Daraus  folgt,  dass  jedes  Pojepaar  des  gegebenen  Kegelschnittes  f=0  ein 
Polepaar  des  Kegelschnittes  7)  ist,  wenn  der  eine  Pol  im  Unendlichen  liegt 
Diese  Bemerkung  lässt  sich  so  ausdrücken : 

9)  Die  Sehnen,  welche  auf  einer  beliebig  gegebenen  geraden 
Linie  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  be- 
grenzt werden,  haben  denselben  Mittelpunkt. 

Denn  wenn  von  einem  harmonischen  Polepaare  eines  Kegelschnittes  der 
eine  Pol  im  Unendlichen  liegt,  so  halbirt  der  andere  die  Sehne,  welche  durch 
beide  geht. 

Werfen  wir  nun  einen  Blick  auf  die  Lage  der  vier  Punkte,  in  welchen 
sich  die  Kegelschnitte  7)  schneiden,  so  kann  es  uns  nicht  entgehen,  dass  die- 
selben zwar  sämmtlich  im  Unendlichen  liegen ,  dass  sie  sich  aber  in  der  Art 
paaren,  dass  zwei  derselben  zusammenfallen ,  und  dass  das  andere  Paar  wieder 
in  einem  Punkte  zusammenfällt.  Durch  diese  vier  Punkte  im  Unendlichen 
lassen  sich  drei  Linienpaare  legen.  Dass  von  diesen  drei  Linienpaaren 
zwei  Paare  im  Unendlichen  liegen,  ist  ersichtlich.  Es  bleibt  also  noch  ein 
Linienpaar  übrig,  welches  zusammenfallende  Punkte  verbindet.  Dieses  Linien- 
paar braucht  nicht  nothwendigerweise  im  Unendlichen  zu  liegen,  und  es  erhebt 
sich  daher  die  Frage ,  ob  unter  den  Kegelschnitten  .  7)  ein  Linienpaar  im 
Endlichen  anzutreffen  ist. 
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In  der  That  iSsst  sich  ein  Factor  k  der  Art  bestimmen,  dass  die  Gleichung 
7)  ein  endliches  Linienpaar  wird,  und  dieses  Linienpaar  hat  die  Eigenschaft, 
jeden  Kegelschnitt  7)  im  Unendlichen  zu  berühren.  Dieses  Linienpaar,  welches 
von  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  7)  ausgeht,  wird  mit  dem 
Naonen  der  Asymptoten  bezeichnet.  Man  kann  demnach  die  Asymptoten 
eines  Kegelschnittes  definiren  als  die  von  dem  Mittelpunkte  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten,  oder  auch  als  dasjenige  Tangentenpaar,  welches  den 
Kegelschnitt  im  Unendlichen  berührt.  Auf  Grund  dieser  Definitionen 
charakterisirt  sich  denn  die  aufgeführte  Classe  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegen- 
den Kegelschnitten  mit  demselben  Mittelpunkte  als  solche,  welche  dieselben 
Asymptoten  haben. 

Die  Asymptoten  eines  Kegelsclmittet^  können  imaginär  oder  reell  sein. 
Damach  zerfallen  dann ,  wie  wir  sogleich  sehen  werden ,  die  Kegelschnitte, 
welche  einen  Mittelpunkt  haben,  in  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Wir  ändern  nur  den  Coordinatenanfang ,  wenn  wir  in  der  Gleichung  5) 
des  K^elschnittes  die  Variabelen  um  Constanten  ändern.  Durch  diese  Aen- 
derung  vermehren  sich  die  Glieder  der  Gleichung  nur  um  lineare  Glieder, ' 
während  die  Glieder  zweiter  Ordnung  unbehelligt  bleiben  selbst  bei  beliebiger 
Verlegung  des  Coordinatenanfanges.  Wir  schliessen  daraus  in  Berücksichtigung 
des  Satzes  6) : 

10)  Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kegelschnitten  in  ihren 
(xliedern  der  zweiten  Ordnung  übereinstimmen,  so  liegen  ähn- 
liche und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  vor. 

Es  haben  also  Kegelschnitte  parallele  Asymptotenpaare,  wenn  in  ihren 
Gleichungen  die  Glieder  zweiter  Ordnung  tibereinstimmen. 

Kehren  wir  nun  zu  der  Axen- Gleichung  5)  des  Kegelschnittes  zurück,  so 
können  wir  mit  Veränderung  der  Bezeichnung  der  Coordinaten  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, wenn  die  quadratische  Gleichung  4),  von  welcher  das  Axenproblera 
d^  Kegelschnittes  abhängt,  Wurzeln  mit  gleichen  Vorzeichen  hat : 

Diese  Gleichungen  sind  die  analytischen  Ausdrücke  für  Kegelschnitte,  welche 
Ellipsen  genannt  werden.  Die  letzteren,  welche  keinen  reellen  Punkt  aufzu- 
weisen haben,  heissen  deshalb  imaginäre  Ellipsen. 

Ob  die  Gleichung  /"(iC,  y,  1)  =  0,  von  welcher  wir  ausgingen ,  einer  Ellipse 
zugehöre  oder  nicht,  erfahren  wir  aus  der  Gleichung  4).  Das  von  A  unabhängige 
Glied  in  ihr,  welches  das  Product  der  Wurzeln  ausdrückt,  muss  positiv  sein  im 
Falle  der  Ellipse  Es  ist  demnach  «oo^ii  ~  0^1^  =  po5.  das  Kriterium  für  die 
Ellipse /•(ai,y,l)  =  Ü. 
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Es  kann  aber  auch  in  der  Axeogleichung  5)  des  Kegelschnittes  x  ver- 
schwinden. In  diesem  Falle  ergiebt  sich  daraus  mit  Beibehaltung  der  gleichen 
Bezeichnung  die  Glei  chung  des  Asymptotenpaares 

sowohl  für  den  Kegelschnitt  11)  als  12).  Da  dieses  Linienpaar  imaginär  ist, 
so  kann  man  die  Ellipsen  auch  als  diejenigen  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche 
imaginäre  Asymptoten  haben. 

Den  Fall,  wenn  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  5)  verschwindet, 
brauchen  wir  hier  nicht  weiter  zu  discutiren,  erstens  weil  die  Gleichung  5) 
dann  ein  mit  einer  Coordinatenaxe  paralleles  Linienpaar  darstellen  würde,  und 
zweitens  weil,  wie  es  sich  in  dem  Folgenden  zeigen  wird,  gerade  derjenige  Fall 
vorläge,  den  wir  in  unserer  Untersuchung  ausdrücklich  ausgeschlossen  haben, 
nämlich  der  Fall ,  wenn  det  Kegelschnitt  keinen  Mittelpunkt  hat. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Falle  der  ungleichen  Vorzeichen  der 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  4).  In  diesem  Falle  können  wir,  wenn 
wir  die  Coordinatenaxen  für  gleichberechtigt  nehmen ,  nur  eine  Form  der  Ke- 
gelschnitt -  Gleichung  hervorheben : 

Es  ist  dieses  die  Gleichung  der  Hyperbel.  Das  Kriterium  für  die  Hy- 
perbel-Gleichung /'(a;,y,  1)=0  ist  demnach,  dass  das  von  A  unabhängige  Glied 
in  der  Gleichung  4)  das  negative  Vorzeichen  hat,  dass  a^f^a^^  —  a^^  =  neg. 

Wenn  man  in  der  genannten  Hyperbel  -  Gleichung  das  ganz  constante 
Glied  unterdrückt,  so  erhält  man  die  (Tleichung  der  Asymptoten  der  Hyper- 
ben4): 

«)  ■  r-f^"». 

eine  Gleichung,  welche  in  reelle  Factoren  zerlegbar  ist.  Man  kann  daher  die 
Hyperbel  auch  definiren  als  denjenigen  Kegelschnitt  mit  einem  Mittelpunkte, 
welcher  reelle  Asymptoten  hat.  Und  in  der  That,  wenn  man  in  der  Gleichung 
/"(iCj^,  1)  =  0  dem  ganz  constanten  Gliedo  einen  solchen  Werth  beilegt,  dass 
die  Gleichung  in  lineare  Factoren  zerfällt,  und  die  Bedingungen  aufstellt,  unter 
welchen  die  Factoren  imaginär  oder  reell  werden,  so  erhält  man  gerade  die 
oben  aufgestellten  Kriterien  für  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Wenn  in  der  Hyperbel -Gleichung  14)  a  =  &.wird,  so  liegt  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  vor,  die  sich  dadurch  charakterisirt ,  dass  ihre  Asympto- 
ten aufeinander  senkrecht  stehen.  Die  gleichseitige  Hyperbel  entspricht  in 
gewisser  Art  derjenigen  Ellipse ,  deren  Axen  einander  gleich  sind ,  das  ist  dem 
Kreise. 

Was  die  Form  der  behandelten  Kegelschnitte  mit  eiüem  Mittelpunkte  an- 
betrifft, so  kann  dieselbe  leicht  aus  ihren  Axengleichungen  abgenommen  wer- 
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den.   Die  £llipse  erscheint  als  eine  geschlossene  Curve,  die  Hyperbel  hat  zwei 
getrennte  Aeste,  die  in  das  Unendliche  verlaufen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Parabel -Gleichung  /*(ic,y,  1)  =  0  in  ähnlicher 
Weise  zu  discutiren.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  Darstellung  der 
Function  /*(a;,y,l)  in  1)  zurück.  Durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um 
den  Anfangspunkt  iSsst  sich  die  Function  f{Xyy)  auf  die  Fdi-m  zurückführen: 

f{x,y)  =  X,X^^X,Y\ 
während  die  linearen  Glieder  in  der  Function  f(x^y^  1)  linear  bleiben.   Da  aber 
Ay  und  Aj  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  4)  sind,  in  welcher  das  von 
l  unabhängige  Glied  «oo^ii  ~  ^V  "^  ^  wird,  so  hat  die  Gleichung  eine  Wurzel 
Ao=0.   Es  wird  demnach  /(a;,y)  =  X^Y^  und 

f{x,y,  1)  =  Ajr^  +  2(a,oa+  «ii«>)X+  2(«2o«'+a2i^')3^+«22. 
Wir  verlegen  nur  den  Anfangspunkt  des  letzten  Coordinatensystemes,  ohne 
die  Richtung  der  Coordinatenaxen  zu  ändern,  wenn  wir  für  X  und  Y  respeclive 
setzen  X+ J.  und  F+J?,  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 

16)  f{x,y,\)  =  X,{Y+By  +  2{a,,a  +  a,,h){X+Ä) 

+  2{a^^d+a^,V){Y+B)  +  a^. 

Diese  Trajisformation  wird  wieder  bewirkt  durch  die  Substitution  3) ,  mit 
dem  Unterschiede,  dass  hier  über  die  Coordinaten  A  und  B  noch  keine  Be- 
stimmung getroffen  ist 

Der  rechte  Theil  der  Gleichung  enthält  entwickelt  nur  vier  Glieder  mit  den 
Factoren  Y*,  X,  F,  und  ein  von  den  Variabelen  freies  Glied  Ihre  Coefficienten 
sind  der  Reihe  nach : 

k,B^  +  2{a^a  +  a^,V)A  +  2{a^^a!+a^,}))B  +  a^. 

Die  beiden  ersten  Coefficienten  bleiben  unberührt  von  der  Lage  des  neuen 
Coordinatenanfanges ,  dagegen  können  die  beiden  letzten  Coefficienten  durch 
geeignete  Wahl  der  Coordinaten  A  uhd  B  zum  Verschwinden  gebracht  werden. 
Setzt  man  nämlich  den  vorletzten  Coefficienten  gleich  Null,  so  ergiebt  sich  dar- 
aus der  Werth  von  B  und  hierauf  wieder  eindeutig  der  Werth  von  J.,  wenn 
man  den  letzten  Coefficienten  gleich  Null  setzt. 

Setzen  wir  die  eben  bezeichneten  Werthe  von  A  und  B  voraus ,  so  sehen 
wir,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  die  behandelte  Function  durch  die  Substi- 
tutionen 3)  transformirt  wird  in : 

17)  f{x,y,l)  =  l,Y^-2y,X, 

u 

wonach  die  Parabel  -  Gleichung ,  wenn  wir  y-=jp  setzen  und  die  Bezeichnung 

der  Coordinaten  wie  früher  ändern,  ihre  einfachste  Gestalt  erhält: 

18)  .  f-2px  =  0.  n  i 
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Die  Grösse  Py  welche  die  Natur  der  Parabel  bedingt,  beisst  Parameter. 
Die  Kegelschnitt -Gleichungen  11)  und  14)  mit  einem  Mittelpunkte  haben  zwei 
Parameter  a  und  h.  Sie  sind  die  Ausdrücke  für  die  Längen  der  Axen.  Die 
Axe  b  der  Hyperbel  wird  auch  Zwergaxe  oder  imaginäre  Axe  genannt.  Die 
geometrische  Bedeutung  des  Parameters  der  Parabel  liegt  nicht  so  nahe.  Wir 
müssen  sie  als  ein  in  der  nächstfolgenden  Vorlesung  zu  lösendes  Problem  hier 
vertagen. 

Die  Form  der  Parabel  ergiebt  sich  aus  ihrer  Gleichung  18).  Sie  besteht 
aus  einem  Aste,  der  die  y-Axe  des  Coordinatensystemes  in  dem  Anfangspunkte 
berührt  und  sich  dann  symmetrisch  um  die  x-Axe  in  das  Unendliche  erstreckt. 
Ihr  Mittelpunkt  liegt  im  Unendlichen  der  x-Axe,  Der  Anfangspunkt  des  Co- 
ordinatensystemes, auf  welches  sich  die  Gleichung  18)  bezieht,  heisst  der 
Scheitel  der  Parabel.  Er  charakterisirt  sich  dadurch,  dass  er  auf  der 
Parabel  selber  liegt ,  und  dass  die  Tangente  in  ihm  senkrecht  steht  auf  seiner 
Verbindungslinie  mit  dem  Mittelpunkte,  der  in  das  Unendliche  föllt.  Diese 
Verbindungslinie  wird  Durchmesser  der  Parabel  genannt. 


In  derselben  Weise,  als  wir  von  der  Kegelschnitt  -  Gleichung  /"(«jy,  1)  =  () 
in  Punktcoordinaten  ausgegangen  sind,  können  wir  auch  die  Gleichung  iu 
Liniencoordinaten  F(M,t;,  1)  =  0  desselben  Kegelschnittes  unserer  Entwicke- 
lung  zu  Grunde  legen.  Ganz  gleiche  Betrachtungen ,  die  wir  an  der  letzteren 
Kegelschnitt  -  Gleichung  anstellen ,  werden  theils  auf  dieselben ,  theils  auf  neue 
Thatsachen  führen. 

Durch  Verlegung  des  Coordinaten- Anfangspunktes  in  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  lässt  sich ,  wie  man  in  der  neunzehnten  Vorlesung  gesehen  hat, 
die  Gleichung  des  Kegelschnittes  auf  die  Form  zurückführen : 

F{u,v)  +  l=0, 

wenn  man  unter  F{u^v)  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  versteht.  Durch 
Drehung  des  Coordinatensystemes  um  den  Anfangspunkt  lässt  sich  die  Function 
V{Uy  v)  zurückführen  auf  die  Form : 

Ziehen  wir  mm  die  genannten  beiden  Operationen  in  eine  zusammen,  so  erhal- 
ten wir  die  Transformation: 

19)         ^('^^^)-(i-^ir-^F7(-x^-Ir  +  M 

zugleich  mit  den  Substitutionen,  welche  diese  Transformation  bewirken: 
.^,  aU  +  aV  bU+b'V 

^^  "^-i-ÄU-BV'      "^l-ÄU-BV 

Ka  bedeuten  hier  Ä  und  B  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes,  C  eine  Con- 

atante ,  auf  deren  Bedeutung  wir  nicht  näher  eingehen.    Wasudie  Grössen  A^, 
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A, ,  X  anbetrifft,  so  haben  sie  vorläufig  nur  die  Bedeutung  von  Constanten, 
welche  erst  zu  bestimmen  sind.  Es  wird  sich  aber  sogleich  zeigen,  dass  diese 
Constanten  für  den  betrachteten  Kegelschnitt  die  gleiche  Bedeutung  haben,  als 
die  mit  gleichen  Zeichen  ausgedrückten  Constanten  in  der  vorausgegangenen 
Untersuchung. 

Die  Transformation  19)  führt  die  gegebene  Kegelschnitt  -  Gleichung ; 

FKt;,l)  =  0 
auf  die  Axengleichung  zurück : 

in  welcher  die  Coordinatenaxen  die  Richtung  der  Axen  des  Kegelschnittes  an- 
geben. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  uns  davon  überzeugen  zu  können,  dass  die  Con- 
stanten Aq  ,  A^ ,  X  in  dieser  Gleichung  des  Kegelschnittes  dieselbe  Bedeutung 
der  gleichbezeichneten  Constanten  in  der  Gleichung  5)  ebendesselben  Kegel- 
schnittes haben.  Wir  brauchen  nur  die  Gfeichungen  5)  und  21)  homogen  zu 
machen ,  um  zu  sehen ,  dass  der  linke  Theil  der  einen  Gleichung  die  reciproke 
Function  des  linken  Theiles  der  anderen  Gleichung  ist. 

Die  Veränderung  von  x  hat  uns  in  dem  ersten  Theile  imserer  Vorlesung 
auf  einen  höchst  merkwürdigen  Kegelschnitt  g)  =  0  geführt ,  dessen  charak- 
teristische Eigenschaft  ist,  dass  je  zwei  Punkte  harmonische  Pole  zu  ihm  sind, 
wenn  einer  von  ihnen  im  Unendlichen  liegt.  Die  Veränderung  von  x  in  unse- 
rer Gleichung  21)  würde  nichts  Neues  bieten.  Indem  wir  aber  an  der  charak- 
teristischen Eigenschaft  des  genannten  Kegelschnittes  9>c=0  festhalten,  erhebt 
sich  die  analoge  Frage ,  ob  wohl  ein  Kegelschnitt  existirt ,  dessen  harmonische 
Polaren  immer  aufeinander  senkrecht  stehen.  Eine  andere  charakteristi^he 
Eigenschaft  des  Kegelschnittes  ^=0  war,  dass  seine  Gleichung  in  jedem  recht- 
winkligen Coordinatensysteme  dieselbe  blieb.  Daran  schliesst  sich  nun  die  wei- 
tere Frage,  ob  ein  Kegelschnitt  existirt,  dessen  Gleichung  in  Liniencoordinaten 
für  jedes  rechtwinklige  Coordinatensystem  ungeändert  bleibt. 

Wenn  sich  nun  beide  Fragen  bejahend  beantworten  lassen ,  also  zwei  Ke- 
gelschnitte gefunden  werden  können ,  von  welchen  der  eine  der  einen ,  der  an 
dere  der  anderen  Bedingung  •genügt,  so  drängt  sich  die  weitere  Frage  auf,  ob 
die  beiden  Kegelschnitte  von  einander  verschieden  sind.  Diese  Fragen  sollen  in 
dem  Folgenden  beantwortet  werden. 

Es  existirt  in  der  That,  wenn  wir  setzen: 

O  (u,  t?, «?)  =  M^  +  t;^ 
ein  Kegelschnitt  0{w,  v^w)  =  0,  dessen  Gleichimg  für  jedes  rechtwinklige  Co- 
ordinatensystem ungeändert  bleibt     Er  stellt  ein  imaginäres  Punktepaar  im 
Unendlichen  dar. 

Zwei  durch  ihre  Coordinaten  gegebene  gerade  Linien  0  und  1  sind  har- 
monische Polaren  zu  ihm,  wenn  O^,  =0,  das  ist,  wenn  wi^,«.,  + 1;^^!  =  0.  Die- 
ses ist  aber  die  Bedingung,  dass  die  harmonischen  Polaren  aufeinander  senk^ 
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recht  stehen.  Da  diese  Bedingung  immer  erfüllt  wird,  wenn  zwei  gegebene 
gerade  Linien  0  und  1  aufeinander  senkrecht  stehen,  so  hat  der  Kegelschnitt 
beide ,  oben  hervorgehobene  Eigenschaften.  Seine  Gleichung  ändert  sich  nicht 
von  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  zu  einem  anderen ,  und  je  zwei 
aufeinander  senkrecht  stehende  gerade  Linien  sind  harmonische  Polaren  zu  ihm. 
Nachdem  wir  nun  einen  in  seiner  Art  ausgezeichneten  Regelschnitt 
O(u,v,to)  =  0  kennen  gelernt  haben  mit  Eigenschaften,  welche  ganz  analog 
sind  den  Eigenschaften  des  in  dem  ersten  Theile  unserer  Vorlesung  aufgeführ- 
ten Kegelschnittes  9>(aP,y,^)  =  0,  so  bleibt  noch  übrig,  ihn  in  ähnlicher  Weise 
zu  verwerthen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  Gleichung  der  Kegelschnitte 
auf,  die  mit  den  beregten  beiden  Kegelschnitten  dieselben  Tangenten  haben: 

22)  F(u,v,w)  -XO(u,v,w)  =  0. 

Da  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Kegelschnitte  nichts  Anderes 
sind,  als  die  von  den  beiden  im  Unendlichen  liegenden  imaginären  Punkten 
0=0  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten,  so  werden  diesel- 
ben imaginäre  gerade  Linien.  Vdn  ihnen  ausgehend  die  vorliegende  Classe 
von  Kegelschnitten  geometrisch  zu  definiren,  ist  daher  nicht  zulässig;  wir  müs- 
sen vielmehr  eine  reelle  charakteristische  Eigenschaft  der  Definition  zum  Grunde 
legen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  zwei  gerade  Linien  0  und  1,  so  werden  sie 
harmonische  Polaren  des  Kegelschnittes  22)  sein  unter  der  Bedingung : 

23)  F,,-KO,,  =  0. 

Das  erste  Glied  der  Gleichung  verschwindet,  wenn  die  genannten  Linien 
harmonische  Polaren  des  gegebenen  Kegelschnittes  sind ;  das  andere  Glied  ver- 
schwindet, wenn  jene  Linien  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es  ist  daher  jede8 
Polarenpaar  des  gegebenen  Kegelschnittes  ein  Polarenpaar  der  ganzen  Classe 
von  Kegelschnitten  22) ,  wenn  die  Polaren  des  gegebenen  Kegelschnittes  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Solche  Kegelschnitte  führen  den  Namen  der  c  o  n  - 
focalen  Kegelschnitte  wegen  der  Eigenschaft  ihrer  Brennpunkte ,  wovon 
in  der  nächsten  Vorlesung  die  Rede  sein  wird.  Hier  definiren  wir  die  Kegel- 
schnitte 22)  als  die  Classe  von  Kegelschnitten ,  für  welche  jedes  Paar  Polaren, 
welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  ein  Polarenpaar  ist  für  die  ganze  Clause, 
wenn  dasselbe  ein  Polarenpaar  ist  für  einen  Kegelschnitt  aus  der  Classe. 

Aus  dieser  Definition  folgt  nun  unmittelbar  der  Satz ,  welcher  dem  Satze 
9)  entspricht: 

24)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  an  confocale 
Kegelschnitte  Tangentenpaare  legt,  so  werden  die  Winkel, 
welche  ein  jedes  Tangentenpaar  bildet,  von  einem  und  dem- 
selben Linienpaare  halbirt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  brauchen  wir  uns  nur  daran  zu  erinnern ,  dass 
das  Linienpaar,  welches  die  Winkel  des  Tangentenpaares  eines  Kegelschnittes 
halbirt,  harmonisch  ist  zu  dem  Tangentenpaare  und  darum  ein  senkrechtes 
Polarenpaar. 
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Wenn  man  den  beliebigen  Punkt  in  den  Schnittpunkt  zweier  cpnfocalen 
Kegelschnitte  verlegt ,  so  fallen  die  Tangentenpaare  zusammen ,  das  erste  mit 
der  Tangente  des  ersten  Kegelschnittes ,  das  zweite  mit  der  Tangente  des  an- 
deren Kegelschnittes.  Daraus  folgt  der  specielle  Satz : 
25)     Confocale  Kegelschnitte   schneiden  einander  senkrecht. 

Das  will  sagen,  dass  die  Tangenten  in  dem  Schnittpunkte  aufeinander 
senkrecht  stehen. 

um  noch  auf  eine  andere,  nicht  charakteristische  Eigenschaft  der  confoca- 
len  Kegelschnitte  aufmerksam  zu  machen ,  bemerken  wir,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  22)  confocaler  Kegelschnitte,  wenn  man  w  =  l  setzt,  durch  die  Sub- 
stitution 20)  übergeht  in: 

(JJ2      72       II 

woraus  wir  schliesseu,  dass  confocale  Kegelschnitte  denselben  Mittelpunkt  und 
dieselbe  Richtimg  der  Axen  haben. 

Gehen  wir  schliesslich  auf  die  Axen  -  Gleichung  21)  des  Kegelschnittes  zu- 
rück, so  lassen  sich  mit  Veränderung  der  Variabelen  zwei  Fälle: 

27)  ahi^  +  h^v^-  1  =  0, 

28)  ^a^u^  +  hH^+l=0 

der  reellen  und  imaginären  Ellipse  unterscheiden  und  der  Fall  der  Hyperbel : 

29)  ö2^2-&V-l  =  0. 

Es  sind  dieses  Gleichungen ,  welche  unmittelbar  durch  Uebertragung  von 
Punktcoordinaten  in  Liniencoordinaten  aus  den  Gleichungen  11),  12),  14)  her- 
vorgehen.   Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  1 8) : 

2 

30)  v^ «  =  0, 

die  Gleichung  der  Parabel  in  ihrer  einfachsten  Gestalt,  ausgedrückt  durch 
Liniencoordinaten. 

Es  lag  dieser  Vorlesung  vornehmlich  die  Absicht  zum  Grunde,  die  Duali- 
tät zw^ischen  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  mit  demselben 
Mittelpunkte  und  den  confocaJen  Kegelschnitten  nicht  allein  zur  Anschauung 
zu  bringen,  sondern  auch  eine  organische  Verbindung  zwischen  den  genannten 
beiden  Classen  herzustellen.  Wir  wollen  uns  aber  nicht  verhehlen,  dass  das 
aufgeführte  Band  nur  ein  erkünsteltes  ist,  wie  es  die  synthetische  Geometrie 
zur  Erforschung  ihrer  Wahrheiten  nicht  selten  gebraucht.  Wir  mussten  De- 
finitionen verschiedener  Art  vorausgehen  lassen,  um  eine  Einsicht  in  jene 
Dualität  wahrnehmbar  zu  machen,  wir  mussten  unsere  Zuflucht  nehmen  zu 
dem  Unendlichen ,  sogar  zu  der  im  Unsichtbaren  wirkenden  Macht  des  Imagi- 
nären. Und  dennoch  Hess  sich  die  sich  von  selbst  erhebende  Frage ,  „welche 
Punkte  der  confocalen  Kegelschnitte  den  Asymptoten  der  ersten  Classe  von 
Kegelschnitten   entsprechen",   nicht  beantworten.     Es  sind  dieses  die^renn-  , 
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punkte,  von  welchen  in  der  nächsten  Vorlesung  die  Bede  sein  wird.  Die  natür- 
lichste Verbindung  zwischen  Asymptoten  und  Brennpunkten  ohne  Hilfe  des 
Imaginären  muss  man  nicht  in  der  £bene ,  sondern  auf  der  Kugeloberfläche 
suchen,  wovon  am  Ende  der  vierten  Vorlesung  meiner  Rauingeometrie  eine 
kurze  Andeutung  gegeben  ist. 


Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 
Construetion  der  Kegelsehnltte  yon  Ihren  Brennpunkten  aus. 

Die  gerade  Linie  ist  in  der  zweiten  Vorlesung  als  der  geometrische  Ort 
eines  variabelen  Punktes  definirt  worden,  dessen  Abstände  von  zwei  festen 
Punkten  einander  gleich  sind.  Wenn  wir  die  von  dem  variabelen  Punkte  nach 
den  beiden  festen  Punkten  gezogenen  geraden  Linien  der  Kürze  wegen  Radien 
vectoren  nennen  und  die  festen  Punkte  mit  dem  Namen  der  Brennpunkte  be- 
zeichnen, weil  jeder  von  dem  einen  Brennpunkte  durch  die  gerade  Linie  reflec- 
tirte  Strahl  wie  von  dem  andern  Brennpunkte  auFgegangen  erscheint ,  so  kön- 
nen wir  auch  sagen,  dass  der  variabele  Punkt  der  geraden  Linie  die  charak- 
teristische Eigenschaft  habe ,  dass  die  Differenz  der  von  ihm  nach  den  Brenn- 
punkten geführten  Radienvectoren  gleich  Null  sei.  Daran  schliesst  sich  nun 
die  Frage ,  welches  der  geometrische  Ort  eines  variabelen  Punktes  sein  werde, 
wenn  die  Differenz  oder  die  Summe  der  Radienvectoren  nicht  Null,  sondern 
eine  gegebene  Grösse  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  x^^  3/5,  z^^  und  o:,,  y^  z^  die  Coordinaten  der  gegebenen 
Brennpunkte  0  und  1  und  mit  B^^  und  B^  die  Quadrate  der  von  dem  variabelen 
Punkte  x^y  nach  den  Brennpunkten  gezogenen  Radienvectoren,  so  haben  wir 

Soll  nun  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Radienvectoren  eine  gegebene 
Grösse  2a  sein,  so  wird  die  Gleichung: 

2)  y^o  +  v^i^'^'^ 

der  analytische  Ausdruck  für  die  gesuchte  Curve.    Durch  Quadrirung  beider 
Theile  der  Gleichung  erhalten  wir : 

und  wenn  wir  abermals  beide  Theile  der  Gleichung  quadriren,  so  wird: 
3)  l6a'^8a^{B,+B,)  +  {B,--B,Y==0 

die  von  dem  Irrationalen  befreite  Gleichung  der  Curve. 

Diese  Gleichung  ist  in  Rücksicht  auf  die  variabelen  Coordinaten  von  der 
zweiten  Ordnung,  weil  {B^y— B^)  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Wir  können 
demnach  sagen,  dass  ein  variabeler  Punkt  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  wenn 
entweder  die  Summe  oder  die  Differenz  seiner  nach  den  Brennpunkten  geführ- 
ten Radienvectoren  eine  gegebene  Grösse  ist. 
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Wenn  wir  der  begonnenen  Untersuchung,  in  welcher  sich  ein  Unterschied 
zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  entsprechend  der  Summe  und  der  Differenz  der 
Radienvectoren  bemerkbar  machen  wird ,  voraneilen,  so  mag  es  auffallen ,  dass 
dieselbe  Gleichung  3)  bestimmt  sein  soll ,  sowohl  eine  Ellipse ,  als  eine  Hyper- 
bel darzustellen.  Diesen  scheinbaren  Widerspruch  wollen  wir  gleich  damit  be- 
seitigen, dass  wir  auf  die  allgemeine  Gleichimg  5)  in  der  vorhergehenden  Vor- 
lesung der  Kegelschnitte  mit  einem  Mittelpunkte  aufmerksam  machen ,  welche 
je  nach  den  Umständen  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ausdrückt.  In  gleicher 
Weise  werden  wir  in  der  vorliegenden  Untersuchung  einen  Unterschied  zu 
machen  haben,  ob  die  gegebene  Grösse  2  a,  über  welche  wir  nach  Belieben  ver- 
fügen können,  grösser  oder  kleiner  ist  als  der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte 
von  einander;  denn  dieser  Unterschied  wird  sich  als  die  Bedingung  herausstel- 
len, ob  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  vorliegt. 

Um  unsere  Untersuchung  zu  vereinfachen  und  die  Kegelschnitt-Gleichung 
gleich  auf  die  Axen  bezogen  zu  haben ,  verlegen  wir  die  Brennpunkte  in  die 
a;-Axe  zu  beiden  Seiten  der  y-Axe  in  der  Entfernung  c.   Alsdann  wird 

«0=-^     ^0  =  0,     Xi  =  +  e,     yi  =  0, 
und  aus  1)  wird 

^'  B,  =  (x-ey  +  !,K 

Setzen  wir  nun  die  Werthe  von 

in  die  Gleichung  3)  ein ,  so  geht  die  genannte  Gleichung  über  in 

5)  ci?{a^-e^  +  aV  -  «^  («^-^  =  0. 

In  dem  ersten  Falle ,  wenn  die  Summe  der  Radienvectoren  gleich  2  a  sein 
soll ,  müssen  wir,  um  eine  reelle  Curve  zu  erhalten ,  annehmen ,  dass  a  ^  e. 
Setzen  wir  nun  a^— -e*=&*,  so  geht  die  Gleichung  5)  über  in: 

6)  ^4-??^-.  1=0 

Der  gesuchte  Ort  des  variabelen  Punktes  ist  also  eine  Ellipse. 

In  dem  andern  Falle,  wenn  die  Differenz  der  Radienvectoren  gleich  2a 
sein  soll ,  muss  unter  der  Bedingung  einer  reellen  Curve  angenommen  werden, 
dass  e*  —  a*  =  &*  eine  positive  Grösse  ist.  Alsdann  geht  die  Gleichung  5) 
über  in 

die  Gleichung  einer  Hyperbel. 

Um  beide  Fälle  aber  unter  demselben  Gesichtspunkte  zusammen  zu  fassen, 
bleiben  wir  bei  der  Gleichung  5).   Wenn  wir  die  Gleichung  5)  des  gesuchten 
Kegelschnittes  durch  Liniencoordinaten  ausdrücken,  so  finden  wir: 
8)  (uV  +  l)  +  (a2-e«)(««+«*)  =  0, 
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eine  Gleichung,  welche  zusammengesetzt  ist  aus  den  beiden  Gleichungen: 
tt2c2-l=0  und  u^  +  v*  =  0. 

Die  erste  Gleichung  ist  die  der  Brennpunkte ,  die  andere  Gleichung  stellt 
das  im  unendlichen  gelegene  imaginäre  Punktepaar  dar,  dessen  Eigenschaften 
wir  in  der  vorausgegangenen  Vorlesung  dargelegt  haben. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  8)  die  Grösse  a  variiren  lassen ,  so  ist  diese 
Gleichung  auf  Grund  der  vorhergehenden  Vorlesung  der  analytische  Ausdruck 
von  confocalen  Kegelschnitten.  Da  diese  Gleichung  fi\r  a-^e  das  Brennpunkte- 
paar darstellt,  so  ist  das  Brennpnnktepaar  confocal  mit  dem  Kegelschnitte  8), 
und  der  Satz  24)  der  vorhergehenden  Vorlesung  kann  in  dem  vorliegenden 
Falle  so  ausgesprochen  werden: 

9)  Die  Winkel,  welche  das  von  einem  beliebigen  Punkte 
an  einen  Kegelschnitt  gelegte  Tangentenpaar  bildet,  und  die 
Winkel,  welche  die  von  demselben  Punkte  nach  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnittes  geführten  Badienvectoren  bilden, 
werden  von 'demselben  Linienpaare  halbirt. 

Wird  der  beliebige  Punkt  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  selber,  so  lässt 
sich  der  Satz  so  ausdrücken : 

10)  Die  von  einem  beliebigen  Punkte  eines  Kegelschnittes 
nach  seinen  Brennpunkten  gezogenen  Badienvectoren  bilden 
gleiche  Winkel  mit  der  Tangente  in  dem  Punkte. 

Dieser  Satz  ist  die  Veranlassung  der  Benennung  der  Brennpunkt«  ge- 
wesen ;  denn  jeder  Strahl ,  der  von  einem  Brennpunkte  in  der  Richtung  des 
Badiusvector  ausgeht,  wird  von  dem  Kegelschnitte  in  der  Richtung  des  andern 
Radiusvector  reflectirt. 

Die  Gleichung  des  Brennpunktepaares  des  gegebenen  Kegelschnittes  8) 
erhielten  wir,  indem  wir  das  Punktepaar  suchten,  welches  confocal  ist  mit  dem 
Kegelschnitte.  Es  giebt  aber  noch  zwei  Punktepaare,  welche  ebenfalls  mit  dem 
gegebenen  Kegelschnitte  confocal  sind.  Ihre  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn 
wir  entweder  a  =  0  oder  a  =  oo  setzen : 

i;2e»-fl=0,     t*2+i;«==0. 

Was  das  erste  Punktepaar  anbetrifft,  so  ist  ersichtlich,  dass  dasselbe  auf 
der  zweiten  Axe  des  Kegelschnittes  liegt  in  der  imaginären  Entfernung  ei  und 
—  ei  von  dem  Mittelpunkte.  Es  ist  selbst  imaginär,  aber  vollständig  bestimmt 
durch  das  reelle  Brennpunktepaar.  Das  letzte  Punktepaar  ist  ebenfalls  ima- 
ginär, liegt  in  dem  Unendlichen  und  ist  für  jeden  KegelschnitT;  das  gleiche. 
Auch  diese  beiden  imaginären  Punktepaare  werden  Brennpunkte  des  Kegel- 
schnittes genannt  wegen  gleicher  anal3rtischer  Eigenschaften  als  die  reellen 
Brennpunkte. 

Aus  der  geführten  Untersuchung  ergiebt  sich  nun  folgende,  im  prak- 
tischen Leben  gebräuchliche  Construction  der  Ellipse  6). 

Der  eine  Endpunkt  eines  unausdehnbaren  Fadens  von  der  Länge  2  a  sei 
mit  dem  einen  Brennpunkte  e  fest  verbunden ,  sowie  der  andere  Endpunkt  mit 
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dem  zweiten  Brennpunkte  t.    Wenn  man  alsdann  einen  Stift  so  bewegt,  dasB 
er  den  Faden  fortwährend  spannt,  so  beschreibt  er  die  Ellipse. 

Um  in  einem  gegebenen  Punkte  j? 
der  Ellipse  die  Tangente  zu  construi- 
jen,  verlängern  wir  den  Radin  svector  r 
um  den  andern  Radiusvector  /  bis  q, 
Halbiren  wir  alsdann  die  gerade  Linie 
/g  in  Sy  so  wird  sp  die  Tangente  sein, 
das  ist  eine  gerade  Linie ,  welche  mit 
der  Ellipse  nur  den  Punkt  p  gemein 
hat  Denn  wenn  noch  ein  zweiter 
Fnnkt  p  der  geraden  Linie  sp  und 
der  Ellipse  gemeinsam  wäre ,  so  würde  die  Summe  der  Radienvectoren  ^  und 
p'  gleich  der  Summe  der  Radienvectoren  r  und  r  des  Punktes  i>  sein.  Da  nun 
pe=^pq  =  il>\  so  läge  ein  Dreieck  gcjp' vor,  in  welchem  die  Summe  zweier 
Seiten  q  und  q  gleich  der  dritten  Seite  {r-^-r)  isi 

Aus  dieser  Construction  der  Tangente  ergiebt  sich  ebenfalls  der  Satz  10). 
Denn  wie  die  Figur  zeigt,  bilden  die  von  dem  Punkte^  ausgehenden  Radien- 
vectoren r  und  r  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente  i^  5.* 

Um  die  Hyperbel  7)  mechanisch  zu  construiren,  denken  wir  uns  ein 
von  dem  Brennpunkte  e  ausgehendes  Lineal  von  beliebiger,  aber  gegebe- 
ner Länge  l.  Ein  unausdehnbarer  Faden  von  der  Länge  (2a +  0  ^ange 
in  dem  andern  Brennpunkte  e  an  und  ende  in  der  Spitze  des  Lineales.  Wenn 
unter  diesen  umständen  ein  Stift  fortwährend  den  Faden  in  dem  variabelen 
Punkte  f  spannt,  ohne  das  Lineal  zu  verlassen,  so  beschreibt  derselbe  einen 
Zweig  der  Hyperbel.  Denn  die  Differenz  der  von  dem  Punkte  p  nach  den 
Brennpunkten  e  und  c  gerichteten  Radienvectoren  ist  immer  gleich  2  a.  Durch 
Verwechselung  der  Brennpunkte  wird  sich  auch  der  andere  Zweig  der  Hyper- 
bel beschreiben  lassen. 

Die  Tangente  der  Hyperbel  7)  in  dem  Punkte  p  lässt  sich  in  folgender 
Weise  construiren.    Man  trage  auf  dem  von  dem  Punkte  p  nach  dem  Brenn- 


*  Die  Optik  macht  Gebrauch  von  den  Entfernungen  ae  =  i2  und  a6'=2J'  der 
Brennpunkte  von  dem  Scheitel  a  der  Ellipse.    Da  diese  Entfernungen  sind: 

B  =  a  —  e  und  lJ'=a-f^, 
so  hat  man: 

2a 


1^  1  - 


6« 


Erinnert  man  sich  nun  aus  der  Differentialrechnung,  daas  —  —  P  der  Erüm- 

a 

mungsradius  der  Ellipse  ist  in  ihrem  Scheitel  a,  so  hat  man  die  in  der  Optik  ge- 
bräuchliche Formel  für  sphärische  Brennspiegel ,  welche  die  elliptischen  annähernd 
ersetzen : 
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Pig^  2.  punkte  e  gerichteten  Radiusvector  r 

den  anderen  Badiusvector  r  bis  q  auf 

V  und  halbire  die  gerade  Linie  qexias. 

\  /^A  Alsdann  wird  die  gerade  Linie  5jp  die 

y/ 'A  Tangente  sein.  Denn  wfire  dieser  ffe- 

,    y'  /    ;/'  \  1-aden  Linie  und  der  Hyperbel  noch 

\  P   '    /P   /  '  f 

\  ^^^    /  ^^^fP   lo         ein  anderer  Punkt  p  gemeinsam,  so 


'j^A 


-^ 


I 


hätte  das  Dreieck  geV,  weil 

'^^^^f-tV  (»  =  2e  +  p 

"*         ^7\         €  ist,  eine  Seite  |?'e  =  p',  welche  gleich 

\  seih  müsste  der  Summe  der  beiden 

\  anderen  Seiten  26  und  p. 

Diese  Construction  beweiset  zu- 


\ 


\  gleich  den  Satz  10),   dass  die  von 


/ 


\ 


/ 


einem  Punkte  der  Hyperbel  nach  den 
/  '        Brennpunkten  gerichteten  Strahlen 


mit   der  Tangente   gleiche  Winkel 
bilden.* 
Es  war  nothwendig ,  den  Begriff  der  confocalen  Kegelschnitte  ^  abgesehen 
von  den  eben  entwickelten  Eigenschaften  ihrer  Brennpunkte ,  so  allgemein  zu 
fassen,  wie  er  in  dem  zweiten  Theile  der  vorangegangenen  Vorlesung  dargelegt 
worden  ist,   wenn  man  nicht  den  Grenzfall  von  Ellipse  und  Hyperbel  aus- 
schliessen  wollte ,  die  Parabel ,  von  der  jetzt  gehandelt  werden  soll. 
Wenn  eine  Parabel -Gleichung: 
11)  y«~2i?Ä;  =  0 

vorliegt  oder,  in  Liniencoordinaten  ausgedrückt : 

so  ist  die  Gleichung: 

13)  «;2  -  lu  -  A  (i*«+t;2)  =0 


*  Entnehmen  wir  aus  der  Differentialrechnung  die  Grösse  des  Kriimmungs- 

radius  der  Hyperbel  in  ihrem  Scheitel  u^  F  ^^^—^  und  bezeichnen  die  Abstände  der 

Brennpunkte  von  dem  Scheitel  mit  ae  =  B  und  a«'=— Ä',  weil  letzterer  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  gerichtet  ist,  so  haben  wir  R  =  e  —  a  und  —  i2'=:e  +  a,  und 
daraus  folgt  wieder  wie  oben: 

Diese  sowohl  für  die  Ellipse,  als  für  die  Hyperbel  geltende  Formel  dient  in 
der  Physik  als  Beweis,  dass  der  sphärische  ßrennspiegel ,  wenn  es  sich  nur  um 
Strahlen  handelt,  welche  sich  von  der  Axe  des  Spiegels  nicht  sehr  weit  entfernen, 
geeignet  ist,  ebensowohl  ak  elliptischer,  wie  als  hyperbolischer  Spiegel  zu  dienen. 
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die  Gleichung  aller  mit  der  gegebenen  Parabel  11)  confocalen  Kegelschnitte. 
Diese  Kegelschnitte  sind ,  weil  das  von  den  Variabelen  unabhängige  Glied  in 
der  Gleichung  fehlt,  wieder  Pambeln,  und  wir  können  sagen:  „eine  Parabel 
kann  nur  confocal  sein  wieder  mit  einer  Parabel". 

ünt«r  den  confocalen  Parabeln  13)  befinden  sich  zwei  Brennpunktepaare 
entsprechend  den  Werthen  A  =  1  und  A  =  oo.  Das  letztere  ist  wieder  das  im 
Unendlichen  gelegene  imaginSre  Punktepaar,  das  erste  wird  durch  die  Gleich- 
ung ausgedrückt: 

«(«+|)=0. 

Aus  dieser  Gleichung  entnehmen  wir  nun,  dass  beide  Brennpunkte,  auf 
dem  Durchmesser  der  Parabel  liegen ,  der  eine  im  Unendlichen ,  der  andere  in 

dem  Abstände  ^  von  dem  Scheitel  der  Parabel.  Es  werden  demnach  alle  Pa- 
rabeln confocal  sein ,  wenn  ihre  im  Endlichen  gelegenen  Brennpunkte  zusam- 
menfallen und  ihre  Durchmesser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 
Da  die  vorliegende  Gattung  von  confocalen  Kegelschnitten  in  den  allgemei- 
nen Sätzen  24)  und  25)  der  vorhergehenden  Vorlesung  nicht  ausgeschlossen 
wurde ,  so  können  wir  sagen : 

14)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  an  eine  Parabel 
ein  Tangentenpaar  legt  und  ein  Strahlenpaar  durch  die  Brenn- 
punkte, so  bildet  ein  jedes  Paar  Winkel,  welche  von  einem  und 
demselben  Linienpaare  halbirt  werden. 

Bückt  der  beliebige  Punkt  in  die  Parabel  selber,  so  können  wir  dem  Satze 
folgenden  Ausdruck  geben : 

15)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Parabel  zwei 
Strahlen  ausgehen  lässt,  den  einen  parallel  dem  Durchmesser, 
den  anderen  in  der  Bichtung  des  Brennpunktes,  so  bilden  die 
beiden  Strahlen  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente  in  dem 
Punkte. 

Es  werden  also  alle  von  dem  Brennpunkte  ausgehenden  Strahlen  von  der 
Parabel  in  der  Bichtung  des  Durchmessers  reflectirt,  wie  umgekehrt  alle  Strah- 
len ,  welche  parallel  dem  Durchmesser  die  Parabel  treffen ,  in  der  Bichtung  des 
Brennpunktes  reflectirt  werden. 

Um  die  Parabel  1 1)  zu  construiren,  fixiren  wir  e^ne  auf  dem  Durchmesser 
senkrecht  stehende  gerade  Linie  Z,  welche  in  entgegengesetzter  Bichtung  den 

gleichen  Abstand  ^  von  dem  Scheitel  a  der  Parabel  hat,  als  der  Brennpunkt  e. 

Die  Parabel  ergiebt  sich  dann  als  der  geometi-ische  Ort  eines  variabelen  Punk- 
tes py  der  ebenso  weit  absteht  von  dem  Brennpunkte  c,  als  von  der  fixirten  ge- 
raden Linie  l.  Denn  bezeichnen  wir  mit  x  und  y  die  Coordinaten  des  variabelen 

P 
Punktes  p  und  mit  r  den  gleichen  Abstand ,   so  haben  wir  r  =  ^  +  ^   ^^^ 
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r^=  (-^^ —  xj  +  y^,  woraus  durch  Eliminatiou  von  r  die  Gleichung  11)  der 
Parabel  hervorgeht.* 


Fig.  8. 


^  Wenn  man  den  Mittelpunkt  5 
der  geraden  Linie  eq  verbindet  mit 
dem  Punkte  jp,  so  wird  die  Ver- 
bindungslinie die  Tangente  in  dem 
letzteren  Punkte.  Denn  wenn  die- 
selbe die  Parabel  in  einem  anderen 
Punkte  p'  träfe ,  so  müssten  die  drei 
geraden  Linien  e  einander  gleich  sein. 
Auch  aus  dieser  Construction  der 
Tangente  ergiebt  sich  der  Satz  15). 

Nachdem  wir  nim  Mittel  an- 
gegeben haben,  sämmtliche  Kegel- 
schnitte von  ihren  Brennpunkten  ans 
zu  construiren,  so  bleibt  noch  übrig, 
die  confocalen  Kegelschnitte  durch 
ihre  Punktgleichungen  mit  einem  will- 
kürlichen Parameter  A  auszudrücken. 
Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  Gleichung  8)  der  confocalen  Kegel- 
schnitte mit  dem  willküi-lichen  Parameter  a*  zurück.  Setzen  wir  a^  +  l  statt 
a\  so  stellt  jene  Gleichung  alle  mit  dem  Kegelschnitte  8)  confocalen  Kegel- 
schnitte dar.  Da  nun  die  Gleichung  5)  denselben  Kegelschnitt  8)  darstellt,  wie 
auch  die  Gleichung  6),  so  haben  wir  die  Gleichung  sfimmtlicher,  mit  der  Ellipse 
6)  confocalen  Kegelschnitte : 


16) 


-1  =  0. 


a^  +  l  ^  6^+A 

Für  die  Hyperbel  braucht  man  keine  besondere  Untersuchung  anzustellen^ 
weil  die  angegebene  Gleichung  schon  die  confocalen  Hyperbeln  imifasst,  welche 
den  Werthen  von  k  entsprechen,  welche  zwischen  —  b^  und  —  a*  liegen. 

Um  eine  Einsicht  in  die  Natur  dieser  confocalen  Kegelschnitte  zu  ge- 
winnen, wollen  wir  den  Parameter  k  von  A  =  oo  bis  A=— &*  abnehmen  lassen 


*  Die  in  der  vorangegangenen  Anmerkuog  aufgeführte  Formel  der  Optik  gilt 
auch  hier.  Denn  da  der  KrSmmimgsradius  P  der  Parabel  II)  in  ihrem  Scheitel  a 
ist  P=Py  die  Entfernung  JJ'  des  einen  Brennpunktes  von  dem  Scheitel  unendlich 

gross,  dagegen  die  Entfernung  des  anderen  Brennpunktes  gleich  ^  wird,  so  haben  wir: 

R~P 

Will  man  daher  den  parabolischen  Spiegel  annähernd  ersetzen  durch  einen 
sphärischen,  so  hat  man  den  Halbirungspunkt  des  Radius  des  Spiegels  für  den 
Brennpunkt  zu  nehmen. 
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und  alle  Zwischenstadien  in  Anrechnung  bringen  Von  der  ersten  bis  zur  letz- 
ten Grenze  sind  die  Kegelschnitte  Ellipsen.  Sie  fangen  an  mit  unendlich  grossen 
Axen,  die  allmälig  kleiner  werden,  und  enden  mit  einer  Ellipse,  deren  kleinste 
Axe  verschwindet  und  die  mit  der  geraden  Linie  zusammenfällt,  welche  die 
Brennpunkte  verbindet.   In  ihrer  Gesammtheit  erfüllen  sie  die  ganze  Ebene. 

Lassen  wir  A  weiter  abnehmen  von  A  =  —  6*  bis  A  =  —  a^,  so  liegen 
Hyperbeln  vor;  in  dem  ersten  Grenzfalle  eine  Hyperbel,  deren  Zweige  mit  den- 
^jenigen  beiden  geraden  Linien  zusammenfallen ,  welche  von  den  Brennpunkten 
in  entgegengesetzterEichtung  des  gemeinsamen  Mittelpunktes  der  Kegelschnitte 
in  das  Unendliche  verlaufen.  In  der  letzten  Grenze  artet  die  Hyperbel  in  ein 
Linienpaar  aus ,  welches  mit  der  den  confocalen  Hyperbeln  gemeinsamen  Rich- 
tung der  imaginären  Axen  zusammenfällt.  Auch  die  confocalen  Hyperbeln  er- 
füllen die  ganze  Ebene,  so,  dass  wir  sagen  können ,  dass  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  sowohl  eine  confocale  Ellipse  als  Hyperbel  geht.  Die  folgende  Be- 
trachtung wird  ganz  dasselbe  algebraisch  einleuchtender  darstellen. 

Wenn  wir  unter  x  und  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  p  ver- 
stehen, so  wird  die  nur  anders  geschriebene  Gleichung  16): 

17)  a?2(a2+A)  +s/2(6H  A)  -  (a«+A)(62+ A)=0 

die  Bedingung  sein ,  dass  der  Kegelschnitt  16)  durch  den  Punkt  p  geht.  Da 
diese  Gleichung  in  A  quadratisch  ist,  so  folgt  daraus,  jdass  durch  einen  gegebenen 
Punkt  in  der  Ebene  nur  zwei  confocale  Kegelschnitte  gelegt  werden  können, 
denn  die  eine  Wurzel  A  wird  dem  einen ,  die  andere  dem  anderen ,  durch  den 
Punkt  1?  gelegten  Kegelschnitt  16)  entsprechen.  Wie  es  sich  sogleich  zeigen 
wird,  iSsst  sich  sowohl  die  eine,  als  die  andere  Wurzel  der  quadratischen  Gleich- 
ung 17)  begrenzen  dadurch,  dass  man  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  p 
Werthe  angeben  kann ,  zwischen  welchen  jede  der  beiden  Wurzeln  zu  suchen 
ist-  Diese  Grenzen  sind  eben  die  oben  angegebenen  fllr  Ellipsen  und  Hyperbeln. 
Setzen  wir  das  noch  zu  Beweisende  voraus,  so  können  wir  sagen : 

18)  In  jedem  Punkte  in  der  Ebene  schneiden  sich  zwei  mit 
einem  gegebenen  Kegelschnitte  confocale  Kegelschnitte,  von 
welchen  der  eine  eine  Ellipse,  der  andere  eine  Hyperbel  ist. 

Da  in  diesem  Satze  alle  reellen  Punkte  der  Ebene  in  Betracht  genommen 
wurden ,  so  folgt  aus  demselben ,  dass  weder  confocale  Ellipsen  sich  in  reellen 
Punkten  schneiden  können,  noch  confocale  Hyperbeln. 

Die  zum  Beweise  des  Satzes  18)  oben  gemachte  Voraussetzung  ergiebt  sich 
aus  der  Betrachtung  des  linken  Theiles  der  Gleichung  17).  Derselbe  wird  für 
A=:-f.Qo  negativ,»  für  A  =  ■—&*—£  positiv,  wenn  e  eine  verschwindende  Grösse 
bedeutet,  und  für  A=  —  a*  —  e  wieder  negativ.  Daraus  folgt,  dass  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  17)  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegen. 

Imaginäre  Ellipsen  16)  erhält  man,  wenn  man  A  von— a^  bis  —  oo  ab- 
nehmen l&sst. 
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Es  bleibt  noch  übrig,  die  confocalen  Parabeln  13)  in  ahnlicherWei.se  zu 
behandeln.  Uebertragen  wir  zu  diesem  Zwecke  ihre  Gleichung  13)  in  Linien- 
coordinaten,  so  ergiebt  sich : 

oder,  wenn  wir  den  Anfang  des  Coordinatensystemes  in  den  Brennpunkt  da- 

P 
durch  verlegen ,  dass  wir  x-^--^  für  x  setzen : 


i^-2p|.  +  f(l-A)}  =  0. 


Wir  erhalten  demnach  durch  Einführung  eines  neuen  Parameters 
j;(l  — ^)  =  x  den  allgemeinen  Ausdruck  für  confocale  Parabeln,  deren  gemein- 
schaftlicher Brennpunkt  im  Anfange  der  Coordinaten  liegt  und  deren  Durch- 
messer in  die  x  -  Axe  fallen : 


16)  y*-2x{x  +  fj=Q. 


Diese  in  x  quadratische  Gleichung  beweiset,  dass  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  zwei  confocale  Parabeln  ^ehen.  Nehmen  wir  an ,  dass  x  und  y  die  Co- 
ordinaten eines  gegebenen  Punktes  in  der  Ebene  seien,  und  die  erstere  positiv, 
so  sehen  wir,  dass  eine  Wurzel  x  zwischen  den  Grenzen  x  =■  -|-Q0  ^nd  x  =  0 
liegt,»  die  andere  zwischen  x  =  —  2x  und  x  =  — oo  .  L.  dem  anderen  Falle, 
wenn  x  negativ  ist,  liegt  die  eine  Wurzel  zwischen  den  Grenzen  x=  +Q^  i^nd 
X  =  +  2a;,  die  andere  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  ^  —  oo  . 

Wie  die  confocalen  Kegelschnitte  mit  einem  Mittelpunkte  sich  trennen  in 
Ellipsen  und  Hyperbeln,  so  hat  man  auch  zwei  Classen  von  confocalen  Parabeln. 
Die  Scheitel  der  einen  Classe  liegen  auf  der  einen  Seite  von  dem  gemeinsamen 
Brennpunkte ,  die  Scheitel  der  anderen  Classe  liegen  auf  der  anderen  Seite. 
Die  beiden  Classen  sind  congruent  und  nur  von  verschiedener  Lage ,  denn  aus 
der  Gleichung  16)  einer  Parabel  erhält  man  die  Gleichung  ihrer  congruenten 
Parabel,  wenn  man  für  x  setzt  —  x.  Eine  jede  der  beiden  Classen  dehnt  sich 
über  die  ganze  Ebene  aus. 
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n. 

Ueber  die  Formen,  in  denen  die  Lösungen  einer  diophan- 
tischen  Gleichung  vom  ersten  Grade  enthalten  sind.* 

Von 

Dr.   K.  WEfflBAUCH , 
Docent  an  der  Universität  Dorpat. 


Es  möge  die  Gleichung* 
1)  .y^AkX.^A 

vorgelegt  sein  und  die  Forderung  gestellt  werden,  die  ganzzahligeu ,  posi- 
tiven, dieser  61<&]chung  genügenden  Werthe  der  Xk  (mit  Ausschluss  des 
Werthes  Null)  zu  bestimmen.  Vorbedingungen  für  die  Möglichkeit  dieser 
Bestimmung  sind  bekanntlich:  1.  die  Rationalität  von  A  und  sämmtlichen 
Coefficienten  Ak^  die  übrigens  positiv  oder  negativ  sein  dürfen;  2.  die  Ab- 
wesenheit eines  allen  Ak  gemeinsamen  Theilers  ^I  und  3.  die  Ueberein- 
stimmung  im  Zeichen  zwischen  A  und  mindestens  einer  der  Grössen  A^, 
Die  Bestimmung  selbst  erfolgt  dann  im  Allgemeinen  am  raschesten  nach 
Eule r 's  Methode,  indem  man  zuerst,  wenn  ^^j  der  kleinste  der  Coefficien- 
ten ist,  nach  Xi  auflöst  und  die  rechte  Seite  der  Gleichung  als  eine  ganze 
Zahl,  die  um  einen  mit  dem  Nenner  Ai  behafteten  Bruch  vermehrt  ist,  dar- 
stellt; an  Stelle  dieses  Bruches  wird  eine  neue  Unbekannte  eingeführt,  die 
entsprechende  Gleichung  etwa  nach  x^  aufgelöst,  wenn  Bf^  der  kleinste  der 
übrig  gebliebenen  Coefficienten  der  x  ist  u.  s.  f.,  wobei  schliesslich  alle 
Brüche  verschwinden  und  eine  Rücksubstitution  sämmtliche  x^  ganzzahlig 
darstellt.  Man  übersieht  dabei  leicht,  dass  im  Allgemeinen  jedes  x^  von 
gewissen,  schliesslich  eingeführten  (w  — 1)  Unbekannten,  welche  ein-  für 
allemal  die  Veränderlichen  heissen  mögen ,  ganzzahlig  abhängig  erscheint» 


•  Umarbeitung  des  ersten  Theils  einer  im  Jahre  1869  in  Dorpat  vom  Verfasser 
vertheidigten  Magisterschrift. 
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Bezeichnen  wfr  die  Veränderlichen,  die  übrigens  positive  oder  negative 
ganzzahlige  Werthe  annehmen  dürfen,  durch  den  Buchstaben  t,  und  stellen 
^, ,  M^  ,,,  Mn  bestimmte  positive  oder  negative  ganzzahlige  Grössen  vor, 
für  welche 

2)  ^  yJAuMk  =  A, 

heissen  a  endlich  die  ganzzahligen  Coefficienten  der  t^  so  ergiebt  das 
Euler'sche  Verfahren  die  Lösungen  von  l)  in  dem  System 

/=«— i 
8)  ock^Mk+  ^  ai,^iU,     Ar=l,2...w, 

Aus  den  Bedingungen 
4)  a:Ä>0,     Ar  =  l,  2...W 

lassen  sich  dann,  falls  alle  Ak  positiv  sind,  eine  obere  und  eine  untere 
Grenze  für  jedes  U^  falls  eins  oder  mehrere  der  A/c  negativ  sind,  mindestens 
eine  der  beiden  Grenzen  ableiten,  deren  Berücksichtigung  beim  Ertheilen 
von  Zahlenwerthen  an  die/j  zusammengehörige  Werthsysteme  der  o^jt  liefert. 
Wie  man  systematisch  vorzugehen  habe,  um  im  ersten  Falle,  wo  die  Anzabl 
der  Lösungen  offenbar  eine  begrenzte  ist,  dieselben  sämmtlich  zu  erhalten, 
ist  von  selbst  klar.  Wir  wollen  das  System  8),  die  Endgleichungen  für  die 
Xk^  eine  Form  für  die  Gleichung  1)  nennen,' 

Es  leuchtet  nun  ohne  Weiteres  ein ,  dass ,  wenn  in  dem  oben  geschil- 
derten Gange  der  Rechnung  erlaubte  Veränderungen  eintreten,  z.  B.  wenn 
manchmal  die  grösseren ,  manchmal  die  kleineren  Reste  bei  den  Divisionen 
genommen  werden,  die  entstehenden  Formen,  äusserlich  wenigstens,  ein 
ganz  verschiedenes  Aussehen  haben  müssen.    So  liefert  die  Gleichung 

13  ic,  +  16a:,  +  31a:,  =  401 , 
wenn    überall    die    gewöhnlichen   Divis^ionsreste  genommen   werden,    die 

^'^'"^  a;j=2d~lU,-5/,, 

I)  ^t=2  +  7«,  +6<„ 
^a=l  +    'i    -  'f. 

Nimmt  man  dagegen  überall  die  kleinsten  Reste,  so  entsteht  die  Form 

CD,  =     32  —  5/,—  /,, 

II)  a?,=      1+6^1—5/,, 
0?,  =  —  1  —  r,   --3(,. 

Es  fragt  sich  nun,,  ob  die  so  gewonnenen  Formen  für  die  nämliche 
Gleichung  genau  dieselben  Lösungen  liefern,  und  wenn  dies  der  Fall  ist, 
ob  sie  auch  alle  Lösungen  umfassen,  deren  1)  fähig  ist?  In  der  Natur  des 
Verfahrens  selbst  scheint  die  bejahende  Antwort  auf  diese  Fragen  noch 
nicht  zu  liegen.  Später  wird  bewiesen  werden,  dass  das  Euler 'sehe  Ver- 
fahren in  der  That  immer  vollständige  Formen,  d.  h.  solche,  welche  alle 
Lösungen  enthalten,  liefert.    Andere  Methoden,  die  sich  aus  dem  Folgen - 
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den  ergeben,  liefern  meistens  unvollständige  Formen.    So  genügt  obiger 
Gleichung  die  Form 

o;,  =8  — 2U, +  17/,, 

III)  ^   a:,  =  5  +  19/t—  8/,, 

*    a,  =  7-    /,    -   3/,, 

wie  man  sich  leicht  überzeugt.    Während  indessen  die  Formen  I)  und  II) 
die  Lösungssysteme 


^1  = 

26 

20 

15 

10 

14 

0     4 

8 

3     2 
11     6 

1 

a:,= 

2 

3 

9 

15 

4 

10  j  16 

5 

1 

x,=  \i      3     2 

ergeben ,  weist  III)  nur 

• 

15      4     3 

7     6|9 

12 

0?,  =     8     4 

a?,= 

5 

16 

OP.«     7     3 


auf.  Es  fragt  sich  deshalb  vor  Allem:  Welches  ist  das  Kriterium  für  die 
Vollständigkeit  einer  Form?  Wie  wird  der  Zusammenhang  zweier  Formen 
vermittelt? 

Die  Beantwortung  dieser  Fragen  mag  den  Uaupttheil  der  vorliegenden 
Abhandlung  ausmachen. 

2. 

Wir  gehen  zu  genauerer  Betrachtung  des  Systems  3)  über. 

Durch  Substitution  von  3)  in  1)  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichung  2)  und  des  Umstandes,  dass  alle  U  voneinander  unabhängig  sind, 
das  System 


^Aa*,<  =  0,      f=l,2...(«  — 2),  (n— 1). 


Umgekehrt  genügt  also  die  Beschaffung  der  Grössen  Mk  vermittelst  2), 
der  Grössen  a/c,i  vormittelst  5)  zur  Herstellung  einer  Form  für  1);  in  allen 
Fällen  ist  die  praktische  Ausführung  sehr  leicht.  Für  die  n  Grössen  Mjt  ist 
nur  eine  Gleichung,  für  die  n(n  —  i)  Grössen  a^^i  sind  nur  n— 1  Gleichungen 
vorhanden.  Da  nun  n  mindestens  gleich  2  ist,  so  liegt  in  allen  Fällen  für 
die  Mii  eine  einfache  diophantische  Gleichung  vor.  Es  wird  sich  später 
zeigen,  dass  das  Kriterium  für  die  Vollständigkeit  der  Form  in  einer  ein- 
zigen Gleichung  für  die  ait,i  besteht.  Nur  also  wenn  w(n  — 1)  =  «,  d.  h. 
n=2,  sind  die  a/c^  vollständig  bestimmt,  oder  eine  diophantische  Gleichung 
mit  zwei  Unbekannten  besitzt  immer  nur  eine  vollständige -Form,  den 
wesentlichen  Bestandtheilen  nach  wenigstens.  Für  /i^2  sind  die  aj^^i  nicht 
mehr  bestimmt,  es  giebt  dann  immer  unendlich  viele  vollständige  Formen. 
Bei  der  wirklichen  Bestimmung  der  Ok^i  ist  darauf  zu  sehen,  dass  zwischen 
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den  Coefficienten  einer  Endgleichung  nicht  eine  Relation  eingeführt  werde, 
die  in  derselben  Weise  für  die  correspondirenden  Elemente  aller  anderen 
Endgleichungen  gilt,  weil  dadurch  die  Forderung  der  Unabhängigkeit  der 
Grössen  U  voneinander  verletzt  würde.    Wählt  man  z.  B. 

Op,i  =  'w.ö|»,2,     />=  1,  2  ...n, 
dann  lassen  sich  die    beiden  Veränderlichen  /,  und  i^  durch  eine  einzige 
neue 

Sj  =  m  ^1  -{-  /, 
mit  dem  Coefficienten  ap^2  ersetzen;  die  Xk  werden  von  nur  «—2 Veränder- 
lichen abhängig  gemacht,  was  wohl  bei  einzelnen  derselben,  nicht  aber  bei 
allen  stattfinden  darf. 

Eleganter  fällt  die  Bestimmung  der  a^^i  in  folgender  Weise  aus: 
Bezeichnet  dp^q  eine  beliebige,  positive  oder  negative  ganz^  Zahl,  so 
stelle  man  die  Determinante  auf: 

-^2,  .    «?2,1>       ^2,2    ...   ^2,11-1 


^) 


^  = 


dn.n^X 


Stellt  öp^q  den  zu  dp^q  gehörigen  ersten  Minor  von  E  vor,  so  hat  mau  be- 
kanntlich 

8)  2'^'*'>'    ^^- 

f'kfi  wird  mitbin  aus  (5)  in  sehr  einfacher  Weise  erhalten,  indem  man  in  E 
die  A;'^  Zeile  und  die  i-f  ^^°  Colonnc  unterdrückt  und  die  übrigbleibende  De- 
terminante mit  (— 1)*+»  — 1  multiplicirt. 
Soll  z,  B.  für  die  Gleichung 

3a?,  +  5  jr,  +  8a?8  +  H  a;^  =  1374 
eiue  Form  aufgestellt  werden,  so  findet  man  rasch  für  x^=l  und  0:3=2  die 
Werthe  0:2=3,  a',  =  444.    Setzt  man  dann 

3,  1,  1,  2 
5,  2,   1,  1 
8,  3,  2,   4    ' 
11,2,  3,  1 


E  = 


so  hat  man 

5,    1,  1 

3,    1,  2 

«1,1  =  - 

8,    2,   4 

.      «2,1=  + 

8,    2,  4 

U.  s.  f. 

11,  3,  1 

U,  8,  1 
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und  erhält  die  Form 

ar,  =444 +  12^, +30/,-  4/,, 
a:,=  3  +10/, +  13/,  — 4/,, 
a:,=:  2  -  8/,  -18/, +  4/,, 
0:4=   1    —  2/,  — /,. 

Dass  dieselbe  keine  vollständige  sein  kann ,  sieht  man ,  auch  ohne  das  Kri- 
terium schon  zu  kennen. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  a^^i  und  den  Coefficienten  der  Ur- 
gleichung  kann  noch  in  anderer  Weise,  als  es  durch  5)  geschehen,  dargelegt 
werden.    Wir  fähren  zu  diesem  Zwecke  die  Determinante 


9) 


Z>  = 


«1»       «1,1  >       «1,2 
«2»       «2,1»       «2,2 


«1,«— 1 
«2,  n-l 


<»«>      ö||,l>       a«,2    •••    «ii,«— 1 

ein,  wo  die  Op  vorläufig  willkürliche  ganze  Zahlen  sein  mögen,  und  bezeich- 
nen die  ersten  Minoren  vonZ>  durch  ap  und  Up^q,  Eliminirt  man  nun  aus  den 
» —  1  Gleichungen  des  Systems  5)  n  — 2  der  Ak^  »^  entsteht  als  Gleichung 
zwischen  Ar  Qi^d  A^  etwa 

«1,1        •••  «1,11-1 


10)  Ar 


«1,1 
«2,1 


«a  — 1,  I 
«•+1,1 


«1,11-1 
«2,«-l 


«•+1,  n-l 


«»,1  .-.    «Ji,«~l 


=  -^. 


«2,1 


«r— 1,  I 

«.,1 

«r+1,1 


«r-.l,l 
«•+1,1 


«2,  n  — 1 


Or-l,»  — 1 
«•,  fi—  1 
«r+l,ii-l 


«5+1,11—1 


«n,l  ..•    «ii,n-l 

Beide  Determinanten  reduciren  sich,  wie  sehr  leicht  gefunden  wird,  auf 
«,(-1)—*  und  «^(-i)»— i(-i)— r-i^ 


so  dass  entsteht 

ij) 

-^r  (Xs  =  As  «r 

Setzt  man  nun 

12) 

Ur==£.Ar, 
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so  gilt  ganz  al]gemein 

13)  itk  =  IC.Ak, 

K  kann  niemals  ein  wahrer  Bruch  sein,  weil  sonst  wegen  der  Ganzzah- 
ligkeit  der  Minoi^n  oj^  sftmmtHche  Coefficienten  der  Urgleichung  den  Nen- 
ner jenes  Braches  als  gemeinsamen  Theiler  besitzen  müssten ,  was  der  nr 
sprtinglichen  Voraussetzung  widerspricht.  Ebenso  wenig  kann  K  Null  sein, 
da  dann  im  System  5)  Abhängigkeit  einer  oder  mehrerer  Gleichungen  von 
den  übrigen  stattfinden  müsste ,  was  schon  früher  als  unstatthaft  bezeichnet 
wurde.  K  muss  mithin  immer  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein, 
mit  Ausschluss  der  Null.  Wir  legen  derselben  den  Namen  Charakteristik 
bei,  weil  von  ihr  ganz  allein  die  Entscheidung  über  die  Vollständigkeit  der 
Form  abhängt. 

Es  besitzt  z.  B.  die  Form  III),  S.  55,  die  Charakteristik  —5,  während 
die  auf  S.  57  entwickelte  Form  K^-^- 16  liefert. 

Auf  einem  andern  Wege  kann  13)  folgendermassen  gewonnen  werden : 
Aus  3)  muss  durch  Elimination  der  ii  wieder  die  ursprüngliche  Gleichung 
entstehen.  Nimmt  man  die  Elimination  vor,  indem  man  eine  neue  Ver- 
änderliche i^  mit  den  Coefficienten  ait,o  überall  zufügt  und  schliesslich  <o^^ 
setzt,  so  entsteht 

a?!,       01,1,       ÖJ,2    ...    öl,n-l   ;        1^1,       «1,1,      «1,2    ...    «1,11-1 


14) 


^l>      «2,1>      «2,2     ...    «2,11-1 


a;«,      ««,!,      ««,2    ...    «»,1.-1 

oder  entwickelt 


1^2»      «2,1,      «2,2    ...    «2,«-l 


I  .       .        . 

I  ^n,       «n,l,      «»,2    .'.    ««,«-1 


15) 


^  ^k  «A-  =^  ^fc  «*' 


woraus  durch  Vergleichung  mit  1) 

16)  «jt  =  ir.^Ä 
und  dann  weiter 

17)  yJMka,^KA 

folgt. 

Es  ist  leicht,  einen  Zusammenhang  zwischen  der  in  6)  eingeführten, 
zur  Bestimmung  der  ak^i  dienenden  Determinante  E  und  der  Charakteristik 
K  der  entstehenden  Form  ausfindig  zu  macheu.  Wählt  mau  in  der  Deter- 
minante 9)  die  Grössen  Op  der  ersten  Colonne  so,  dass  sie  die  ersten  Mino- 
ren der  ersten  Colonne  in  E  sind,  dann  wird  D  die  Reciprocaldeterminante 
von  Ey  und  man  hat  nach  einem  bekannten  Satze  ^ 


*  Baltzer,  Determitiatiten,  3.  Aufl. ,  S.  50  Lehts.  2. 
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18)  ak^E^-'^.Ak, 
woraus  bei  Zusiehang  von  13)  folgt 

19)  K^E^-^. 

do  findet  sich  für  das  Beispiel  S.  67,  in  welchem  Ar=16  wurde,  für  E 
der  Werth  +4. 


Wir  gehen  nach  diesen  Vorbereitungen  zur  Entwickelung  des  Krite- 
riums über. 

Soll  das  System  3)  vollständig  sein,  so  muss  man,  falls  irgend  eine 
Lösung  der  Urgleichung  durcb 

20)  a:t==A,     ;r  =  l,  2...« 

dargestellt  wird ,  wo  L  und  M  natürlich  verschiedene  Lösungen  bezeichnen, 
aus  dem  System 

21)  ^t  =  iVik+2^  0*,./^,     Af=l,2...« 

1  =  1 
unter  allen  Umständen  ganzzahlige  Weithe  für  die  /(  ableiten  können.   (Die 
Aufgabe  ist  trotz  der  n  Gleichungen  für  die  n — 1  Unbekannten  ti  nicht  über- 
bestimmt.)  Wählt  man  zur  Bestimmung  von  t^  die  n—i  ersten  Gleichungen 
in  21),  so  ergiebt  sich  sofort 

I         ^|— ^11  «1,2,  «1,8  •••    öl,«-l 

Z,  — ^,,  02,2»  «2,3  •••    Ö2,n— 1 

23)  {-i)"-'<i««=      ; 

Aus  2)  und  20)  folgt  dann  weiter 


h^n 


23) 


so  dass  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5)  als  eine  neue  Form  für  l) 
das  System  aufstellen  kann 


t=:»-l 


24) 


'J^k  =  Mk  +  {lk  —  Mk) 


-s 


«M^i»    ^=1,  2...W. 


Heisst  die  hierzu  gehörige  Charakteristik  iT,  so  geht  22)  mit  Bücksicht 
auf  13)  Über  in 

26)  (-i)"-^ir.^„/,  =  (-i)«-«rA, 

oder 

t6)  t,=sK':K. 

Da  IC'  offenbar  von  der  Wahl  der  speciellen  Lösung  L  abhängt,  im 
Allgemeinen  also  in  keiner  Beziehung  zu  Ansteht,  so  kann  /,  (und Analoges 
gilt  für  die  übrigen  Veränderlichen)  nur  eine  ganze  Zahl  werden,  sohiild 
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27)  K=±l. 

In  dieser  Bedingung  liegt  mitliiu  das  Kriterium  für  die  VoUstündigkeii  einer 
Form. 

So  sind  die  Formen  I)  und  II)  vollständig ,  da  jene  die  Charakteristik 
—  1,  diese  -f  l  ergiebt,  während  die  Form  III)  ihrer  Charakteristik  —5 
wegen  nothwendigerweise  unvollständig  ist. 

Für  eine  vollständige  Form  muss  man  nach  18)  und  27)  stets  haben 

28)  a^=+^fc. 

Für  71  =  2,  also  bei  der  einfachsten  diophantischen  Gleichung 

I  *^t  "T    ^2  '^t  ^~  ^  > 

hat  man  ai=(72j,  at:=  — ai,  ,  oder  als  einzige  vollständige  Form  be- 
kanntlich 

o:,  =  ilf, +  i4,<j, 

während  alle  unvollständigen  Formen  durch 

x^  =  M,  +  KA^i^, 

(äT'  >  1)  gegeben  sind. 

Zur  Aufstellung  einer  vollständigen  Form  genügt  es,  in  6)  dlQ  Grössen 
dp^q  so  zu  wählen,  dass  E^  +  i  wird  [m.  s.  19)].  Dies  lässt  sich  im  All- 
gemeinen durch  willkürliche  Annahme  von  («  +  l)(w  — 2)  der  w(fi— 1)  Grös- 
sen dp^g  und  durch  Auflösung  einer  diophantischen  Gleichung  mit  zwei  Un- 
bekannten erreichen. 

4. 

Es  soll  nun  der  Nachweis  geliefert  werden ,  dass  das  für  die  Praxis 
immer  zu  empfehlende  Euler'sche  Verfahren  stets  vollständige  Formen 
liefert. 

Liegt  wieder  vor 

k=n 

20)  yiAkXk==A, 

so  werde,  um  die  Auflösung  auf  die  einer  Gleichung  mit  ii  — 1  Unbekannten 
zurückzuführen : 

30)  A^AnX„:=:Zn 

gesetzt,  was  nur  in  dem  einzigen  Falle  zu  modificiren  wäre,  wenn  die  Grös- 
sen i^j,  A^,,.An^i  den  gemeinsamen Theiler  q^  1  hätten;  dann  müsste  der 
Grösse  z»  dieser  Factor  ebenfalls  beigegeben  werden ,  wodurch  in  den  fol- 
genden Operationen  nur  unwesentliche  'Veränderungen  eintreten.  Die  Auf- 
lösung der  Gleichung 


k=n-l 
31)  V    ^k(»k==Zn 
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nach  dem  Euler* sehen  Verfahren  ergebe  die  Form 
32)  Xk  ■ 


.mu+   V  ak.iU,     A:  =  l,2...(«- 


mit  der  Charakteristik  Kn—2y  so  <lass  nach  13) 

«2,2 1  «2,3  •••    02,11—1 

08,2»  Ö8,8  •••    03,11-1 


33) 


a«— 1,2,      «n— 1,3     ...    «n— 1,«-1 


=  ^n  — 2  -^1. 


Die  Grössen  mk  in  32)  enthalten  alle  noch  z„,  d.  h,  Xt,\  ist  nan 
so  liefert  die  Substitution  in  32)  als  Form  für  die  Gleichung  29)  das  System 

X,:=:Mk+  dkXn+    V    Ok^iU^       Af=l,2...(w-1), 

in   welchem  eine  Unbekannte  die  Rolle  einer  Veränderlichen  übernommen 
hat,  und  dessen  Charakteristik  A^n-i  sei.    Man  hat  dann  nach  13) 

dl,  «1,2,  «1,3  ...    Ol,«— 1 

«fe,  02,2,  02,3  •••    «2,11—1 


35) 


d«-l,      a«-.l.2i      «n- !, 


ö«- 


=  (-i)«-iAr„^i^.. 


Snbstituirt  man  34)  in  29),  so  entsteht  folgendes,  den  Gleichungen  5) 
analoges  System: 

!*=«~i 
A=n-1 
^   ^kOk,i==0,     1  =  2,  3... («-1), 

woraus  man  folgert,  dass 


37)^, 


öl,2,  «2,2 

«1,3,  «2,3 


«n-1,2 
On-1,3 


fll,»i-l,  «2,  »1-1   ...  flu— l,fi— 1 


=  -^« 


«2,2» 
«2,3, 


«3,2 
0.%3 


«11  —  1,2 
fl|i-l,8 


fl2,n-l,   03,n  — 1    •.•  ««—1,11-1 
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Die  beiden  Determinanten  sind  mit  denen  in  33)  und  35)  identisch ,  woraus 
resultirt 

38)  ür„_i  =  (-!)»  ir„_2. 

Führt  man  nun  die  Lösung  der  Gleichung  31)  in  derselben  Weise  durch 
die  Substitution  2„— ^„_|.r«_i  =  z„_i  auf  die  einer  Gleichung  mit  n — 2 
Unbekannten  zurück,  deren  Form  die  Charakteristik  K„^z  habe,  wobei 
wieder  jÄrn_2  =  (— l)""~'^n-3  ^ird  u.  s.  f.,  so  langt  man  schliesslich  bei 
der  Gleichung 

39)  ^,ar,  +  .4,a?,  =  Z3 

an,  für  die  nachgewiesen  werden  muss,  dass  das  Eni  er  ^ sehe  Verfahren 
ihr  die  Charakteristik  Ä'|==  + 1  vorschafft.  Das  Verfahren  ist  aber  hierbei 
nichts  Anderes,  als  die  Verwandlung  von  A^:A^  in  einen  Kettenbruch,  der 
schliesslich  beim  Rückwärtssubstituiren  die  Veränderliche  /,  mit  den  Coeffi- 
cienten  +^2  und  +^,  wieder  ergeben  muss,  d.  h.  der  nothwendig  auf  eine 
vollständige  Form  führt.  Es  folgt  daraus  sofort,  dass  auch  Kn—\  =  +  1 
erhalten  werden  muss,  wenn  in  der  Gleichung  20)  das  Euler 'sehe  Verfah- 
ren angewandt  wird. 


Die  Aufgabe,  zu  einer  gegebenen  Form  die  zugehörige  Gleichung  zn 
finden,  kann  in  doppelter  Weise  gelöst  werden.  Entweder  elimipirt  man 
alle  ii  und  muss  als  Resultante  die  ursprüngliche  Gleichung  erhalten  [m.  s. 
14)],  oder  man  bildet  gemäss  13)  sämmtliche  ersten  Minoren  der  ersten 
Colonne  der  Determinante  D  in  0),  aus  denen  man  durch  Weglassung  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  die  Coefficienten  Ak  der  Urgleichung  unmit- 
telbar gewinnt,  worauf  A  durch  2)  bestimmt  wird. 

Ebenso  ist  nun  die  Lösung  der  Aufgabe  leicht,  aus  n  gegebeneu  Auf- 
lösungen die  Urgleichung  abzuleiten.    Diese  seien  vorgestellt  durch 

In  derselben  Weise,  wie  in  23)  und  24),  ergiebt  sich,  dass  zur  Aufstel- 
lung einer  Form  sofort  Ausdrücke  wie  »»ji,^  — »Wr,,  an  Ste\le  der  Ok.i  ver- 
wandt werden  dürfen.  Macht  man  einen  der  Indices,  etwa  q^  constant,  z.  B. 
gleich  1,  so  erhält  man  die  Form 

41)  Xk  =  mk,  1  +  ^  {p^k,  1  —  Wfc,  J  r,_i ,     Ä  =  i,  2  . . .  w. 

Dass  alle  so  entstehenden  Formeln  dieselbe  Charakteristik  besit^sen,  ist 
sehr  leicht  nachzuweisen ,  sobald  man  den  Satz  heranzieht,  dass  der  Werth 
einer  Determinante  nicht  verändert  wird ,  wenn  zu  den  Elementen  einer 
Colonne  die  Elemente  einer  andern  addirt  werden.  Ist  die  Form  aufgestellt, 
so  erfolgt  die  Ableitung  der  Urgleichung  in  der  vorher  besprochenen  Weise. 
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Wir  gebeo  efin  einfaches  Beispiel.    Sei 


0?,= 

17 

13 

10 

3 

a?«  = 

5  1  6 

8 

13 

x.=    4 

2 

3 

1 

J?4  =  I  1  I  5  I  6  I  9 
Daraaß  Iftsst  sich  die  Form  bilden 

a;,  =  17  +  4^  +  7/,  +  H/,, 
a?,  =  6  —  <,  —  3/t—  81,, 
a?3=4+2/,  +  (,  +  3/s, 
a?4=  1  —  4^  — 5/,  —  8f,. 


cr,=29,     «,  =  28,     «8  =  6,     «4  =  26. 


Man  findet 
daraus 

die  Form  ist.  also  eine  vollständige  nnd  die  Urgfeicbung  lautet 
29  .T,  +  28«,  +  6a:,  +  2bx^  =  682. 
Sollten  alle  Minoren  verschwinden,  so  bewiese  dies,  dass  eine  ürgleich- 
nng  gar  nicht  existirt;  verschwinden  nur  s  der  Minoren,  so  redncirt  sich  die 
Urgleichung  auf  eine  mit  n-^s  Unbekannten,  indem  dann,  etwa  für  «r=0, 
ans  11)  geschlossen  werden  muss  Ar=0. 

6. 
Wir  gehen  zur  Ermittelung  des  Zusammenhangs  zweier  Formen  für 
dieselbe  Urgleichung  über.     In  3)  mögen  die  Veränderlichen  i  durch  neue 
Veränderliche  s  ersetzt  werden,  die  mit  jenen  dnrch  folgendes  System  ver- 
knüpft sein  sollen : 

42)  (k-=  ^  bfciSi,    Ar  =  l,2...(«-l), 

1=1 
wo  selbstverständlich  die  öjt,<  ganzzahlig  vorausgesetzt  sind.    Es  werde  die 
Determinante  der  Substitution  21  +  (Äi,i ,  ^2,2  •   .  ^n— 1,  «—1)  durch  P  bezeich- 
net.   Das  System  3)  geht  durch  42)  über  in 

rf=ll-l      /=:n-l 

43)  Xk=^Mk+  ^  Si  ^  ük^i .  ft/,|,     Af  =  1,  2  . . .  n. 

Ueisst  ein  Minor  der  analog  9)  aus  den  Coefficienien  in  43)  gebildeten 
Determinante  (für  die  erste  Colonne)  Bp^  so  hat  man  nach  bekannten  Sätzen 
ans  der  Determinantenlehre 

44)  Bp=^B,ap', 

ferner,  wenn  Af,  die  Charakteristik  von  43)  ist: 

45)  Ä-,  =  BIT. 
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Soll  mithin  die  Charakteristik  (abgesehen  vom  Zeichen)  bei  der  Trans- 
formation ungeändert  bleiben,  so  gilt  für  42)  die  Bedingung 

46)  i9  =  +  l. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  dann  sind  die  beiden  Formen  3)  nnd  43)  äqui- 
valent, d.  h.  solche,  welche  die  nämlichen  Lösungen  liefern;  denn  die  zu 
irgend  einer  Auflösung  von  1)  gehörigen  Werthe  der  ^  geben,  wie  aus  46) 
hervorgeht,  ganzzahlige  Werthe  der  5,  welche  dieselbe  Lösung  vermittelst 
43)  finden  lassen ,  und  umgekehrt.  Gleichheit  der  Charakteristik  und  der 
speciellen  Lösung  von  M  reicht  aber  noch  nicht  aus,  um  die  Aequivalenz 
zweier  Formen  zu  begründen;  es  muss  vielmehr,  wenn  dieselbe  stattfinden 
soll,  eine  Transformation  mit  dem  Modulus  +1  möglich  sein.  Untersuchen 
wir  daher  überhaupt,  unter  welchen  Umständen  sich  die  Form  3) 

47)  Xk  =  Mk+  ^  ak^iU,     Ä  =  l,2...ii 
in  die  andere  Form 

48)  ix:k=Mk+  ^  CkjSi,     ^  =  1,2...« 

1=1 

transformiren  lässt,   was  natürlich  durch  eine  Substitution  wie  in  42)  ge- 
schehen müsste.    Wir  haben  beiden  Formen  aus  leicht  ersichtlichen  Grün- 
den dieselbe  specielle  Lösung  gegeben.    Allgemein  wäre  zu  setzen 
/=«— 1 


49)  Cfc,i= 


A:  =  l,2...n, 


^   "'•'*'"'     ,  =  1.2. ..(«-!). 


Man  erhält  also  «(n  —  1)  Gleichungen  für  die  (w  —  I)*  Grössen  ft;  indes- 
sen ist  diese  Ueberbestimmtheit  wieder  nur  scheinbar.  Greifen  wir  aus  49) 
das  System  heraus 

50)  Cifc,£=  V  flJt,/^/,£,     Ar  =  J,2...(fi-l), 

so  findet  sich  sofort  (t  constant)  in  der  bekannten  Determinantenbezeichnung 
--%  ^I,f'^  +  (öi,i»a2,2...ö„_i,„_i) 

=  '^±  (®i,  i>  ^2,2 . . .  «/-i,  I-  1 ,  c/^ £,  a/+i,  /+i . . .  ö«- 1,  «— i). 

Nun  lässt  sich  aber  auch  die  neue  Form  aufstellen 
52)    a:k==Mj,+  yj  ak,hih  +  Ck,iti+  ^  ak.hth,     A:==l,2...n. 

Heisst  die  Charakteristik  derselben  A^,,-,  so  wird  aus  51)  gemäss  13)  sofort 

63)  f^Anh^i^Ki^iAn 

oder 


M)  6m  =  ^' 
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Da  die  Grössen  b  ganzzalilig  sein  sollen,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Um  über  die  Möglichkeit  der  Transformation  einer  Form  in  eine  an- 
dere zn  entscheiden,  suche  man  die  Charakteristiken  Kg^i  der  {n  —  l)'  neuen 
Formen  auf,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  je  eine  Coefficienten- 
colonne  der  ersten  Form  durch  eine  Colonne  der  zweiten  Form  ersetzt. 
Sind  sämmtliche  Charakteristiken  Aj,«  durch  die  Charakteristik  K  der 
ersten  Form  theilbar,  so  ist  die  Transformation  möglich  und  die  Quotienten 
sind  gleichzeitig  die  Coefficienten  der  Substitution.  Wird  dann  B  =  +iy 
so  sind  die  Formen  äquivalent.  Jede  vollständige  Form  lässt  sich  wegen 
ür=  +  l  in  jede  andere,  vollständige  oder  unvollständige  Form  transfor- 
miren;  ftlr  den  ersten  Fall  wird  ^=  +  1,  für  den  zweiten  ^^  1  sein  müs- 
sen. Die  Anzahl  der  vollständigen  Formen  ist,  mit  Ausnahme  des  Falles 
n=2,  stets  unendlich  gross,  da  ^=  +  i  unendlich  viele  Auflösungen  zu- 
lässt;  in  dem  ebenerwähnten  Falle  wird 

i?  =  ±l  =  fri.i, 
so  dass  die  einzige  Substitution  /j  =  +  5j  ist,  wodurch  die  Form,  abgesehen 
V0D3  Zeichen ,  in  sich  selbst  übergeht. 

Wir  fügen  ein  einfaches  Beispiel  für  eine  solche  Transformation  bei. 

Für  die  Gleichung 

21  a:,  -f  29ir,  -f  53  0:3  =  800 

lassen  sich  die  beiden  Formen  aufstellen: 

I.    a:,  =  14  — 3/,  —  Ur,,  II.    a?,  =  14-  2«, -f  55,, 


x,=--  1  +4/1+    U, 


« ■ 


a:,==  9  -  /,  +  5/,; 
die  beide  vollständig  sind;  für  beide  ist  ^^=  +  1. 


6.,,= 

-2. 

1-15, 

—  14 

+  1 

62,1  = 

-3, 

+4. 

—  2 

—  16 

:53,     fei, 2  = 


:53,     62,2  = 

und  daraus  die  Substitution 

<i=-45,+35,,     ^  =  +  1, 


1  —  I55j  +  115,, 
9  +  95,  —  85,, 
Man  hat  sofort 


:53, 


+  6. 

—  14 

+  11. 

+  1 

-3, 

+  5 

+4, 

+  11 

:53, 


Es  bleibt  noch  übrig,  ein  paar  Worte  über  die  Verwandlung  einer  un 
vollständigen  Form  in  eine  vollständige  zu  sagen. 

Die  Charakteristik  A",  die  wir  diesmal  absolut  genommen  ^  1  voraus- 
setzen ,  >kann  in  der  Form  3)  auf  verschiedene  Weisen  auftreten.  Es  is 
nämlich  weder  J^,  noch  einer  seiner  Theiler  Factor  irgend  einer  Coefficien- 
tencolonne  in  3),  oder  die  Coefficienten  einer  Colonne  haben  den  gemein- 
samen Theiler  Q^ £}  durch  den  dann,  wie  aus  9)  erhellt,  nothwendiger- 
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weise  K  thoilbar  sein  muss,  oder  es  ist  endlich  K  selbst  der  gemeinsame 
Theiler  der  Colonnenglieder.  Im  letzteren  Falle  wird  die  Form  durch  Weg- 
lassnng  des  Factors  ^^  sofort  eine  vollständige;  im  zweiten  Falle  führt  die- 
selbe Operation  mit  dem  Factor  q  anf  den  ersten  Fall  zurück,  der  also  allein 
noch  zu  untersuchen  ist.  Erledigt  wird  er  durch  die  Bemerkung,  dass  man 
eine  Substitution  mit  dem  Modulus  +1  aufzusuchen  habe,  durch  welche  die 
neue  Form  in  den  Coefficienten  einer  Colonne  überall  den  Factor  K  auf- 
weist. Es  möge  dies  die  erste  Colonne  sein.  Wir  bestimmen  dann  die 
Grössen  Ck^\  so,  dass  sie  der  Bedingung 

55)  yjjtck,}  =  0 

ohne  Allen  gemeinsamen  Theiler  genügen.  An  Stelle  des  Systems  50)  wird 
dann  gelöst 

56)  yj  «*.|Ä/,i  =  Ä^Ct,i,      ^=l,2...(w-l), 

woraus  mit  Rücksicht  auf  54)  entspringt 

57)  ftpi  =  Ä,,,i,     p=I,2...(w  — I). 

Ist  so  die  Bestimmung  der  ersten  Colonne  in  B  erfolgt,  dann  bleibt  für 
die  noch  fehlenden  (w  — l)(w--2)  Grössen 

•      ^M»^==li2..    (;/-!),  1  =  2,3. ..(w-1) 

die  einzige  Gleichung 

B  =  ±l 

übrig,  die,  da  wir  den  Fall  n^2  ausschliessen,  immer  unendlich  viele  Auf- 
lösungen zulässt,*  man  wird  w(/?— 3)  jener  (w  —  l)(w  — 2)  Grössen  willkürlich 
wählen  dürfen  und  dann  nur  noch  eine  diophantische  Gleichung  mit  zwei 
Unbekannten  zu  lösen  haben.  Auf  weiteres  Detail  einzugehen  scheint  über- 
flüssig; es  mag  nur  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  in  55)  die  Grössen 

<^2, 1  =  ^3, 1  =  •  •  •  =  <^n  —  1, 1  =  0 
.wählt,  fürcij  derWerth  ^„,  fürc„^i  derWerth  — i^,  gefunden  wird,  wo  wir 
voraussetzen,  dass  An  und  ^|  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen;  dann 
sieht  man  ans  56)  leicht,  dass,  abgesehen  vom  Zeichen,  die  b^^  nichts  An- 
deres sind,  als  die  ersten  Minoren  der  ersten  Colonne  von  ci„. 

Wir  schliessen  mit  einem  Beispiele  für  die  Umänderung  einer  unvoll- 
ständigen Form.    Für  die  Gleichung 

70x,  +  42j?,  +  30j?8  +  1050-^  =  8009 
lässt  sich  die  Form  aufstellen 

ar,  =-  8  +  6/,  -  9/3, 

a:,  =  l72— lOf,  —20/,+  5/j, 

a:,=  4    ~  It,  +l4/,  +  2U3, 

0^4=    1    +  6/,  —  2^3, 
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Sie  besitzt  die  Charakteristik  —34,  kann  aber  durch  Weglassang  des  Fac- 
tors 2  in  der  Colonne  für  1^  anf  eine  neno  Form  mit  der  Charakteristik  —  17 
reducirt  werden: 

^,=   8  +  3^,  -9/„ 

x^  =  172  —  10/,  —  10/,  +  5/», 
a:8=  4  -  7/,  +  7/, +2U,, 
^4=1+0/,  —  2/,. 

Nach  55)  lösen  wir  zuerst  die  Grlcichung 

70ri,i  +  42C2,i  +  30c3,i  +  105c4j  =0. 
Man  genügt  derselben  durch  c\^i  =  6,  C2,i  =  —  25,  cs^\  =  14,  (?4j  =2. 
Weiter  hat  man 


*i,i  = 


6r 

8,        - 

-91                          i     0 

e, 

—  9 

-25, 

—  10,       5      :I05,    A,,,  =  1  — 10,     —25, 

5 

14, 

7,           21   1                           1-7,          14, 

21 

0,            3,          8 

6,,!  = 

—  10,     —10,    —25 
-7,            7,          14 

M05; 

105, 


&i,i=ß,  ^2,1  =  37,  6s,i  =  l. 

Wählt  rtan  für  61,2,62,2»  63,2,  63,3  die  Werthe  I,  2,  3,  5,  so  hat  man 
I  6,      1,      ft,,3 
^=!37,     2,     ^2,3    =1. 
!   1,     3,       5 
Daraus  findet  sich 

61,3=  l,     62,3  =  —  1 

and  wir  erhalten  die  Substitution 

/,  =  6«,  +  St  +  *,, 

/,  =  37'S, +  2*,—  «j, 

'»=   *i    +3*, +  55,. 

Unsere  obige  Form  mit  der  Charakteristik  —17  geht  hierdurch  Über  in 

o:,  =    8    +  102*,  —  21 5,  —  48*j, 

ar,  =  172  -  425s,  —  15«,  +  25«,, 

a:,=    4   +2385, +  705, +  91*9, 

a:^=    1    +  345,  —  45,. 

Hieraus  erhält  man  dann  durch  Weglassung  des  Factors  17  ans  der  Colonne 
für  5,  die  vollständige  Form 

art=    8   +  65,  —  2l5,  — 485j, 

x^  =  172  —  255,  —  155,  +  2555, 
'     0?,=    4    +  145,  +  705, +  915,, 

X^=    1+25,  —   45,, 

welche  9139  Lösungen  für  die  Urgleichung  ergiebt. 
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Zur  Transversalentheorie  der  ebenen  algebraischen 

Curven. 

Von 

Prof.    S.    GUNDELFINGER 

in  Tübingen. 


Im  XVII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  164—167,  entwickelt  Herr  Ed. 
Weyr  die  Gleichung  der  Einhüllenden  aller  constanten  Sehnen  einer  ge- 
gebenen Ellipse.  Die  dort  gegebene  Entwickelung  ist  zwar  sehr  sinnreich, 
jedoch,  als  von  der  Integration  einer  Differentialgleichang  ausgehend, 
wenig  direct  und  der  rein  algebraischen  Theorie  der  Curven  fremd.  Dieser 
Umstand  veranlasst  mich ,  eine  mir  schon  seit  längerer  Zeit  bekannte  Lö- 
sung des  analogen  Problems  für  eine  ebene  Curve  n^^  Grades  mitzuthei- 
len.    Die  Lösung  stützt  sich  wesentlich  auf  die  merkwürdige  Form,  in  welche 

sich  die  sogenannte  Differenzengleichung  (gebildet  aus  den  — ^^ qoa- 

drirten  Differenzen  der  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  «*<*"  Grades) 
mit  Hilfe  der  Invariantentheorie  bringen' lässt.  Dabei  wird  sich  mit  Leich- 
tigkeit die  Beantwortung  einiger  Fragen  ergeben,  welche  sich  auf  Tangen- 
ten algebraischer  Curven  beziehen  und  von  Steiner  im  bb,  Bande  des  Bor- 
chardt'schen  Journals  unerledigt  gelassen  worden  sind. 

§1. 
HilfBsatz  aus  der  Theorie  der  BymmetriBclien  Fanotionen. 

Sind  li,  It . . .  Sn  die  Wurzeln  der  Gleichung  «*«"  Grades 
1)  OqX"  +  «1  o:"-^  +  ö,a:"-^  + . . .  -f  ö„  =  0, 

so  ist  bekanntlich  die  symmetrische  Function  '^Si' £s^£/...   eine  ganze 

Function  der  Grössen  -^,  —  ...  —  ,  und  zwar  vom  Grade  a,  wenn  a  den 

grössten  der  Exponenten  a,  6,  c...  bedeutet.^    Daher  kann  man 


*  Dieser  Satz  und  seine  Ausdehnung  anf  die  symmetrischen  Functionen  meh- 
rerer simultanen  Glciclinngcn  findet  sich  meines  Wissens  zuerst  ausgesprochen  UDd 
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2)  ^  o.^Zi.^Unj' . . .  =  g>(ao,  ai  . . .  «„) 

setzen,  mit  ^Ca^,  aj . . .  a«)  eine  ganze  homogene  Function  der  Coefficieuteu 
a/  bezeichnet,  welche  überdies  bei  völliger  Willkürlichkeit  von  s  die  Re- 
lation erfüllt 

3)  q>{a^  a^s,  OtS*...  a„ 5«)  =  *«+*+«+•••  tp  {a^,  a,.  ..<j„).» 
Unter  Festsetzung  dieser  Bezeichnungen  gilt  der 

Lehrsatz  I.    Wofern  die  Coefficienten  (^q)  a, »  r/,  ...  </„ 
ganze  Functionen  willkürlicher  Veränderlicher  a;,y,2... 
sind,    und    zwar    beziehungsweise    von   den   Graden  ^q, 
0^0+^»  ^o  +  2rf...  5^0  +  «^,  so   enthält  9  K>  «i  •  •  •  «n)   ^i«    Va- 
riabein a;,y,2:..,   im  Grade  a^o+ ^(^ +  ^  + ^  +   ■  •)• 
Es  stimmt  nämlich  der  Grad,  den  q>  (ao,  »i . . .  a„)  in  Bezug  auf  x^y^z  .. 
erreicht,  mit  der  Dimension  von  gp  (öo^^o,  0,(^0+''.  ..a„/^o+"^)  in  /  übereiu. 
Da  9  eine  homogene  Function  a^^"  Grades,  so  hat  man 
'   <3p(öo-^%  a,<''./^o,  fl,<2««./5'o...  a„f*''./^o)  =  /a^o^(rt^,  tt, «««...  o«/»'') 

welch  letztere  Gleichung  das  ausgesprochene  Theorem  beweist.  Die  Summe 
a+6-|-c...  heisst  gewöhnlich  das  Gewicht  der  symmetrischen  Function 
-^li'li*!»*^«»-;  den  Exponenten  «,  für  welchen  ein  besonderer  Name  gleich- 
falls wünschenswerth,  werde  ich  im  Nachfolgenden  den  Leitexponenten 
der  symmetrischen  Function  nennen. 

§2. 
Gleiclmiig  der  EinhtQlenden  aller  Sehnen  einer  Curve  »^^"  Grades  von 

coxistanter  Länge. 
Es  sei 

4)  /"(«!, ar„a?8)  =  (ö, X,  +  0,0:,  +  ajo:,)"  =  a«  =  ft»  =  . . . 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  n*®"  Grades  in  homogenen  Coordiua- 
ten,  so  dass 

4a)  ^(a:,y,l)  =  («10?  + öT.y +  «»)"=  C^^  +  ^y  +  ^a)"  =  ..- 

die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y  sein  würde. 
Die  Frage  nach  der  Classe  der  Einhüllenden  aller  Sehnen,  die  der  Curve 
4a)  eingeschrieben  und  von  constanter  Länge  /  sein  sollen,  kommt  offenbar 
darauf  hinaus,  die  Anzahl  derjenigen  Geraden  zu  bestimmen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  (a,  b)  gehen  und  von  deren  n  Schnittpunkten  mit  der 
Curve  zwei  die  Entfernung  /  besitzen. 


bewiesen  in  der  ausgezeichneten  Abhandlung  Schläfli's:  „Ueber  die  Resultante 
eines  Systems  mehrerer  algebraischer  Gleichungen",  S.  7.  Der  Beweis,  welcher  in 
Salmon's  „Höherer  Algebra"  mitgetheilt  ist,  kann  nicht  als  bindend  angesehen 
werden. 

*  Fiedler:  „Elemente  der  neueren  Geometrie",  S.  5(5.  ^.-^  , 
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Zieht  man  von  dem  Pankte  (a,  6)  eine  Sohne  unter  dem  Winkel  qt 
gegen  die  positive  ^-Axe,  so  bestehen  für  irgend  einen  Punkt  {xy)  dieser 
Sehne  Relationen  von  der  Form 

:r  =  a  +  r  cos  q>,    y  =^  b  +  r  sin  g>. 

Zur  Bestimmung  der  n  Entfernungen  rt^  r^,.,r„  des  Punktes  (a,ft)  von 
den  n  Schnittpunkten  der  Curve  4  a)  mit  der  Sehne  hat  man  also  die  Gleich- 
ung /j*®"  Grades : 

f{a  +  r  cosfpy  b  +  r  sintp^  1)  =  0 
oder 

5)       a„  +  «a„_ir  +  Qj  of„_2  '''  +  ■•  +  (i)  «i ''*"'  +  «^o^  =  0, 
worin 

an      =/•(«,  6,  !)  =  /•,      ^n-l==^^C0S(p  +  —Sinq,^, 

«j,     =  f[cos  tfy  sin  qp,  0). 
Setzt  man 
^)         yi  =  «,  yt  =  ^  ^8=1  und  Zi  =  cosip,  Zt  =  sin(p,  25  =  0, 
so  kann  allgemein  der  Coefficient  «f  symbolisch  dargestellt  werden  durch 

Sollen  zwei  der  Schnittpunkte  die  Entfernung  /  haben,  so  muss  die 
Bedingung  bestehen 

[(r, -r.)*-«']  [(r,  -r.)'-/«]  . . .  [(r,_,  -r„)«-/»]  =  0, 

worin  das  Product  linker  Hand  aus  --^ — -  Factoren  besteht.    Entwickelt 

man  dasselbe ,  so  ergiebt  sich ,  der  Kürze  wegen 

P=iw(n— l)  und  /*=t 
gesetzt,  eine  Gleichung  der  Form 

9)  tP  +  CjtP-*  +  6\tP  -2+  . . .  +  6'p  =  0. 

Darin  ist  C/  für  l<C.n  eine  symmetrische  Function  der  n  Wurzeln  r,,  r^...rn 
vom  Leitexponenton  2(w  — 1)  und  vom  Gewichte  2/,  also  nach  den  Uilfs- 
Hetrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  «o^'C/  ein  Ausdruck  des  2/^®**  Gra- 
des in  otq,  or, ,  a,  ...«i,,  d.  h.  in  den  Coefficienten  der  gegebenen  Ourveii- 
gleichung,  2/(n  — 1)*®°  Grades  in  cosq:  und  sinq>^  endlich  2P"  Grades  in  a 
und  ft.  Wenn  jedoch  />«,  ist  Q  vom  Leitexponenten  2(w— 1)  und  vom 
Gewichte  2/,  daher  ct^^^-^^Ci  vom  2(«— 1)^«°  Grade  in  den  Coefficienten 
der  gegebenen  Curvengleichung,  vom  [2(w  — 1)«--2/]**"  Grade  in  cosip  und 
sintp  und  vom  2/^®"  Grade  in  Bezug  auf  a  und  b.  In  der  aus  Ö)  durch  Mul- 
tiplication  mit  «o^^»-*)  hervorgehenden  Gleichung 
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9a)  ...+  «o^(— »)C„TP-»  +  cro^('-*)(?«+iTP-«-'+... 

ist  somit  der  CoefBcient  von  t''""'  (für  jedes  /  von  0  bis  p)  eine  homogene 
Function  [2(«—l)«  — 2 /]**"*  Grades  von  cosq>  und  sing>y  und  nach  Division 

mit  (co5 9)** <"■"*>  geht  9a)  mit  Kücksicht  auf  die  Relation  — ^—  =  1  +  /<7'<p 

in  eine  Gleichung  2(n  — 1)»^*^"  Grades  für  iangg>  über.    Dies  giebt  das 

Theorem   II.      Die    Einhüllende    aller    einer    Curve 

tt^'^'*   Grades   eingeschriebenen   Sehnen   von   constanter 

•Länge  ist  eine  Curve  der  2(«  — l)«**"  Classe. 

Man   erhält   auch    die   Gleichung   dieser   Einhüllenden  in   variabelen 

Liniencoordinaten   sehr  leicht.     Die   rechtwinkligen  Coordinaten  u,  v  der 

durch  den  Punkt  (a,  b)  unter  dem  Winkel  q>  gegen  die  A-Axe  gezogenen 

Sehne  genügen  den  Beziehungen 

Ersetzt  man  in  9a)  cof  go,  ^m^  und  bcosip  —  asin<p  durch  diese  Werthe, 
so  stellt  sie  die  Bedingung  für  die  Coordinaten  irgend  einer  Tangente  der 
Einhüllenden  dar;  vorausgesetzt,  dass  es  gelingt,  die  Coefficienten  a^^' 67 
in  eine  Form  zu  bringen ,  bei  der  sie  a  und  b  nur  noch  in  der  Verbindung 
acosq>  —  b  sinq>  enthalten.  Diese  Umgestaltung  der  Coefficienten  lässt  sich 
ohne  Mühe  vermittelst  der  Methoden  der  neueren  Algebra  herstellen.  Nach 
den  Untersuchungen  von  Michael  Roberts^  lassen  sich  nämlich 

sämmtlich  durch  die  Coefficientenverbindungen 

«0«!— «t*»  «oa4  — 4a,a3  +  3a,*,  «oag  —  ^a^ag  +  löa^a^  —  lOCj^*.. . 
ausdrücken,  d.  h.  durch  die  Invarianten  und  Leitcoefficienten  gewisser  Co- 
Varianten  der  binären  Form  « 

11)  «o|»  +  «o,J'-*i7  + (2)  «,5—^i?^  +  ...  +  ««i?"  =  1^(1,1?). 

Stellt  man  die  Form  '^{^^ri)  symbolisch  dar,  setzt  also 

12)  t^(l,i?)  =  (|5.5  +  fti,)»  =  (y,S  +  y,iy)"  =  ..., 

so  hängen  die  symbolischen  Coefficienten  ^,  und  /S,,  y^  und  ys...  nach^7) 
und  8)  mit  den  symbolischen  Coefficienten  a^a^a^^  b^b^b^..,  durch  die  Re- 
lationen zusammen 

13)  '^*  =  «1  ^1  +  «t  ^f  +  «a  -s  I     ft  =  «1  yi  +  «t  y«  +  «8^8 , 

y,  =ft,z, -f^t^t  +  ^s^s,     yt  =  ^j yi  +  ^iVt  +  ^8^8  o.  8.  w. 


*  Vergl.  Fiedler,  „Elemente  der  neueren  Geometrie**,  S.  Iö9figg.;  Michael 
Roberts  in  dorn  Journal  von  Tortolini,  Bd.  VIT  S. 257. 
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Die  Invarianten  der  binären  Form  if;  enthalten,  symbolisch  dargestellt, 
nur  Factoren  der  Gestalt 

A  yt  —  A/i  =  ö«  *y  —  «y*»  =  -S  +  öl  6i  M,  , 
wenn 

w,  =y,2,-ytZj,  Wt  =  yt «8  —  ^8^1»  "8  =  yt2^i  — ^1^« 
oder  nach  7) 

t/,  =  sin  9,  «,  =  —  CO*  gj,  u^  =  b  cos  q>  —  a  s%ntp\ 

in  den  Lcitcoefficienten  der  Covarianten  dagegen  befinden  sich  ausserdem 
noch  symbolische  Factoren  A ,  yi ...,  ^^^^  überhaupt  keine  a  und  b  mehr. 
Sobald  man  also  die  Invarianten  und  Covarianten -Leitcoefficienten,  ver- 
möge deren  die  Coefficienten  a^^Ci  sich  ausdrücken,  in  symbolische  Form 
gebracht  hat,  liefert  9a)  unter  Zuhilfenahme  der  Substitutionen  10)  die 
Gleichung  der  Einhüllenden.  Diese  letztere  enthält  nach  den  obigen  An- 
gaben u  und  V  mindestens  homogen  im  Grade  n(w— 1)  und  die  Goefficieuteu 
von  f{x^y^  l)  =  0  in  der  Dimension  2(«--l).    In  Worten: 

III.  Alle  Constanten  Sehnen  einer  Curve  n^^°  Gra- 
des f{x^y^  l)=0  hüllen  eine  Curve  2n  (n— 1)**''  C lasse  ein, 
welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  «(«  —  !)- fachen 
Tangente  hat.  Die  Gleichung  der  Einhüllenden  ist  in 
den  Coefficienten  von  f{x,y,\)  von  der  2(«  — l)**"  Di- 
mension. 


Anwendungen  auf  Cnrven  zweiter  und  dritter  Ordnung. 

Die  Darstellung  der  Differenzengleichung  von 

^(S,i?)  =  «oS"  +  ««iS"-'»?  +  ..-  +  «n^»  =  0 
in  der  verlangten  Form  bietet  durchaus  keine  principiellen  Schwierigkei- 
ten dar.*   . 

Für  71=3  2,  3,  4  und  5  sind  die  darauf  bezüglichen  Formeln  von  M.  Ro- 
berts endgiltig  ausgerechnet  worden.  Es  kann  somit  für  diese  Fälle  auch 
sofort  die  Gleichung  der  fraglichen  Einhüllenden  angeschrieben  werden. 

a)  Fall  einer  Curve  zweiten  Grades : 

/"(a^iV,  1)  =  a„a?*  +  2a„ary  +  a„y«  +    . .  +  «aa  =  0. 
Bedeutet  ^(-jt  den  Coefficienten  von  a,-jt  in  der  Determinante  ^+  (Zn  a^a^s» 
so  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  aller  ihrer  Sehnen  von  der  constan- 
ten  Länge  U 

2(^n  M«  +  2  A,^UV  +  ^„v«  +  2  ^„ff  +  . . .  4-  ^3,)  (w*+t;«) 
+  ^  («I!  y*  —  2 öji «  ^  +  ^'m  "*)  =  0. 


*  Die  neueren  syitibolisclien  Methoden  gestatten  eine  grosse  Vereinfachuiij?  iu 
den  Ableitungen  von  Jlobertsi. 
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Darch  jeden  Punkt  p  der  Bbene  gehen  also  vier  Sehnen  von  einer  ge- 
gebenen L&nge /.  Die  Mitten  solcher  vier  gleicher  Sehnen  lie- 
genin  einem  Kreise.  Diese  von  Steiner  ohne  Beweis  ausgesprochene 
Eigenschaft  ist  leicht  zu  erhärten. 

Wird  nämlich  über  irgend  einer  Sehne  des  Kegelschnittes ,  deren  Co- 
ordinaten  ti,  v  sind,  als  Durchmesser  ein  Kreis  beschrieben,  so  ist  die  Gleich- 
ung dieses  Kreises  (in  laufenden  Coordinaten  (T,  y): 

(«11+««)  {ux  +  vy+  iy+(t^+v^)rix,u,l) 
-  [uf\x)  +  vr{y)]  iux  +  vy  +  i)=^0. 
Setzt  man  hierin  j^  ^^ 

mit  M, ,  &|  und  Uf ,  v,  ^^^  Coordinaten  irgend  zweier  durch  p  gehenden  Seh- 
ueu  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  eine  Relation  von  der  Form 

Dieselbe  stellt  für  die  verschiedenen  Werthe  von  l  sämmtliche  Kreise  dar, 
welche  über  den  durch  p  gezogenen  Sehnen  als  Durchmesser  boschrieben 
sind  und  welche  dem  Kreisnetze 

^o  +  ^^«  +  ^^.  =  0 
angehören.    Die  Mittelpunkte  der  zu  einem  solchen  Netze  gehörigen  Kreise 
von  constantem  Radius  liegen   aber  auf  einem  um  den  Potenzpunkt  des 
Netzes  beschriebenen  Kreise ,  somit  insbesondere  auch  die  Mitten  der  obi- 
gen vier  gleichen  Sehnen  l  als  Centren  von  Kreisen  mit  dem  Radius  ~  j. 

b)  n  =  3.  Die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  sei  in  homogenen 
Coordinaten 

/(ar,  XtX^)  =3  ao:,'  +  36a;,'a?,  +  3c  a;,  o:,*  +  dx^*  +  Zex^^x^  +  ...==  0. 
Man  setze  ferner  ^  ^ 

nenne  F^^  den  Coefficienten  von  fik  in  ^i^fnfufaa  "°^  führe  überdies  die 
Bezeichnungen  ein 

0|i  012  0,8  «1 

öfl  ®2t  ®t8  "« 

081  ®32  ®83  ^'8 

M,  Uf  U^  0 

Alsdann  ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  aller  Sehneu  von  der 
Länge  /  in  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  t/,  v: 

4[a>(Mr)]*(«  +  St*[0{uv)y  (0n  v'-  20„»w  +  0,2fO(w«+t;*) 
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Die  Mittbeiluug  der  auf  die  Curven  vierten  und  fünfteu  Grades  be- 
züglichen Formeln  unterdrücken  wir  wegen  ihrer  zu  grossen  Weitläufigkeit. 

§4. 
Zwei  Theoreme  über  Tangenten  algebraischer  Curven. 

Jede  Tangente  einer  Curve  w^®"  Grades  hat  mit  dieser  noch  n— 2  wei- 
tere Schnittpunkte  gemein.     Steiner  hat  nun  die  Frage  angeregt:   Wie 
viele  Tangenten  giebt  es,  auf  deren  jeder  der  Berührungspunkt  von  den 
;i~2  übrigen  Schnittpunkten  eine  gegebene  Entfernung  t  besitzt?    Sind  yi 
die  homogenen  Coordinaten  des  Berührungspunktes  irgend  einer  Tangoute 

lö)  f'  (yO  ^i+f  iyz)  oc^  +  r  (y»)  ^5  =  0, 

so  giebt  es  bekanntlich*  eine  Curve  («  —  2)**"  Grades,  welche  diese  Tan- 
gente in  ihren  «—2  übrigen  Schnittpunkten  mit  der  Curve  trifft  und  deren 
Gleichung 

17)  9  (a?,,  ar„  a?,)  ==  0 

die  Coordinaten  y,  in  der  Dimension  2  («  —  2)  enthält.  Damit  einer  der 
n  — 2  Schnittpunkte  (j?)  von  dem  Berührungspunkte  y  die  Entfernung  t  habe, 
muss  die  Gleichung  bestehen 

18)  (y,  a:,  -  y,  a: , )'  -f  (y,  x^  -  y,  x^y  -  /'  x^y^^  =  0. 

Durch  Elimination  der  Xi  aus  den  Gleichungen  16)  bis  18)  erhält  man 
also  die  Bedingung  für  die  Coordinaten  (y,)  des  Berührungspunktes  einer 
solchen  Tangente.  Da  die  Gleichung  16)  in  den  Xi  linear,  so  lässt  sich  nach 
einem  von  Clebsch  aufgestellten  und  von  mir  erweiterten  Uebertragungs- 
princip**  das  Eliminationsresultat  sofort  bilden.  Es  ist  vom  2 (n— -2) (w+2)^®° 
Grade  in  den  y,-,  was  den  Satz  giebt: 

IV.     Eine  Curve  fi*''"  Grades   besitzt  2  (n  — 2)  (n  +  2)  n 

Tangenten,    auf  deren  jeder  der  Berührungspunkt  von 

einem  der  n  —  2  übrigen   Schnittpunkte  eine  gegebene 

Entfernung    t    besitzt.      Die    Berührungspunkte    dieser 

Tangenten  sind  die  Schnittpunkte  der  Grundcurve  mit 

einer   Curve   2  (n  — 2)  («+2)^*^"   Grades,    deren    Gleichung 

durch   Elimination    der   Xi    aus    den   Relationen    16)    bis 

18)  erhalten  wird. 

Für  n  =  3  ist  z.  B.  die  letztere  Curve  vom  Grade  10.    Ihre  Gleichung 

in  laufenden  Coordinaten  y,  ist,  wenn  /i  die  Hesse 'sehe  Determinante  von 

f(y\y%y^  bedeutet  und  der  Kürze  wegen 

x,^f{y,)j^{y,)^r{yz)^{yt).    ^T,  =  /'(y3)^(y,)-r(yi)^(y.), 

*  PkUosophieal  TransacHons  1859. 
♦*  Borchardt's  Journal,  Bd.  59  S.  28,    uud  Mathematische  Annaleii,   Bd.  V 
S.  16  flgg. 
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gesetzt  ward: 

Wieviele  Tangenten  giebt  es  ferner,  von  deren  n  — 2  übrigen  Schnitt- 
punkten zwei  eine  gegebene  Entfernung  besitzen  sollen?  Man  erhält  die 
Bedingung  für  die  Coordinaten  t/t  des  Berührungspunktes  einer  solchen 
Tangente,  wenn  man  ausdrückt,  dass  die  Gerade  16)  eine  Berührende  der 
Carve  sei,  welche  von  der  constanten  Sehne  der  Curve  17)  eingehüllt  wird. 
Die  Gleichung  der  letateren  Einhüllenden  enthält  nach  dem  Theorem  III) 
die  Coefficienten  von  g>{XiX^x^)  in  der  Dimension  2(n— 3),  also  die  yi  in 
der  Dimension  4(n— 2)(n— 3). 

Werden  überdies  die  im  2  (/i  —  2)  (w  —  3)^***  Grade  auftretenden  variabeln 
Tangentialcoordinaten  durch  die  f\yi)  ersetzt ,  so  hat  man  für  die  t/i  eine 
Relation  vom  Grade 

2(«  — 2)(n— 3)(n  — l)  +  4(w— 2)(«  — 3)  =  2(«  — 2)(n  — 3)(«  +  l). 
In  Worten: 

V.  Es  giebt  2  (w  — 2)  (n  — 3)  (w  +  1) /i  Tangenten  einer 
Curve  n^*»"  Grades  von  der  Beschaffenheit,  dass  unter 
den  n — 2  übrigen  Schnittpunkten  einer  jeden  zwei  eine 
gegebene  Entfernung  haben.  Die  Berührungspunkte 
dieser  Tangenten  sind  die  Schnittpunkte  der  Grund- 
curve  mit  einer  Curve  2  («  — 2)  («-  3)  (n+l)^*^°  Grades. 
Die  Gleichung  der  letzteren  Curve  wird  in  der  eben  angegebenen 
Weise  ohne  Schwierigkeiten  gebildet. 
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I.    Reliqniae  Copernioanae. 

I.    Ueber  einige  Notizen  des  jOoperni  cus  in  dem 

AElaUKO  N  KATji  ZTOIXE'ISIN  Ses  lohannes  Crastonus 

(Mutinae  1490).^ 

In  den  Analecta  Wärmten sia^  bat  Hipler  und  in  den  Monu- 
ntenia  Copernicana^  hat  Prowe  wieder  auf  einige  Notizen  aufmerksam 
gemacht,  welche  Copernicus  auf  das  Vorsetzblatt  and  das  Nacbblatt 
eines  Folianten  geschrieben  hat,  der  jetzt  unter  der  Nummer  „CaiaL  Ups, 
86.  VJJL  V^  in  der  Upsalenser  Bibliothek  sich  befindet.    Dieser  Band  ent- 


»  Ein  Band  in  Folio,  betitelt  (Bl.  3«,  Z.  I):  ,,AEmKO'N  KATA  STOIXKJSIN'' 
204  Blatt,  davon  Blatt  i  leer  ist,  Blatt  2  —  256  hat  Copernicus  handschriftlich  von 
2—256  foliirt.    Auf  Blatt  257*,  Zeile  9  —  12,  steht  das  Impressum : 

y,  Mutinae  Impraessum  in  aedibus  Dionysii  Berlochi  bonon  .  subter 

raneis.      Anno    humanae   redemptionis  .  Millesimo    Nonagesinio    No 

no  (siel)  .  Tertiodecimo  Kaien. Nouetfib .  Diuo  Hercnle ^stensi,  Ferra- 

riae  duce  imperii  habenas  gubemante,** 

Blatt  258«  enthält  das  Registrura  und  das  Druckersignet.    Vor  dem  Impressum  steht 

die  Notiz:  ..TKAOS  STN  BESC  TO^T  AEmKO^TJ'   Auf  Blatt  2«  steht  ein  Brief, 

betitelt  (Zeile  i— 2): 

„  Bonus  Accto'sius  Pisanvs  uif'o  lUteratissimo  ac  grauissimo  lohanni 
Fräcisco  turriano  ducali  quaestori  salutem  plurimam  dicii." 
Blatt250A:  „Ambrosius Regiensis  studiosis Salutem**  (Zeile  I).  Datirt:  tJiegii Lepidi tertio 
nonas  JuHas.M.D,**  Dann  folgt  ein  lateinischer  Index  zu  dem  Wörtcrbucbe  des  Cras- 
tonus und  auf  Blatt  294*  nach  den  Erratis :  ,,  ^ .  Maniii  Regiensis  Scazon.**  Das  Ganze 
ohne  Blatt-  noch  Seitenzahlen,  aber  mit  Sip^natnrcn.  Man  sehe  Hain,  Repertorium 
Nr.  5814,  der  aber  das  erste  leere  Blatt  nicht  mitzählt,  obwohl  sein  erstes  Blatt  die 
Signatur  ^tt  hat. 

'  Analecta  Warmiensia,  Studien  zur  Geschichte  der  erroländischen  Archive  und 
Bibliotheken  von  Professor  Dr.  Franz  Hipler,  Regens  des  ermltlndischen  Priester- 
seminars zu  Braunsberg.  Braunsberg  1872.  Verlag  von  Ed.  Peter.  1  Bltt.,  173  S.  8'. 
—  S.12i. 

•  Monumenta  Copernicana,  Festgabe  zum  10.  Februar  1873.  Von  Leopold 
Prowe.  Berlin  1873.  Weidmännische  Buchhandlung.  VIII,  164  S.  ^t.  8°.  —  S.  5(5, 
Anm.  15.  r^  T 
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hält  das  Aiiixov  xard  övoixilmv  des  lohannes  Crastonus  in  der  Aus- 
gabe Matinae  1409.  Von  den  erwähnten  Notizen  Hegen  mir  photographische 
Abbildangen  in  sehr  gelungener  Ausführung  vor,  und  da  ich  durch  diese 
im  Stande  bin,  einige  Ungenauigkeiten  beider  Heransgeber  zu  verbessern, 
zugleich  auch  ein  von  Copernicus  aufgegebenes  Räthsel  wenigstens  theil- 
weise  zu  lösen,  so  bringe  ich  diese  hier  zunächst  nochmals  zum  Abdruck. 
Von  den  im  Buche  selbst  befindlichen  Noten  werde  ich  nur  einige  erwäh- 
nen, da  die  meisten  rein  philologisch  sind  und  durch  Prowe  eine  genaue 
Herausgabe  erfahren  werden. 

Auf  dem  Vorsetzblatte  findet  sich  Folgendes: 

yyBißhov  NtKokiovxfy  K6nBQviKiyv(sicl) 

r  V  W  .  <S  si  nv 

MnxfiQKov    ^vavE'^^f^a}v^   AvBsgi^jmy  (sie!)    Iloaeiöstov  (sie!)    FanriXitov^   EXaiptißoXimv'' 

«  » 

fiienses  onnum  a  Solsiicio  esliuo  auspicaniur  ano  xb  enavofAßaiovog ($ i  c !)^  asiaHci  ab  equinociio 
nnalj  similiier^  et  grecj^^  et  a  verno  arabes  et  damascenj  Ex  xmv  Seodmgö  yafa" 

Durch  das  Unterstreichen  der  Worte  AvBe^Qimv  und  IIoaBidBmv  hat 
Copernicus  offenbar  ebenso  wie  durch  die  untergesetzten  Zeichen  des 
Thierkreises  andeuten  wollen,  dass  er  sich  anfänglich  in  der  Reihenfolge 
geirrt  habe.  Ursprünglich  hatte  er  dem  Anthesterion  das  Zeichen  des  Stein- 
bocks/i§  untergeschrieben;  dies  ist  aber  nachträglich  durchstrichen  und  da- 
für das  des  Wassermanns  ss  gesetzt  worden.  Unter  dem  Poseideon  steht 
ebenso  ausgestrichen  nochmals  das  Zeichen  des  Schützen  'Hj  a})er  ajich  das 
des  Steinbocks  ^,  natürlich  gleichfalls  durchstrichen.  Unter  dem  Gamelion 
stand  ursprünglich  das  Zeichen  des  Wassermanns  üz;  dasselbe  ist  aber 


*  Prowe  druckt  BoriSQOpLUov. 

^  Prowe  verwechselt  das  Zeichen  des  Scorpions  mit  dem  der  Jungfrau. 

^  Prowe  hat  die  Bedeutung  des  ausgestrichenen  Zeichens  des  Wassermanns 
nicht  erkannt  und  bildet  deshalb  in  seinem  Abdrucke  dieses  durchgestrichene  Zei- 
chen nach. 

^  EXatpoßoliiDV  bei  Prowe. 

^  fnatOfißaKOVos  bei  Hipler  und  Prowe. 

^  Hipler  und  Prowe  lesen  fälschlich  sicutL 

*o  Oreci  liest  P  r  o  w  e . 

**  ^iodmQOV  Fa^a  bei  Prowe,  Fa^a  liest  auch  Hipler. 

^'  il^eia  bei  Hipler. 

^^  Hipler  liest  Kceveov. 

'*  nvTjfia  bei  Hipler. 
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getilgt,  und  so  steht  factiscb  gar  kein  Zeichen  darunter.  Offenbar  ist  nur 
aas  Unachtsamkeit  das  Zeichen  des  Steinbocks  /^  zu  machen  vergessen 
worden.  Aus  Allem  ergiebt  sich,  dass  Copernicns  die  griechischen  Mo- 
nate in  folgender  Reihenfolge  aufführen  wollte: 

Mowixiüiv^  Sa^fjkmVy  SniQQOtpOQidv,  'EKarofAßavav^  MsrayBirvmVy 
B017 JpofiMov ,  MatiiaKTfigiciv  j  Ilvttvs^icivy  IloaHÖsoiv^  FaiAfiXimv^ 
'Av^eCTfiQicivy  'EkccgffjßoXtaivy 
d.  h.  in  der  gewöhnlich  angenommenen.  Die  Lage  iler  Monate  nach 
unserer  Bezeichnung  ist  aber  darch  die  darüber,  resp.  darunter  gesetz- 
ten Himmelszeichen  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  gegenüber  um  einen 
ganzen  Monat  verschoben,  bedingt  durch  die  Annahme,  dass  der  Heka- 
tombaion  mit  dem  Sommersolstitium  am  21.  Juni  zusammenfällt,  welche  in 
dem  lateinischen  Passus,  der  dem  griechischen  folgt,  ausgesprochen  ist. 
Was  die,  einigen  Himmelszeichen  beigegebenen  Sternchen  bedeuten  sollen, 
ist  unklar. 

Mit  der  von  Copernicus  festgehaltenen  Reihenfolge  der  Monate  nnd 
dem  Anfange  des  Hekatombaion  stimmen  nun  aber  die  von'  ihm  an  den 
üebersetzungen  der  griechischen  Namen  durch  Crastonus  gemachten  Ver- 
besserungen keineswegs.  Crastoni;s  übersetzt  (Blatt  72'*)  ''ExaTo/i/^oicoV 
mit  Aprilis,  Copernicus  -verbessert  iunius:  für  die  Uebersetzung  von 
ßofiö^opLuiv  Iunius  setzt  er  Augusius  mensis,  für  rafj^ijXiciv  October:  Ja- 
nuarius:  für  *EXaq>rißoXiaSv  December:  Februarius:  für  SagyriXiav  Fe- 
bruarius:  Aprilis:  für  McrtfiaxTi/ptoiv  Augustus:  September:  für  Mot;vi- 
Xio) V lanuarius :  Martins :  für  noondsaiv  November:  December:  er  fügt  ein 
das  fehlende  UvavB^mv  mensis  october,  wo  er  zuerst  mensis  Augustus 
geschrieben  hatte;  endlich  schreibt  Copernicus  für  SniQQotpoQwif  mar- 
tius  mensis :^miitti^.  Fügt  man  die  beiden  von  Copernicus  nicht  ver- 
zeichneten Monate  MBTayBiTvirnv  und  Av^satfiQtoiv  an  die  leeren  Stellen 
ein,  so  erhält  man  folgende,  von  der  obigen  abweichende  Reihe: 

'^atofißatciv     [Mcrayenvtoiv']    Boi^d^Ofiidv     MccinanttjQiciv 
Juni:  Juli:  August:  September: 

IIvctvBtlficiv     [Av^sctriQioiv]     TIoaEiÖBaiv     Fa^'qXi.oiv 
October:  Noiember:         December;       Januar: 

EXaq>tißoXt(iv      Movvi%tciv      SaQytjXuiiv     JSntQQotpOQitiv 
Februar:  März:  April:  Mai: 

genau  diejenige,  welche  Copernicus  festgestellt  hatte,  ehe  er  durch  die 
oben  erwähnten  Zeichen  die  Reihenfolge  der  drei  Monate  Poseideon,  6a- 
melion  und  Anthesterion  vertauschte.  Wenn  daher  Copernicns  in  seiner 
Uebersetzung  des  Theophylactus  Simokatta  den  *Av&€CtriQi,aiv  durch 
November  wiedergiebt,  so  hat  er  nach  der  von  ihm  anfänglich  festgehalte- 
nen Reihenfolge  nicht  so  ganz  Unrecht,  obwohl  man  ivätri  (p&tv<nno^ 'Av- 
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^iCxtjQKiSivog  eher  dnrch  den  1.  December  ale  den  1.  November  wiedergeben 
könnte  ,  da  die  griechischen  Monateanfänge  mit  unseren  Monatsmitten  zn- 
s  am  menf allen. 

Die  von  H i p  1  er  fälschlich  anf  das  letzte  Blatt  verlegte  Reihenfolge 
von  Vocabeln,  die  sich  anf  den  Wagen  bezichen,  liest  dieser  in  folgender 
merkwürdigen  Weise: 

Aqhci^  8ig>Qogj  ovrvl,  IVOtj^  xaviov,  %vrnia,  (rv^. 
Hiervon  g^e  xavfov,  der  Wagenkorb,  noch  einen  Sinn,  das  richtige  xavdoi 
bezeichnet  dagegen  den  Radreifen;  was  aher  Ageia^  Drohung,  nnd  xvijfta, 
die  Fracht  im  Mntterleibe,  hier  sollten,  ist  nnerfindlich,  während "'^^^a  und 
xvi/ffti7,  Wagen  und  Speiche,  an  ihrer  richtigen  Stelle  stehen.   Wir  haben  also 

^AqiH'Cc  6iq)Qog  Svxv^  ivini 

Wagen,     Wagensitz,     Knopf ,  um  die  Leine  anznb. ,      Axe, 

xavdoi  xvTJiAti  ivvg 

Radreifen ,     Speiche ,     Radkranz. 

Auf  der  Rückseite  des  zweiten  Nachblattes  des  fraglichen  Bandes  soll 
sich  nach  H i p  1  e r  die  Notiz  finden  : 

AXvoki^tvri  cnil  MfAtfax  cd|oi;  aiKpfaxiqa  Bqo^y 
welche  schwer  verständlich  sei.    Diese  Notiz  lautet  wirklich  so : 

AkvoU^ivri  aziö  MtXaocK  co^e  ccfig>oDrsQa(sic!)  P(fo9. 
Die  Striche  unter  axiS^  «)|€,  BqoB  zeigen  deutlich,  dass  man  es  hier  mit 
Zahlen  zu  thun  hat.    Die  Notiz  würde  also  bedeuten: 

„Allenstein  1314,  Mehlsack  865,  beides  zusammen  2179". 

^ach  einer  Inschrift  an  der  Kirehe  in  Allenstein  aus  dem  Jahre  1721 
soll  diese  Anno  Dni  1315  gebaut  sein;  darauf  könnte  sich  also  and  beziehen. 
(So  ist  zu  lesen  und  nicht  ori^;  der  vonHipler  als  ^gelesene Buchstabe  ist 
wesentlich  von  dem  ^  in  ra^a  verschieden,  das  in  der  Notiz  auf  dem  Vor- 
setzblatte sich  findet);  oo^ov,  wie  Hipler  liest,  gäbe  1330,  aber  nur,  wenn 
man  gegen  die  Gewohnheit  die  griechischen  Zahlen  behandelt.  In  diesem 
Jahre  soll  die  Kirche  in  Mehlsack  vollendet  sein;  da  aber  Copernicus  zn 
deutlich  a>|£  geschrieben  hat,  als  dass  man  die  Hipler*sche  Lesart  beibehal- 
ten könnte,  so  lassen  wir  vorläufig  die  Beziehung  zwischen  865  und  Mehl- 
sack offen.  Das  Ganze  scheint  ein  mnemotechnisches  Hilfsmittel  gewesen 
zu  sein,  durch  das  zu  AkvoXid'ivfi  und  Mskaax  passende  Wort  Bgod  die  bei- 
den anderen  Zahlen  1314  und  865  leicht  zu  behalten,  denn  1314-|-865  giebt 
genau  2179.  Dass  gerade  das  Wort  Bqo9  als  Vermittler  des  Gedächtnisses 
auftritt,  dürfte  deshalb  nicht  uninteressant  sein,  weil  ein  Pole  kaum  zu  die- 
sem Zwecke  sich  eines  deutschen  Wortes  bedient  haben  würde.  Beiläufig 
will  ich  hier  noch  eine  Frage  anfwerfen ,  deren  Beantwortung  ich  von  des 
Polnischen  mehr  Kundigen,  als  ich  es  bin,  wünschen  möchte.  An  mehreren 
Stellen  der  Revolutionen  leitet  Copernicus  den  Nachsatz  mit  sie  oder       « 
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iia  ein'^  ist  dies  aus  dem  Geiste  der  polnischen  Sprache  erklärbar,  kann 
Jemand,  der  so  schreibt,  polnisch  gedacht  haben?  Ueberhaupt  finden  sich 
in  den  Revolutionen  eine  sehr  grosse  Zahl  von  handgreiflichen  Germanis- 
men ,  ob  Polonismen ,  wage  ich  nicht  zu  behaupten. 

II.     Die  Notizen  in  der  editio  priuceps  des  Euklides  von  1482. 
(Zugleich  ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Trisection  des  Winkels.) 

Von  rein  mathematischen  Schriften  im  Besitze  des  Copernicus  ist  der 
Euklid  von  1482  die  einzig  erhaltene.  Er  besass  davon  eins  der  sehr  selte- 
nen Exemplare  mit  dem  Titel:  ,,Preclarissimu  opus  elemeniol\.  Euclidis  mega 
resis  vna(sic!)  cü  co  \^meniis  Campani  ]^picacissimi  in  arte  geometriä  incipit 
felicif^^^^  welche  in  dem  ersten  Bogen  von  den  gewöhnlichen  abweichen, 
sonst  aber  genau  damit  tibereinstimmen.  Sein  Exemplar  befindet  sich  jetzt 
in  Upsala  mit  der  Bibliotheknummer  ,,B2.  VI.  52'*. 

Copernicus  hat  in  diesem  Werke  dem  ersten,  zweiten,  dritten  und 
fünften  Buche  die  nachfolgenden  Ueberschriften  hinzugefügt: 

„Liber  primus  de  quantüate  iriangula^^  (Blatt  a,«); 

„De  quantüate  seu  magnitudine  quadrangula  reciangula'^  (Blatt  6,*); 

„Z>e  magnitudine  circulari''  (Blatt  ftg*); 

,yde  relatione  quantiiatum  vnixis  ad  aller  am  sine  de  proporiionibus*^" 
(Blatt  (/,«). 
Nach  dieser  Ausgabe  hat  er  auch  in  seiner  Originalhandschrift  die  Sätze 
des  Euklides  citirt.  Seine  Herausgeber  haben  statt  nach  dieser  Edition  die 
Angaben  nach  einer  aus  griechischer  Quelle  geflossenen  Ausgabe  gemacht, 
während  bekanntlich  die  Ratdol  tische  Ausgabe  aus  dem  Arabischen  tiber- 
setzt ist.  In  der  Sficularausgabe  habe  ich  die  Angaben  des  Autographs 
wiederhergestellt,  ohne  in  den  Prolegomenis  dieser  Aenderung  Erwähnung 
zu  thun.    Ich  hole  hiermit  das  Versäumte  nach. 

Die  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wichtigste  Bemerkung  hat  Co- 
pernicus aber  zu  einem  Zusätze  am  Ende  des  vierten  Boches  gemacht,  in 
welchem  Campanus  die  Trisection  des  Winkels  lehren  will.  Da  sich  Co  - 
pernicus  in  seiner  Anmerkung  auf  bestimmte  Worte  des  Campanus  be- 
zieht, die  Ausgabe  des  Euklid  wohl  auch  nicht  Jedem  zugänglich  sein 
dürfte,  theile  ich  nachfolgend  unter  Auflösung  der  Abkürzungen  den  betref- 
fenden Passus  mit. 


**  M.  8.  z.  B.  8.  413,  8.  5  — 7  der  Säcularausgabe :  „Quoniam  vero  tres  supeHoreg, 
SatumuSf  lupUer  et  Mars,  aliis  quibutdam  legibus  ferunttar  in  longitudinem  quam  reliqui 
duo:  iia  quoque  in  latitudinis  motu  non  parum  differunt," 

<<  Siehe  Hai n ,  Repertorium  Nr.  6603.  Ha i  n  jcennt  jedoch  die  im  orsten  Bogen 
abweichende  Ausgabe  nicht,  sondern  nur  die  mit  dem  Titel:  „ Preclarissimus  Über 
elemeniorum  Euclidis  perspi-  [j  cacissimi:  in  aUem  Geometrie  incipit  qua  /belicissime'*.  Ein 
Exemplar  der  von  Copernicns  besesRenen  Ausgabe  befindet  sich  auch  in  der 
Oymnasialbibliotbek  zu  Tborn  (A.  fol.  22). 
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„Datum  unguium  in  iria equa  dividere.Sä 
anqtilus  dolus .  c .,  volo  ipsiim  dividere  in  tres 
equales  anguf  OS,  quod  sie  facto,  pofioprimo.c, 
cenlr  um  circuli  describendo  circuhnn  gualifer 
ainque  conlingai,  et  protraho  laier acontinen- 
fia  dalum  unguium  usque  quo  secenlcircumfe- 
renliam in punclis .a,et,b,, tunc apuncto . c  , 
quod  est  cenlrum  circuli,  duco  lineam.c.d. 
perpendiculariter  ad  lineam .  c .  6.,  et  in  linea 
.cd.  assigno  punctum .  e .,  a  quo  duco  lineam 
ad equalitatem .c.b.,  usque  qvo  secel circum- 
ferenliam  circuli  in  puncto .  /*.,  et  produco .  e . 
usque,  a .  Deinde  protraho  lineam  »g.h.  equi- 
distantem.f.  a .,  que,  scilicet.g.h.,  Iranseat  per  centrum ;  et  duco  lineam .  f.  g.  cquidis- 
iantem  linee  . «. c .,  et  protraho  lineam .c.b.in  continuum  et  directum  usque  ad  . /., 
que  secat  lineam  .f.g,  orthogonaliter  in  puncto  .0.  et  per  equalia:  dico  ergo,  quod 
arcus  'l-g  '  est  equalis  arcui  .h.b.  propter  hoCy  quod  angidus  ,l,€.g,  est 
equalis  angulo  .  h  .c  .  b  .,  cum  sitU  contra  se  positi  .  Cum  igitur  arcus  .f-g»  sit 
duplus  arcui  .l.g.,  erit  etiam  duplus  arcui  .h.b.:  sed  arcus  ,  f- g  .  est  equalis 
arcui  .a.h.,  cum  sint  inier  duas  lincas  equidistantes,  que  sunt  .f.a.et.g.h.:  ergo  * 
arcus  .h.a.  est  duplus  arcui.  h.b.,  ergo  et  angulus  .a.  e.h.  est  duplus  angulo .  h .  c.b. 
Dividam  ergo  unguium  .a.c.h.  per  equalia  per  lineam  .cm.,  et  palet  propositum."' 

leb  habe  sowohl  in  der  Figur,  als  im  Texte  einige  kleine  Druckver- 
sehen stillschweigend  verbessert.  Hierzu  macht  nun  Copernicus  am 
Fusse  der  Seite  (d,*)  folgende  Bemerkung. 

„Dalum  unguium  (intellige,  qui  non  fuerit  maior  recto)  trifarium  secare  .  et 
in  linea  cd  elr.  Id  apiius  eaplanalum  fuisset  hoc  modo:  El  ducalur  recla  linea 
a,efsecans  cd  in  e  et  circumferentiam  in  f,  ita  ul  ef  aequalis  sit  ipsi  ob.  De  quo 
vide  Nicomedem  de  conchoidibus.'^ 

Die  Worte  „Datum  angulum^*^  bis  „in  linea  cd  etc.""  dienen  offenbar 
nur  dazu,  die  Stelle  zu  bezeichnen,  aufweiche  sich  die  Correctnr  des  Co- 
pernicus bezieht.  Die  letzten  Worte  „De  quo  vide  ^'icomedem  de  conchoi- 
rff7>M5"  sind  aber  merkwürdig,  da  allgemein  die  Schrift  des  Nikomedcs  de 
conchoidihus  für  verloren  gilt,  bis  jetzt  auch  nirgends  eine  Notiz  bekannt 
geworden  ist,  die  wie  die  vorliegende  behauptet,  den  Nikomcdes  selbst 
eingesehen  zu  haben;  denn  dass  des  Copernicus  Worte  anders  nicht 
verstanden  werden  können,  ist  klar.  Dass  Copernicus  die  grösste  Zahl 
der  von  ihm  citirten  Schriftsteller  entweder  selbst  besessen  hat,  oder  dass 
sie  ihm  sonst  zugänglich  gewesen,  lässt  sich  aus  den  noch  erhaltenen  Kata- 
logen derermländischen  Bibliotheken  seiner  Zeitleicht  nachweisen;  es  würde 
also  hier  die  Frage  entstehen:  hat  Copernicus  ein  Exemplar  des  Niko- 
medes  de  conchoidihus  in  Händen  gehabt  oder  dies  wenigstens  geglaubt? 
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Es  giebt  eine  von  Gerhard  vod  Gremona  ans  dem  Arabischen  über- 
setzte, nachweislich  mit  einer  einzigen  ebenfalls  fraglichen  Ausnahme  auf 
griechische  Quellen  zurückgehende  Schrift,  in  welcher  die  von  Copernicus 
geforderte  Aenderung  in  der  Oonstraction  der  Aufgabe  fast  mit  denselben 
Worten  sich  findet.  Ehe  ich  jedoch  darauf  weiter  eingehe,  will  ich  zunächst 
aus  Pa'))pos,  Proklos  und  E u t o k i o s  mittheilen,  was  wir  von  dem  Werke 
des  Nikomedes  jetzt  noch  wissen.  Ich  verdanke  den  Hinweis  auf  diese  No- 
tizen Herrn  Professor  Brettschneider  in  Gotha,  habe  dieselben  jedoch 
sämmtlich  durch  Ocularinspection  verificirt.  (Fortsetsang  folgt.)  c  . 

Thorn.  M.  Cubtzb. 


IL    üeber  einige  Eigenschaften  der  Oberflächen  zweiten  Orades. 


§  1.  Bestehen  zwischen  neun  Grössen  a6c,  db'c\  d'b"c"  die  sechs  Re- 
lationen 

1ö«  +  ^«  +  e»  =  I , 
rt'i  +  V^  +  c^  =  1 ,  2) 

«"«  +  6"«  +  ,/'.==,. 

80  hat  man  auch 

.„«  +  „'•  +  «".  =  1, 
8)        j6'  +  6'»  +  <,"'=l,  4) 

In   allen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  wird 
dieser  algebraische  Satz  mitgetheilt  und  angewandt,  aber  immer  nur  in  Ver- 
bindung mit  der  Trai^formation  der  Coordinaten.    Doch  ist  es  nicht  schwer, 
die  Formeln  3)' und  4)  direct  aus  1)  und  2)  abzuleiten. 
Es  sei 

\  a     h     c    \ 
z/  =  I  rt     6      c      , 
\a     h     c    \ 


/  cfl  +  cV/+cV'=0. 


so  ist  nach  1)  und  2) 


^'  = 


daher 


a     h 

c 

a 

h 

c 

;  1 

0 

0 

d    b' 

c 

a 

b' 

c 

=    0 

1 

0 

d'  b" 

c" 

a 

b" 

c" 

|0 

0 

1 

=  1, 


Die  erste  und  dritte  Gleichung  von  2)  geben 
a-  h  c 


.b    c 


c    n 


<i    b 
a    b 


P. 


und  durch  Substitution  in  der  ersten  Gleichung  von  1)  resultirt 

/IP^i  oder  P=+  1. 
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Demnach  wird 

,     b'    c' 
—    b      c 
Auf  gleiche  Weise  folgt 


n  =  + 


b     c 

b     c 
c 


ft=  + 

c     «1 
c     a    \ 

//=  + 

c     a 
c     a 

n 

h' 

c  = 

-f 

ff 

b" 

1« 

a 

b" 

c  — 

+ 

a 

b 

•  r     a 

±1    ,      , 
—  IC     a 


c  =  4- 


!  a  v : 

Durch  gehörige  Substitution  dieser  Werthe  in  der  Gleichung 

a     b     c 


n     b'     r'  I  ==  + 
ff   ,/»      tt 


a    )> 
findet  man  die  Formeln  3)  und  4). 

Sind  dieselben  neun  Grössen  verbunden  durch  die  Relationen 


5) 


SO  ist 


a*  +  Ä*  —  6-*  =  1 , 


6) 


fln'+  hh'  —c  c'  =  0, 
rt'«"+6'r-c'c"=0. 


a     b     c 

r 

a 

^ 

c 

a 

b     - 

-c 

1    0 

0 

^f'= 

d    b'    c'  1  =  — 

d    b'    c' 

d    d    -c 

=  — 

0    l 

0 

«       ft      C 

«"  b"   c" 

d'   d'  -c" 

0    0 

—  1 

a     b     c    \           1  ö     6     — c 

7)                      A  = 

a     b     c      =r--ia      b     —  c 

=  ±1. 

a     ü     c    ;              a     0     —  c 

Nun  folgt  ans  der  ersten  und  dritten  Gleichung  von  6) 

~ 

a                       b                      c 

-  =  /^, 

6' 

/ 
—  c 

-c'     «' 

«'    // 

6" 

— 

c" 

— < 

/' 

ff 

a 

«" 

6" 

=+l, 


nnd  dnrcb  Snbstitntion  in  der  ersten  Gleichnng  von  8) 
—  P/)  =  +  l  oder  i>=.ipi. 
Jetzt  wird 


«=  + 


6'    -c 
b"  -c" 


*=  +  ! 


c  =  + 


6' 
6" 


Anf  gleiche  Weise  findet  man 

.     -16"  -c" 
"=+16     -c 
b     —c 


a'  =  + 


b'    -c' 


—  C 

«" 

b  = 

+ 

—  c 

a 

—  c 

n 

b"= 

+ 

r 

r 

—  c 

a 

c'=  + 

^1     b 

c"=-  + 

a     b 

d  d 

Durch  gehörige  Substitution  in  der  Gleichung  7)  folgt 

i^«  +  a'«  -  a''*  =  I ,  iab  +  ad-  d%"^  0 , 

c«  +  c'*  -  c"*  =  -  .1 ;  (  r  a  +  cV-  (?"«"=  0. 

DigitÖe^by  Google 


84  Kleinere  Mittheiltiugen. 


Die  sechs  Relntionen  5)  und  6)  zwischen  neun  Grössen  geben  die  sechs 
neuen  Relationen  8)  und  0).  Es  ist  deutlich,  dass  diese  letzteren  nicht  durch 
irgendwelche  Coordinatentransformationen  bedingt  sind,  und  darum  mnsste 
der  Beweis  unabhängig  von  ihnen  geliefert  werden. 

Jetzt  ist  es  leicht,  auf  gleiche  Weise  aus  den  sechs  Relationen 

«^    —  6*   —  c*   =  +  l ,  a  a  —  b  b'  —  c  c'  =  0 , 

a'2  _  ft'«  _  e'«  =  -  1 ,  a  a'-  6'  Ä"-  c  c '=  0 , 

,r  -  6"«  ~  c"'  =  -  1 ;  a"a  -  b"b  -  c'c  =  0 , 

diese  sechs  verwandten  abzuleiten: 

a^  ^  «'« _  «"2  =      l^  ab-^  ah'-  n"b"=  0 , 

/,«  _  6'*  -  &"«  =:  -  1 ,  A  c  -  6 V-  // V  =  0 , 

r  —  f  '^  —  C   2  =  —  1  ;  Cfl  —  C  ö  —  C  fl  =  0. 

§  2.    Es  sei  die  Gleichung  eines  Ellipsoids 

so  werden  die  Tangentenebenen  in  den  Punkten  x,y,  ?, ,  x^y^z^y  ^t^i^a  ge- 
geben durch  die  Gleichungen 

««    ■*"   ^«  "*■   c*  ""  ^ ' 

^^  ^        a«    ^^  A*  ^  c*  "~  ' ' 

«*   "*"  Ä''  "^  c*  ""  * ' 
wobei  diese  Beziehungen  gelten: 


\       «'  ^  A'  ^  c«       '• 


Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Tangentenebenen  parallel  sind  ea 
drei  conjngirten  Diametralebenen ,  sind 

a*  0  c 

a«    "^    /.'   "^    c«    ~"* 

Zwischen  den  neun  Grössen  ^  ^  ^,  ?!«  ?L«  1!^  ^»  SL'  !»  bestehen  foleücb 

a    b    c      a    b    c      a    b    c 

die  sechs  Relationen  l)  und  2)  von  §  1;  die  daraus  folgenden  3)  und  4)  er- 
geben in  diesem  Falle 
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ia:,'  +  aV  +  ^^3*  =  a\  f  a',y,  +  x^y^  +  x^y^  =  0, 

z,»  +  ?,«  +  r,'  =  c';  I  z, a:,  +  z^x^  +  2,0;,  =  0. 

Mittels  dieser  Gleicbangeu  wird  die  Summe  der  Quadrate  von  2) 

nnd  diese  Gleichang  driicict  aus,  dass  der  Ort  des  Durcbschnittspnnktes  der 
drei  Tangentenebenen,  das  ist  der  Ecken  des  nm  das  Ellipsoid  1)  beschrie- 
benen Parallelepipeds,  das  ähnlichen  Ellipsoid  7)  ist.* 

Beschreibt  der  Mittelpaukt  des  Tangentenkegels  das  Ellipsoid  7),  so 
findet  man  leicht  für  die  Enveluppo  der  Berührungsebene  das  ähnliche  El- 
lipsoid 

so  dass  jeder  Durchmesser  von  den  drei  ähnlichen  Ellipsoiden  1),  7)  und  8) 
in  solcher  Weise  durchschnitten  wird,  dass  der  mittelste  Durchmesser  das 
geometrische  Mittel  zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  ist. 

Diese  Eigenschaft  kann  folgendermassen  ausgedehnt  werden. 

Beschreibt  der  Mittelpunkt  des  das  Ellipsoid  1)  umfassenden  Tangen- 
tenkegels die  ähnliche  Fläche 

«*       U*      c* 
so  ist  die  Enveloppe  der  Berühruugsebene  das  ähnliche  Ellipsoid 

und  umgekehrt. 

Die  Gleichung  ^ 

'  a^      6*      c' 

repräsentirt  bekanntlich  ein  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  und  das 
conjugirte  Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen;  diese  zwei  Flächen  haben 
einen  gemeinschaftlichen  Asymptotenkegel,  dessen  Gleichung  ist 

Von  drei  beliebigen  conjugirten  Durchmessern  wird  jeder  die  eine  oder 
die  andere  Fläche  durchschneiden.  Bringt  man  in  den  Durchschnittspuuk- 
ten  Tangentenebenen  an  die  Fläche,  so  bilden  diese  sechs  Ebenen  ein  Pa- 
rallelepiped.  Wir  werden  jetzt  de«  Ort  der  Ecken  dieses  Parallelepipeds 
bestimmen.    * 


•  balmon:  „Analyt.  Geometrie  des  Raumes**,  I,  Nr.  93. 
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Dio  Gleichungen  dreier  Ebenen,  deren  zwei  die  eine,  deren  eine  die 
andere  Fläche  9)  berühren,  sind 

a»    "*"   6«         c«  "■  —    • 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  sind  verbunden  durch  die  Re- 
lationen .       -,  i      ,.  1      . « 

und  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Tangentenebenen  parallel  sind  zu 
drei  conjugirten  Diametralebenen,  werden  ausgedrückt  durch  die  Oleich- 


'  =  0. 


c 


.t 


Zwischen   den  neun  Grössen    —  t^— ,  —  ~-,  ^hb    bestehen  daher 

a    b    c      a    b    c      a    b   c 

die  Relationen  5.)  und  6)  von  %  1 ;  diese  geben  die  neuen  Relationen  8)  und 

9),  welche  in  diesem  Falle  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

13)  {yi'  +  y%^'-y^^^±b\  u)  |y,2,  +  y,«,-y8^8  =  o, 

Nimmt  man  jetzt  die  Quadrate  der  Gleichungen  10),  addirt  die  beiden 
ersten  und  subtrahirt  die  letzte,  so  bleibt  wegen  der  Relationen  13)  and  14) 

Hieraus  folgt,  dass  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  dreier  Tangentenebenen, 
welche  parallel  sind  mit  drei  conjugirten  Diaraetralebenen ,  das  heisst  der 
Ort  des  genannten  Parallelepipeds,  das  gegebene  Hyperboloid  mit  einer 
Mantelfläche  ist. 

§  3.  Ist  die  Gleichung  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades  mit  dem  Cen- 
trum in  dem  Anfangspunkte  und  mit  den  Axen  in  den  Richtungen  der  Coordi- 
natenaxen 


Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheiliinj^en. 


87 


1)  A,x'  +  ^,i/+yi,i^=.0, 

SO  wird  die  Tangentenebene  in  dem  Paukte  ^i^t«i  dargestellt  durch 


oder  in  normaler  Form 


ax  +  by  +  cz  =  0, 


Aus  1)  folgt  dann 

2) 


*  =  ^'.     c  =  d^,   p'=^.'x.'  +  vy.'  +  ^.'V. 


.  +  — +-=0. 


Hat  man  noch  zwei  andere  Tangentenebenen  an  der  Kegelfläcbe ,  für 
welche  abc  übergeben  in  a'b'c',  a"l>"c",  so  ist  anch 


3) 
4) 


»''b"'c"' 


Damit  die  drei  Tangentenebenen  rechtwinklig  seien,  muss 

«*+«'» +«'"=1. 

(^  +  c^  +  c"*  =  \. 
Wegen  dieser  Relationen  ergiebt  die  Addition  der  Gleichungen  2),  3)  und  4) 


5) 


Ai       A^      A^ 


:0, 


Diese  Relation  ist  die  Bedingung,  anter  welcher  man  za  der  Kegel- 
fläche 1)  drei  rechtwinklige  Tangentenebenen  legen  kann. 

Eä  sei  jetzt  die  Gleichung  der  Kegelfläche  mit  dem  Centrum  in  dem 
Anfangspunkte  allgemein 

t5)  a,a:'  +  fl,y*  +  rt5«'  +  26,y5  +  26,a:«  +  26,a:y  =  0. 

Die  Coefficienten  i^,,  A^^  A^  der  reducirten  Qleichung  1)  sind  die  Wur- 
zeln der  cubischen  Gleichung 


•>) 


ft. 


=  0. 


Die  Bedingung  5)  zwischen  den  drei  Wurzeln  wird  in  der  Gleichung  7) 
ausgedrückt  wie  folgt: 


8) 


«I     ^j 


^, 


+ 


bt 


•     "'    =0. 


Besteht  diese  Kelation,  so  kann  man  an  die  Kegelfläche  6)  drei  recht- 
winklige Tangentenebenen  legen. 

Ist  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem  Centrum  ge- 
geben in  der  Form 
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60  ist  die  Gleichung  des  Tangentenkegels,  der  den  Punkt  a;,y|Z,  zum  Ccn- 
trum  liatf 

=  (.-/,  xx^  +  A^  yy,  +  A^zz,  —  1)». 
Vergleicht  man  diese  Formel  mit  Oj,  so  ergiebt  sieb 

a,  =  A^  {A^y^^  +  ^,r,*  —  1) ,  6,  =  -  ^, ^sy, r, , 

fl,  =  ^,  (^3  2,»  +  ^,  a?,«  —  1) ,  6,  =  —  ^,^,  z,  j?j , 

«8=  ^3(^1^1'  + ^«yi*—l);  ^  =  — ^i^fa:,y,,    ' 

und  die  Gleichung  8)  gebt  hierdurch  über  in 

lA,A,(A,z,*^l)  +  A,A,{A,x,^-^l) 
^  +A,A,  {A,y,'  -  1)]  [/r,a:,»+  ^,y,«  +  ^3V-  0  =  0. 

Da  das  zweite  Glied  nicht  Null  werden  kann,  ohne  dass  der  Tangentenkegel 
in  eine  Berühruugsebene  übergebt,  so  muss  das  erste  Glied  Null  sein; 
daraus  folgt: 

A,A,A,{x,'  +  y,'  +  z,')  =  A,A,  +  A,A,  +  A,A, 
oder 

12)  :r.'  +  y.'  +  5,'=~  +  ^  +  y. 

^1       Af       Af 

Die  Gleichung  giebt  die  Bedingung,  unter  welcher  zu  der  Kegelfläche  10) 
drei  rechtwinklige  Tangentenebenen  zu  legen  sind.  Diese  Ebenen  be- 
rühren auch  die  Fläche  9),  daher  drückt  10)  die  Eigenschaft  aus:  Der  Ort 
des  Durchschnittspunktes  dreier  rechtwinkligen  Tangentenebenen  zu  der 
Fläche  9)  ist  eine  conccntriscbe  Kugolfläche,  mit  dem  Halbmesser 


-/|+>7/ 


Die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  o^i^i  tj  ist 
^,a:x, +  ^,yy, +^azz,  =  1. 
Beschreibt  der  Pol  die  Kagelfläche 

so  ist  die  Enveloppe  der  Polarebene 

B'{A,'a^+A^y'+A,'z')  =  i, 
und  diese  Gleichung  stellt  ein  Ellipsoid  dar,  dessen  Mittelpunkt  und  Axen 
mit  denjenigen  der  gegebenen  Fläche  zusammenfallen. 

Ist  die  gegebene  Flache  ein  Ellipsoid  mit  den  halben  Axen  abc^  so 
wird  der  Halbmesser  der  Kugelfläche 

und  die  halben  Axen  der  Enveloppe  der  Berührungsebene  sind 


*  Öalmon:  ,,AnRlyt.  Geoinetriü  dos  Kaumes'*,  I,  Nr.  89. 
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6«  c* 


^V+6«+c''    /««+M+C«'    ya*+b*+c^' 
Ist  die  F'iMche  ein  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  nnd  c  die  halbe 
imaginäre  Axe,  so  wird  der  Halbmesser  der  Kngelfläche 


und  die  halben  Axen  der  Enveloppe  sind 


j/a»+6»-c«'    /a*+ft«-c«'    /a»+6«-c»' 
Die  Lösung  wird  imaginär,  wenn 

Für  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen  ist  der  Halbmesser  der 
Kugelfiäche  , 

und  die  halben  Axen  der  £nveloppe 

ö«  b*  c* 


ya^^b^''(^'    ^a«-6*-c»'    /a»-.6«-c«' 
Hier  ist  die  Lösang.imaginär,  wenn 

Ist  für  das  Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche  a'Ä6*  +  ß*  und  für  das 
Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen  a*+6*=c*,  so  gehen  die  zugehörigen 
Kugelfiächen  in  den  einzigen  Mittelpunkt  tiber  nnd  die  rechtwinkligen  Tan- 
gentenebenen berühren  den  Asymptotcnkegel,  so  dass  die  Polarebene  in 
unendlichen  Abstand  fällt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Flächen  zweiten  Grades  ohne  Mittelpunkt, 
deren  Gleichung  ist 

13)  PiX*+P^y*  =  2z, 

Der  Tangentenkegel  mit  dem  Mittelpunkte  x^yxZx  wird  gegeben  durch  die 
Gleichung 

14)  [P,a:,«  +  />,y,*-2r,][P,jr«  +  />,y«-22]  =  [F,a:aT,  +  r,yy,-(z+zj]«. 
Aus  der  Vergleichung  mit  6)  folgt 

ö,  =  /'i(/'»y.'-20,  b,  =  P^y,, 

«t  =  Pf  (^t^i*  -  Ji^i) ,  b^^P.x,, 

4nerdnrch  wird  die  Bedingung  7),  welche  ausdrlTckt,  dass  zu  der  Kegelfläche 
drei  rechtwinklige  Tangentenebenen  zu  legen  sind  : 

[2/»,  P,r,  +  />,  +  /».]  [P,«.»  + Ay,'-2^.]  =  0. 
Da  jedoch  das  zweite  Glied  nicht  Null  sein  kann,  so  muss 
oder  2P./>.z.  +  />.  +  P,  =  0 
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Hieraus  folgt,  dass  der  Ort  des  DnrchscIiDittspnnktes  dreier  rechtwink- 
ligen Tangentenebenen  eine  Ebene,  rechtwinklig  zar  Hanptaxe  ist. 

Der  Pol  der  Ebene  15)  ist  der  Punkt  auf  der  üauptaxe,  dessen  Abstand 
vom  Scheitel  ist 


-^ihi)- 


so  dass  die  Polarebene  jedes  Punktes  der  Ebene  15)  durch  diesen  Pol  geht. 
Ist  die  gegebene  Fläche  das  elliptische  Paraboloid,  dessen  Gleichung  ist 

Pl      Pf 

so  wird  die  Gleichung  der  Ebene 

«  =  — a(Pi+P«) 
und  der  Abstand  des  Poles 

«=4(Pi+Pt). 

Ist  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloids 

so  wird  die  Ebene  gegeben  durch  die  Formel 

«1= -ä(Pi— Pt)i 
liegt  daher  an  der  Seite  des  kleinsten  Parameters,  während  der  Pol  dagegen 
in  der  grössten  Hauptparabel  liegt. 

Ist  p^:=p^^  so  geht  die  Ebene  durch  den  Scheitel,  mit  dem  auch  der 
Pol  zusammenfällt.  Die  zwei  rechtwinkligen  Asymptotenebenen  und  die 
Hauptebene  bilden  in  diesem  Falle  ein  System  dreier  rechtwinkligen  Tan- 
gentenebenen. 

Leyden.  Dr.  van  Gebr. 


^x^—i  (ix 
TLL    Ueber  die  Auswerthnng  des  Integrals    ' 


Wegen  des  grossen  Interesses ,  welches  dieses  Integral  in  Absicht  auf 
die  Theorie  der  Euler^schen  Integrale  beansprucht,  dürfte  eine  meines 
Wissens  neue  und  jedenfalls  wenig  umständliche  Ableitung  seines  Werthes 
'  einige  Aufmerksamkeit  verdienen,  zumal  da  sie  die  Einfachheit  und  Frucht- 
barkeit der  neueren  Methoden,  welche  sich  auf  die  Beachtung  der  Func- 
tionswerthe  für  complexe  Argumente  stützen ,  illustrirt. 

Den  Ausgangspunkt  bilde  das  um  den  Punkt  z  =  m  herum  genommene 
vollständige  Integral 

=  f .  27r  .  m«-^ ,     (m  nicht  =  0). 

m 
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Dass  diese  Gleichung  richtig  ist,  erhellt  soforti  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
integrirte  Fanction  den  Paukt  2==m  als  einfachen  Pol  besitzt;  und  der 
Werth  von  m'~'  ist  ein  beliebig  gewählter  unter  denen,  welche  die  Potenz 
m^~^  bei  einem  gebrochenen  oder  irrationalen,  selbst  bei  einem  complexen 
a  annehmen  kann. 

Den  Integrationsweg  darf  man,  ohne  Aenderung  des  in  1)  angegebenen 
Werthes,  bekanntlich  beliebig  ausdehnen,  sobald  nur  ausser  dem  Punkte 
2  =  in  kein  neuer  singulftrer  Punkt  der  integrirten  Function  in  ihn  oder  in 
das  begrenzte  Feld  eintritt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  m  keine  positive 
Zahl  sei,  darf  man  ihn  daher  bei  unserer  Function  längs  des  positiven 
Ufers  des  positiven  Theiles  der  reellen  Axe  zunächst  von  2=r  bis 
z=^r^^mod,m^  dann  längs  eines  Kreises  vom  Radius  r^  um  den  Null- 
punkt herum  bis  zum  Punkte  z  =  r^  auf  dem  negativen  Ufer  der  reellen 
Axe,  dann  längs  der  letzteren  bis  zum  Punkte  z  =  r  und  hierauf  endlich 
längs  des  Kreises  vom  Radius  r  nm  den  Nullpunkt  herum  bis  zum  Punkte 
2  =  r  auf  dem  positiven  Ufer  zurückführen. 

Dadurch  zerlegt  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  in  vier  Theile. 
Der  erste  und  der  dritte  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  im  ersten 
dz=:  dx  positiv,  im  dritten  aber  dz^-^dx  negativ  ist,  und  dass  die  in- 

tegrirte  Function  im  ersten  Theil  = ,  im  dritten  aber  = 

x—m  x^m 

ist;    denn  bei  der  Bewegung  auf  dem  Kreise  z  =  re^9  vom  positiven  zum 

negativen  Ufer  der  reellen  Axe  wächst  q  um  2n,    Daher  geben  der  erste 

und  der  dritte  Theil  zusammen : 


m 


z—  m        1     z  —  m  ^1     a?  —  w        /  x  —  i 

r  r  r  r 

2) 

=  (l_e<(--i)2»)./"?!_!i?. 

r 

dz 
Der  zweite  und  der  vierte  Theil  erscheinen,  da  bei  ihnen  — =idQ  ist,  in 

der  Gestalt 

2« 


3)      +,r:uii'>A^=+,rri 


r  e'9  —  m 
Ö  0 

wenn  «  =  a  +  '/^  gesetzt  ist. 

Wir  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  ckeselben  für  unendlich  kleine 
und  unendlich  grosse  q  den  Grenzwertli  Null  haben.  Da  Beides  offenbar 
dann  eintritt,  wenn  0<^of-<  l  ist,  so  folgt  iu  Verbindung  mit  2)  und  1): 
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-- 


00 


stna  71 
Das  ist  aber  die  bekannte  Gleichung 


5) 


/— 
"^ 


;+f4 
0 

deren  Geltung  mitbin  für  alle  diejenigen  Fälle  constatirt  ist,  in  welchen 
fi  weder  eine  negative  Zahl,  noch  Null,  und  der  reelle  Theil  a  von 
a  =  a'\'iß  eine  von  Null  verschiedene  positive,  die  1  nicht  erreichende 
Zahl  bedeutet. 

Uebrigens  erkennt  man  auch  sehr  leicht,  dass  der  Werth  des  Integrals 
unendlich  oder  unbestimmt  in  jedem  Falle  wird,  in  welchem  man  den  Sym- 
bolen fi  und  a  andere  Werthe  beilegen  möchte,  wobei  selbstverständlich 
nicht  die  Formeln  4)  und  5),  sondern  die  Integral  ausdrücke  selbst  zu  Rathe 
zu  ziehen  sind. 

Es  mag  nur  noch  erwähnt  werden,  dass  aus  5)  für  6<^m<C^n  sofort 

durch  Substitution  von  a?"  statt  x  und  von  —  =  a  folgt 

n 


V*  '"—1 

r"»  — t/7-v  «rii» 


^  dx        n  fi" 


/x" 
nsm  — 
0 


wo  fi  ebenfalls  weder  Null,  noch  negativ  sein  darf.    Lässt  man  für  m  und  » 
complexe  Werthe  m^=mi  + 1//?,,  »  =  «j  +»w,  zu,  so  ist  die  Bedingung,  dass 

Wj*  +  «,*  >  «i  w,  +  «2  w,  >  0 
sein  muss. 

Bei  der  hergebrachten  ziemlich  umständlichen  Behandlungsweise  muss 
man  in  Betracht  ziehen,  dass  eine  Function  sich  sprungweise  ändern  kann, 
wenn  ein  Parameter  sich  stetig  ändert,  und  die  complexen  Werthe  nnscrer 
Exponenten  a,  m  und  n  dürften  sich  kaum  bewältigen  lassen. 

Berlin.  Dr.  Worpitzky. 


IV,    Ueber  die  Auflösung  der  Gleiolinng  f'  —/>«*=  +  4 ,  wo  D  eine 
positive  ungerade  Zahl  und  kein  Cluadrat  ist. 

Bedeutet  l  die  grösste  ganze  Zahl  unter  - — ; ,  so  ist  die  Form 
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eine  redncirte,    nod  zwar  hat  die  £ntwickelQog  ibrer  ersten  Wurzel  die 
Gestalt 

1 


J^+1 


=  (Af,,  Ar,... /.-,,/:,,  2A— I,»), 


2 


woraus  sich  für  - — ; die  Entwickelung  ergiebt 

(Diricblet,  Zahlentbeorie,  §79  Anmerkung). 

Die  Gliederanzahl  der  Kettenbruchperiode  mag  mit  v  bezeichnet  wer- 
den, ferner  die  Nühemngsbrüche  von  m  mit  —  und  diejenigen  von 

nfi  2 

mit  -p,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  gesetzt  wird 

z  Z  Z 

^  =  k,  U.S.  w.,     ^  =  A,  ^  =(^,  M  U.S.  w.; 

dann  bestehen  die  Gleichungen 

In  dem  Falle  D^Z  (modi)  ist  nun  die  Form  (/)  von  der  ersten ,  im 
Falle  /)  ^  1  (jnodA)  von  der  zweiten  Art.  Benutzt  man  sie  im  ersten  Falle 
zur  Lösung  der  Gleichung  /*  — Z)m'  =  +  1,  so  werden  nach  dem  allgemeinen 
Verfahren  (Dirichlet,  §  83)  die  sämmtlichen  positiven  Lösungen  durch 
die  Formeln  erhalten 

I)  '  =  4^^-1  +  2*0,       U=:\ZHp-U 

Da  die  Gleichung  /*  —  D m*  =  +  4 ,  wenn  D^Z  (mod4)  ist ,  nur  gerade 
Lösungen  hat,  so  erhält  man  hieraus  als  die  sämmtlichen  positiven  Lösungen 
der  letzteren  Gleichung 

Benutzt  man  ferner  jm  Falle  D^l  (mo£f4)  die  Form  zur  Lösung  der 
Gleichung  f —  Dm' =  +  4,  so  ergeben  sich  dieselben  Formeln  2).  Es  wer- 
den daher,  sobald  D  ungerade  ist,  die  sämmtlichen  positiven  Lösungen 
dnrch  die  Formeln  2)  geliefert. 

Man  kann  nun  t  in  folgender  Weise  umformen : 
/=fAr,...Ar,,A:,]  +  [/r,,Ar,.../r,,/r,,2A-l], 

=  2([^,...Är,,^,]+A[Ar,,^....Ä„^,])-[Ä,,Är,.../:,,Ar,], 
=  22;i,,,-A/,,_,. 

Ferner  ist 
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Das  Resultat  ist  daher  folgendes: 

Die     sämintlichen     positiven     Lösungen     der    Gleichung 
/« -_ />t^»=:  J- 4  werden  durch  die  Formeln  geliefert: 

(Durch  diese  Formeln  wird  auch  noch  die  Lösung  erhalten  /=2,  m  =  0, 

wenn  man  setzt  Z_|  =  1 ,  iV— i  =  0.) 

j/Tf  —  l 
Anmerkung.     Bezeichnet  man  die  Naherungsbrüche  von    — mit 

-T^ ,  SO  sind  die  Formeln  3)  identisch  mit 

A  ^ 

4)  /  =  2Z'A^_,+iV'A»-l.      M  =  ArAr-l. 

Beispiel. 

/»  —  61 M*  =  +  4 , 


('•'■^'■Fsr,) 


Die  Näheriingszähler  und  -Nenner  dieses  Kettenbruches  sind 


—10123       4       5        67  8 


1      4  9  22  163  348  859  6361   13581   33523 
0     1  2    5    37     79    195   1444    3083    7610 

Da  v=3  ist,  SO  erhält  man  hieraus  die  Lösungen 


|iA  =  3Ä— l 


—  12       5  8 


2     39  1523  59436 
0      5     195     7010 


Naumburg.  *  Walter  Schmidt,  cand.  phil. 

V.  Einfacher  Beweis  der  Gleichung  zwischen  den  in  Jahrg.  XVI  S.  1  flgg. 
dieser  Zeitschrift  mitgetheilten  homogenen  Ebenencoordinatea. 

Die  /.  c.  von  mir  vorgeschlagenen  homogenen  Plancoordinaten  sind  die 
Abstände  der  variabeln  Ebene  J  von  den  Eckpunkten  Ai^  des  Coordinaten- 
tetraeders ,  dividirt  durch  den  Abstand  der  Ebene  T  von  irgend  einem  im 
Räume  fest  angenommenen  Punkte ,  dem  Fixpunkte  C. 

Bedeuten  r„  r„  Tj,  r^  die  Coordinaten  des  Fixpunktes  in  Bezug  anf  das 
Tetraeder,  ist  ferner  u\,  die  auf  A\,  bezttgliche  Coordinate  von  T,  ist  ferner 
Pi,  der  Schnitt  von  T  und  AkC^  so  ist 

1)  Pk^k'-PkC^ui,, 

^^^t^^^^*^  (7^,:/>,C=t/,-l. 
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Liegeo  nan  die  Tetraeder  CPiP^Pi  nnd  CAiA^Ai  in  derselben  Ecke 
oder  in  ewei  Scheitelecken ,  so  haben  sie  dasselbe  Vorzeichen;  liegen  sie 
dagegen  in  zwei  Gegenecken  odc^r  in  zwei  Nebeuecken,  so  haben  sie  ent- 
gogengesetzte  Zeichen. 

In  dem  ersten  dieser  vier  Fälle  sind  die  drei  Verhältnisse 
PiCiCJt,    PkCiCAt,    PiCiCAi 
negativ;  im  zweiten  sind  zwei  derselben  negativ,  eins  ist  positiv;  im  dritten 
sind  alle  drei  positiv;  im  vierten  ist  eins  positiv,  zwei  sind  negativ. 

In  jedem  Falle  ist  also 

CPiPkPi  CPi    CPk  CPt 


2) 
3) 


C  Ai  Afc  Ai  CAi    CAf[ '  CAi 

Bemerkt  man  nun,  dass  für  jede  Lage  von  C  die  Formeln  gelten 

CA^A^A^  =  —\g^r^,     CA^A^A^^-^^g^r^, 
60  findet  man  ans  2)  und  1) 

3(C/>,P,  P,  +  CP,P,P,  +  CP.P^P,  +  CP,  P,P,) 
^  ^lO I fft^ 

4)  («t-i)(w.-i)K-0    (".-')  K-0  («1-0 

_L  99^9 ^ P^fj 


(«4-0(«»-i)(«.-l)       (tt.-l)  (m,-1)  (W,"-1)*       ^ 
Allgemein  ist 

CP,P,  P,+  CP.P^P,  +  CP,  P^P,  +  CP,P,P,=  P^P,  P,P,. 
Da  nun  hier  die  vier  Punkte  P  auf  einer  Ebene  liegen ,  so  folgt 

Hierdurch  ergiebt  sich  aus  4) 

gi^t  ("i-l)  +  Ö't'-t  («.-  0  +^s'-»  (W3-I)  +  0^4 "4  ("4-  0  ==  Ö- 
Hieraus  folgt  die  gewünschte  Gleichung 

gt^i^i  +ö'«''tW,+flf8''3«a-H^4''4"4=^» 

wenn  z/  das  dreifache  Volumen  des  Axentetraeders  bezeichnet. 

In  ganz  derselben  Weise  leitet  man  die  Gleichung  ab,  welche  zwischen 
den  von  mir  /.  c.  vorgeschlagenen  Coordinaten  der  Geraden  in  der  Ebene 
besteht. 

Dresden,  6.  October  1873.  Dr.  Richard  Heger. 


VI.    Einige  Bemerkungen  zn  dem  Aufsätze  Steinsohneider*!: 
,,Thabit  („Thebit'O  ben  Korra<'  (Bd.XVm,  Heft  4,  S.  33Iflgg.). 

In  genanntem  Aufsatze  hat  Steinschneider  (S.  337)  auf  meine  Auto- 
rität hin  die  Handschrift  F.  IL  33  in  Basel  als  die  Arbeit  des  Thabit  de 
figura  guae  nominalur  sector  enthaltend  aufgeführt.  Als  ich  dies  1868 
niederschrieb,  hallo  ich  den  betreffenden  Codex  noch  nicht  zur  Ilandj  iu 
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einer  ansfübrlichen  Arbeit,  die  ich  später  an  Boncompagni  sendete  nnd 
von  der  die  vier  ersten  Bogen  noch  1869  dreimal  zu  meiner  Correctur 
kamen  —  seitdem  ist  davon  wieder  Alles  still  geworden  — ,  habe  ich  meine 
Ansicht  nach  Autopsie  geändert.  In  der  Handschrift  F,  IL  33  heisst  das 
16.  Stück  Liber  Carasionis  vel  Tkebit  filius  Chorae:  de  figuris 
sectoribus  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  (wie  eine  Vergleicluing des- 
sen, was  ich  1868  in  dieser  Zeitschrift  geschrieben,  unmittelbar  ergiebt)  darin 
wirklich  immer  von  der  Theilung  einer  Geraden  in  verschiedene  seciore s . 
Abschnitte,  gesprochen  wird.  Ich  kann  daher  Näheres  über  das  Werk 
Thabit*s  nicht  angeben;  mir  will  nur  d^B  Thebii  de  proportionibus. 
was  in  der  Oxforder  Handschrift  vorausgeht,  sehr  zweifelhaft  erscheinen. 
Der  Campani'schen  Arbeit  de  figura  sectore  in  der  Florentiner  Hand- 
schrift geht  nämlich  auch  ein  Werk  de  proporiionaliiate  voraus,  dem 
Camp  an  US  angehörend.  Ob  das  nicht  Verwechselung  sein  dürfte,  wie 
Steinschneider  selbst  unter  Nr.  8  zugiebt? 

Das  unter  Nr.  8  angeführte  Werk  De  motu  ociavae  sphaerae  ist 
enthalten  in  Basel  F.  II,  SS**.  Vorauf  geht  dort  die  Theorica  planeia- 
rum  des  Campanus,  mit  der  die  Handschrift  auch,  wie  der  Augenschein 
lehrt,  gleichzeitig  geschrieben  ist.  Auch  von  dem  in  Anmerkung  9  erwähn- 
ten Tideus  enthält  die  Baseler  Handschrift  zwei  Stücke,  nämlich:  TAi- 
deus  d^  speculis  combureniibus  vel  de  seciione  mukesi,  enthaltend 
die  Theorie  der  parabolischen  Brennspiegel,  und  ein  anderes  blos  De 
spe cutis  betitelt,  das  die  gewöhnlichen  Sachen  enthält. 

Thorn,  27.  November  1873.  M.  Curtzb. 
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'  et  alle  V  :^t 

■    tm^    !  jtc 

nv  in  fr  iiffaflc  neu  ^lHj«9«PetiH 

C  ..    i  ...  ^   .  ,^    .üil  Würdigung  ^ciii«rr  wi^eGfU- 


i*n   von  t*mi^t*G  seit 

ler 

t^Yf^tmUti*     [i^  fi?.|    gr*  ö* 

H^    IVofru-Mar   an  dur  TTiuversität 

m   Vm^,   Elemofit«   d«r 

i. 

.11  ■ 
vier  ^i, 

1,  tVf>f*  IUI  iL  k5i. 

>^ 

iLthode  tJL              ucii 
•1   wnU   lim  Thf»ori»  ihr 

V  zn  Müjichen,  diu 

Bali 


an«  d«jr  analytische»  Geometrie  der  ^rÄd<*ii  Liniet 

in    der  E) seiner.  :  t4)  und 

^i}h.  n.  1  Thlr.  i' 
ij6*  Beterminanteii  ekuieTüftr  brlit4üiif4t,     /-wifit»*  AitHagv*     [IV 

'  '    -r.  8.    -r^b,  ti,    12  Ngr, 

hr  Carl»  l'rotvssor  nn  der  ITniversitJtt  ku  LmpÄig,  Xbeorie  Scr 

:       n  Kräfte*     DarK*giijij^  imd  Erwmt^ruiig  dt'i- Vi       ■     *  t», 

II,  W  >  W  »5  ii  c^  r ,  G .  K  i  r  c  b  1 1  o  il  v>u twick«  1 1  i^u  i '  u 

nrg.  analytiflchw  Geometrie  rlrr  Kei^el schnitte  mit  b*>smirlei'ef 
dir     neufp-ti  i'ii     Wui  'ii 

-  .  .    ■  -  „i.K,    FVotesaoi-    atii     .._,:..     ...     .Imikutn    _,  i 

UtMk  Ariilrigo.     [XXXV  u,  tSO^»  S.)     gr  H.     geh,  ß.  4  Till r.  1' 

Mmlytiiche  Geometrie   der  höhere  ebenen  Cur"-^*^  n 

t  von    Dr*  WrT^Tnr.M  Fikoler,    Profe^bor   am  n 

."■'.•   ■.   [X\l  0,  472  ß.)    :.  .^^  Ihlr.  lUAK^r, 

Schi  Sfft^hf.  (ti^h.  H^M.  r  an  der  poi}'- 

im  der  höheren 

hinmg.    Zwf*ite 

.^e.    .Mit  iloböuhmttcn  im  Texte,    [Vll  n.  287  S.J  gr.  8. 

Schröder.   Dr.  E*«  l'r<>f<ih.5<jr  am  Pro-  nnd  Jieiügymnaaiuiii  in  Baden-Bttden, 
Leiirbiicli   der  Arithmetik  and  Algebra  für  Lelimr  und  BfudiretKlo. 
Er^t>*r    UsUid.      Uh   ^i^ben    al^^t'l^raiicht^Q    Oxieraüoiien,     jX  u*  Süü  S,] 
^r    8.      g*:h    11.  2  Thlr,  L'O  Nj^,a\ 
SobOler,     WilliPl^n   Friedrichi    Duceiit  am   UBniglicheii   Polytechnikum    211 
v.'i:r'  ht^n.    ö'       '       iiaetik   und  Algebra  in  philosophischer  Begrün- 
dung-    Von         ..  ...     L  TbiL     gr.  8.     geh.  1  Thh.  U)  Ngn 
W9?rAur;lit  ö**«  Jalcob,  allgemeine  Theorie  iiod  Berechnimg  iler  kontmnir- 
'     -.:.,r..,..  .     I    r  ^^   j^jj  akodemi^iihL^ti  UutHrndit  uiwl 

.     Mit  vieltm  llfjlzHdinitten  und  4  Htho- 
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IV. 

Ein  Theorem  über  die  WechBelwirkungen  in  endlichen 

Entfernungen. 

Von 

Nicolaus  Umow, 

Docent  an  der  Universität  Odessa. 


In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  einige  allgemeine  Eigenschaften 
der  Wechselwirkungen  in  endlichen  Entfernungen  dargelegt,  welche  die 
Möglichkeit  gewähren,  nach  den  bekannten  Wechselwirkungen  die  Gesetze 
derjenigen  zu  bestimmen,  welche  nicht  unmittelbar  aus  der  Erfahrung  ge- 
fanden  werden  können. 

Um  die  Vorstellung  der  mechanischen  Kraft  von  der  Voraussetzung  der 
Ursache  derselbenzu  trennen,  werde  ich  für  die  Ursachen  der  Wechselwirkun- 
gen das  Wort„Agentium**,  welches  schon  von  Clausius  benutzt  war,  ein- 
fübren.  Unter  diesem  Worte  werde  ich  die  elektrischen  und  magnetischen  Flüs- 
sigkeiten, den  elektrischen  StrÄm,  die  wägbare  Materie  u.  s.  w.  verstehen. 

§  1. 

Das  Theorem,  dessen  Ableitung  die  Aufgabe  dieser  Arbeit  ist,  lautet 
folgendermassen. 

Wenn  wir  drei  Agentien  A^y  ^^^  ß  haben,  von  denen  die  zwei  ersten 
miteinander  gleichartig  und  mit  dem  dritten  gleich-  oder  verschiedenartig 
sind ,  können  wir,  wenn  das  Gesetz  der  Wechselwirkungen  von  J^  und  A^ 
mit  ß  bekannt  ist,  das  Gesetz  der  Wechselwirkungen  von  J^  und  A^  mit- 
einander durch  folgende  Methode  bestimmen. 

Den  ganzen,  die  Agentien  ^,  und  ^,  umgebenden  Raum  denken  wir 
uns  stetig  und  gleichmässig  von  den  Agentien  j3  gefüllt,  so  dass  die  Wirkung 
der  Agentien  ß  auf  das  Agentium  Ai  und  ^,  (jedes  einzeln  genommen) 
gleich  Null  ist.  Den  ganzen  von  den  Agentien  ß  gefüllten  Raum  werde  ich 
„Zwischenmittel*'  nennen. 

Wollen  wir  die  Kräfte ,  mit  welchen  Af  und  A^  auf  die  Theilchen  des 
Zwiscfaenmittels   in  den  Richtungen  der  rechtwinkligen   Coordinatenaxen 

2Mt.chrift  f.  Malhenudk  a.  Phy.ik.  X.X.  %  ^.^.^7^  ^^  GoOglC 
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wirken,  mit  den  Geschwindigkeiten  u,  t;,  w  derselben  Theilchen  identificiren. 
(Diese  Grössen  können  entweder  die  Geschwindigkeiten  in  den  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  oder  die  Rotationsgeschwindigkeiten  um  dieselben 
Axen  darstellen.)  Dann  haben  wir,  wenn  für  die  Wirkung  von  //^  auf  ^f 
ein  Potential  il  existirt,  die  Formel 

1)  ±n^a+\CrC\u^  +  t'  +  n^\dxdydz, 

wo  a  eine  Constante  ist  und  das  dreifache  Integral  auf  den  ganzen  Raum 
ausgedehnt  wird,  welcher  zwischen  der  Fläche  einer  unendlich  grossen 
Sphäre  und  den  Flächen,  die  unendlich  nahe  die  Agentien  A^  und  A^  um- 
geben, liegt.  Das  Vorzeichen  der  Grösse  17  wird  durch  die  einfachste,  für 
jede  Art  der  Agentien  mögliche  Erfahrung  bestimmt. 

Das  Theorem  l)  kann  noch  anders  ausgedrückt  werden.    Bezeichnen 

wir  durch   -^r-^i  — r-^  die  lebendigen  Kräfte  der  Bewegungen  der  Agentien 

Ai  und  A^,  welche  durch  ihre  Wechselwirkung  verursacht  werden,  und  wol- 
len wir  annehmen,  dass  die  Grösse  17  die  Zeit  nicht  explicite  enthält,  so 
haben  wir  dann  dem  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  zufolge 

2)  !^V-^Vn=6, 

wo  b  eine  Constante  ist.  Wenn  wir  hier  die  Grösse  Z7  aus  l)  einsetzen,  so 
haben  wir 

^)  Vj!  +  !^+ W7Tl«'+t^'+«^'i  dxdydz^consL 

Den  Ausdruck  1)  werde  ich  noch  in  einer  andern  Form  darstellen. 

Es  seien  |/^,  ly^^,  f,-^  die  Kraftcomponenten  in  den  Richtungen  der  Co- 
ordinatenaxen, mit  welchen  das  Agentium.^,- auf  das  eine  gewisse  Lage  im 
Räume  einnehmende  Agentin  m  ß  wirkt.  Indem  wir  j3  als  ein  Theilchen  des 
Zwischenmittels  ansehen,  werden  wir  seine  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten durch  Uiy  Viy  ivi  bezeichnen.  Unserem  Theorem  gemäss  müssen  wir 
dann  im  Falle  zweier  Agentien  A^  und  A^  setzen 

folglich 

u  =i/i  4- 1/, ,     r  =  p,  +  », ,     w  =  w,  +  Wj. 

Wenn  wir  diese  Grössen  in  1)  einsetzen ,  so  finden  wir 

+  n=:a+  }^  r  f  r\u,^+v^''+Wi*\  dx  dx  dz 
5)  +\JJJW+V^^+W\dxdydz 

+  /  /  /  {w,  w,  +  »,  r,  +  w,  w,|  dx  dy  dz. 
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Da  Ui ,  Vi ,  Wi  eine  Unstetigkeit  nur  in  den  Theilen  des  Raumes,  welche 
mit  den  entsprechenden  Agentien  Ji  erfüllt  sind,  erleiden  können,  so  stellen 
die  zwei  ersten  Integrale  Grössen  vor,  welche  von  der  relativen  Lage  der 
Agentien  A^  und  A^  unabhängig  sind,  und  werden  daher  positive  Constante 
sein.    Ihre  Summe  werde  ich  durch  ÜT*  bezeichnen.    Folglich : 

6)  +n=a  +  K^+  f  I  f  twi^t  +  ^'i^t +  «'!«',]  dxdy  dz. 

Das  hier  dargelegte  Theorem  wird  erstens  für  alle  uns  bekannten ,  in 
enfllichen  Entfernungen  wirkenden  Naturkräfte  verificirt,  zweitens  wird  es 
für  gewisse  Kräfte  abgeleitet,  und  drittens  werden  wir  die  Möglichkeit 
haben,  einige  allgemeine  Schlüsse  über  die  Wechselwirkungen  in  Entfer- 
nungen zu  machen. 

Das  Theorem  wollen  wir  für  folgende  specielle  Fälle  verificiren : 

1.  ^1  und  ^,  sind  zwei  Stromelemente,  ß  ist  ein  Magnetpol.  Das 
Theorem  giebt  den  Ausdruck  des  Potentials  zweier  Stromelemente  auf- 
einander, welches  mit  dem  Potential  von  Helmhol tz  identisch  ist. 

2.  ^1  und  j4f  sind  zwei  geschlossene  Ströme,  ß  ist  ein  Magnetpol. 
Das  Theorem  giebt  den  allgemein  bekannten  Ausdruck  des  Potentials 
zweier  geschlossener  Ströme  aufeinander. 

S.  Ai  und  ^2  sind  zwei  Magnetpole,  ß  ein  Stromelement.  Wir  erhal- 
ten das  Potential  zweier  Magnetpole  aufeinander. 

4.  Ai ,  Af  und  ß  sind  magnetische,  elektrische  oder  wägbare  Massen. 
Das  Theorem  giebt  entsprechende  Potentiale. 

§2. 

Ai  und  A^  sind  zwei  Stromelemente,  ß  ein  Magnetpol. 

Es  seien  die  Längen  beider  Stromelemente  dSi  und  ds^.  Die  geometri- 
schen Centri^  dieser  Elemente  wollen  wir  durch  Af  und  ^,  bezeichnen.  Die 
Intensitäten  der  Ströme  seien  i,  und  t,.  Denken  wir  uns  noch  eine  magne- 
tische Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  Eins,  welche  in  dem  ganzen  Räume 
ergossen  ist,  der  zwischen  einer  unendlich  grossen  Sphäre  und  zwei  unend- 
lich kleinen,  die  Elemente  ^^j  und  ds^  umgebenden  Sphären  liegt. 

Bezeichnen  wir  durch  «,,  jS,,  y, ,  a,,  j5„  y,  die  Winkel  der  Elemente  ds^ 
und  ds^  mit  den  Coordinatenaxen,  so  haben  wir  folgende  Ausdrücke  für  die 
Kräfte,  mit  welchen  A^  und  A^  auf  die  Theilchen  des  magnetischen  Mittels 
wirken : 

fc     _    {y-yi)cosy^r'{Z'-z,)cosß,    ..,_.. 


1 ) 


{xs,)cosß,''(y-y^)cosa,  _ 

Digiti?^  by  Google 


100  Ein  Theorem  über  die  Wechselwirkungen  etc. 

_1   (z—z,)cofa,-(a:-a?,)  00^/2   .   .    _ 

7)  V2ß  = 8 U^h  —  ^t> 

^% 

fe^=  (^-^,)co»^-(y-y.)co»«,  ^rf,^_^^. 

Es  sind  hier  a?i ,  y^ ,  «i ,  a?, ,  y, ,  2,  die  Coordinaten  der  Centra  A^  and  -/rf,. 

Diese  Ausdrücke  der  KrÄfte  eines  Stromelements  auf  einen  Magnetpol 
können  als  Folgerungen  der  Gesetze  von  Briot  und  Savart  angesehen 
werden.  Indem  wir  die  Ausdrücke  7)  in  die  Formel  ö)  einsetzen,  erhal- 
ten wir 

8)  +  I, i^ds, ds^  r r n{^-h)cos<»i-(x-x^)cosy^\\{z-2;)cosct^-'(a:--'X^)cosYt\  ^^ 

+  u  f.  ds,  ds^  ff  f\j^Z^^A^  ßi-{y-yx)cosa,\\[x-x^)cosß^-{y'y^)cosa^\  ^^ 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  für  die  o^Axe  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Elemente  ds^  und  ds^  und  ihren  Mittelpunkt  für  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  annehmen.  Es  werden  dann  y,=z,=y,=?f=0.  Bezeichnen 
wir  die  Enfernung  der  beiden  Elemente  durch  /{,  so  haben  wir 

R  ,  R 

Ausserdem  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  die  dreifachen  Integrale,  bei 
denen  unter  dem  Integralzeichen  Coordinaten  in  erster  Potenz  als  Factoren 
vorkommen,  verschwinden.   Folglich : 

9)  +n=a  +  K* 

icosy,  cosy^l  j  j  Lj^-^cosß,  cosß^  j  j  j  ^^, 
+  cosa,  cosaj  J  J  —^  +  cosyt  cosy^l  j  j  -yr^^^ 
+  cosß^  cosßj   I  J  -j^dm+cosatcosa^j  J   I  ^^ 
Wir  haben  noch  wegen  der  vollen  Symmetrie  um  die  x-Aze 

jjm=ssm 

Wenn  wir  durch  {ds^^  dSf)  den  Winkel  der  beiden  Elemente  ds^  und  ds^ 
bezeichnen ,  erhalten  wir 
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11)  +i7«=a+Är« 

+  hh 

I  /  /  /  ^^^^ 


f,  ds^  dst  <  cos  (dsu  ds^)  /  /  /  ^s^^ 


Da 

12)  co5^j  co5|St  +  cosy^  cosyt  =  cos{d8i^  ds^)  —  co5a,  C05af , 

so  folgt  sofort 

18)  +n^a+iC* 


+  f,i,d*,  ds^ 


—  COS  {Bf  dsx)  cos{B^ 

a,  =  Z.(Ä,rf*,),     «,  =  /.(/?,  d*,).  . 

Um  den  definitiven  Ausdrack  für  die  Grösse  JTzu  finden,  müssen  wir 
die  hier  vorkommenden  Integrale  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  statt 
rechtwinkliger  Coordinaten  einführen  {Beiti,  leorica  delle  forze  che  agiscono 
secondo  la  legge  di  Newton ,  Pisa  1865) : 

1.  Ebenen,  welche  durch  die  or-Aze  gehen;  ich  werde  sie  meridio- 
nale  Ebenen  nennen.  Der  Parameter  q>  dieser  Ebenen  ändert  sich  zwi- 
schen 0  und  2n. 

2.  Rotationsflächen,  welche  durch  die  meridionalen  Ebenen  in 
Kreisen  geschnitten  werden ,  die  durch  die  Gentra  ^,  und  J^  gehen.  Es 
erfolgt  dann  die  Gleichung  dieser  Kreise : 

^  \^       2tangv/        XZstnvJ 

Es  ist  hier  ^  =  ^^-|-«*,  und  der  Parameter  v  der  Kreise  ändert  sich  von 
0  bis  n 

3.  Rotationsflächen,  welche  von  den  meridionalen  Ebenen  in  Kreisen 
geschpitteo  werden,  die  durch  zwei  imaginäre  Punkte  gehen.  Diese 
Punkte  liegen  in  der  x  Axe  und  ihre  Eutfernungen  von  dem  Coordinaten- 
anfangsp unkte  sind 

Die  Gleichung  dieser  Kreise  ist 
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Es  ist  hier  u  der  Parameter  der  Kreise ,  welcher .  sich  zwischen  —  od 
und  -f-oo  ändert;  langh^  sink,  cosh  bezeichnen  die  hyperbolischen  Tangen- 
ten, Sinusse  und  Cosinusse. 

Die  Gleichungen  für  den  Uebergang  von  den  ebenen  Coordinaten 
X,  y^  z  zu  den  eingeführten  sind  folgende : 

E  sin  h  u 

X=i ) 

2  (C05ÄM  — co«r) 

Rsint) .  sinv 

17)  y  =  — ? 1 Ti 

^       2{co8hu  —  cosv) 

B  sinv  .  cosq> 

2  {cos hu  —  cosv)' 

Wenn  wir  durch  A,,  A„  A,  die  differentiellen  Parameter  erster  Ordnung 
der  eingeführten  Flächen  bezeichnen ,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Aus- 
druck für  das  Raumelement: 

du  .  dv  ,  d g> 

Ä,  .  Ä,  .  A3 
oder 

Ä*  du  ,dv.dq>.  sinv 

19)  d(ö=—.— z. 

6      {coshu'-cosvy 

Wenn  wir  die  Functionen ,  die  unter  dem  Zeichen  der  dreifachen  In- 
tegrale in  dem  Ausdrucke  13)  vorkommen,  in  den  eingeführten  Coordinaten 
ausdrücken ,  so  werden  wir  finden ,  dass  im  Zähler  der  genannten  Functio- 
nen der  constante  Factor  l^  und  im  Nenner  A^  erscheinen  wird.    Es  kann 

folglich  der  Factor  —  ausserhalb  der  Integralzeichen  gestellt  werden.    Un- 
R 

ter  den  Integralzeichen  aber  bleiben  Ausdrücke,  die  blos  von  den  Integra- 
tionsgrenzen abhängen  und  nie  unendlich  werden  für  die  Centra  At  und  J^' 
Sie  werden  folglich  von  der  Lage  der  Elemente  unabhängig  sein.  Wir 
erhalten  daher,  wenn  wir  mit  k  und  [i  zwei  Constante  beseicbnen : 

20)    +  77=:  a  +  K^  +  'i^jL^«  [xcos{ds^,  ds^)  -  ticos{R,  ds,)  cos{R,  dsA. 

Ä  (  ) 

Wenn  wir  die  Constante  a  so  wählen,  dass  a-f-Ä'*  =  0,  so  wird  die 
Grösse  77  mit  dem  Ausdrucke  des  Potentials  zweier  Stromelemente  auf  ein- 
ander identisch,  wie  es  von  Helm  holt  z  (Grelle,  1871)  gegeben  ist.  Von 
den  beiden  Vorzeichen  der  Grösse  77  muss  man  das  Vorzeichen  —  beibehal- 
ten ,  da  zwei  einander  parallele,  auf  ihrer  Verbindungslinie  senkrecht 
stehende  Stromelemente,  in  denen  die  Ströme  gleichgerichtet  sind,  einander 
anziehen;  die  Coefficienten  X  und  (i  aber,  wie  leicht  einzusehen  ist,  sind  po- 
sitive Grössen. 

§3. 

Es  seien  Ai  und  A^  zwei  geschlossene  Ströme ,  ß  ein  Magnetpol.  Die 
Verification  unseres  Theorems  für  diesen  Fall  ist  in  dem  Artikel  dea  Herrn 
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Prof.  Kirch  hoff  „Ueber  die  Kräfte,  welche  zwei  unendlich  dünne,  starre 
Ringe  in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  aufeinander  ausüben  können^*  (Grelle, 
1870)  in  versteckter  Form  enthalten.  Die  folgende  Auseinanderlegung  wird 
um  so  einfacher,  als  es  das  Wesen  des  Theorems  selbst  gestattet. 

Denken  wir  uns  zwei  sehr  dünne  Ringe  ^j ,  ^,  von  beliebiger  Form, 
welche  von  den  Strömen  t| ,  t,  durchflössen  sind.  Der  ganze  Raum  zwischen 
einer  unendlich  grossen  Sphäre  und  zwei  Flächen,  von  denen  jede  völlig 
von  einem  Ringe  begrenzt  ist,  denken  wir  uns  mit  einer  gleichförmigen 
magnetischen  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  Eins  erfüllt.  Jedes  Theilchen 
dieser  Flüssigkeit  kann  als  ein  Magnetpol  betrachtet  werden.  Wenn  wir 
mit  üx ,  üi  die  Potentiale  beider  Ströme  auf  einen  Magnetpol  bezeichnen, 
so  haben  wir  unserem  Theorem  gemäss 


21) 


Die  Functionen  £/«,  U^  genügen  der  Gleichung  von  Laplace  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  Raumes,  welcher  von  der  magnetischen  Flüssigkeit 
erfüllt  ist;  sie  verschwinden  für  unendlich  entfernte  Punkte;  bei  dem  Durch- 
gange durch  die  Flächen,  die  von  den  Ringen  begrenzt  sind^  erleiden  sie 
Stetigkeitsunterbrechungen,  welche  durch  die  Grössen  4;rti  und  Aiti^  reprä- 
sentirt  werden. 

Wenn  wir  die  Ausdrücke  21)  in  die  Formel  6)  einsetzen,  finden  wir 

22)±n^a  +  I^^+JJJ\-^.-^+^^.-^+j^.^\da:dydz. 

Das  hier  vorkommende  dreifache  Integral  kann  mittels  des  Theorems  von 
Green  umgewandelt  werden;  wir  erhalten  somit 


dU, 

düt 
^^  dx 

dU, 
''==dy' 

düt 

dU, 
"''=dz^ 

düt 
'"'-dz' 

-f"''^' 


23)  +n==a  +  K^-'l  ü,  -r^ds, 

ft/        an 

wo  ds  ein  Element  der  durch  die  Ringe  begrenzten  Flächen  ist,  dn  das 
Element  der  Normale  zu  ds,  und  das  Integral  auf  beide  Seiten  der  genann- 
ten Flächen  ausgedehnt  werden  muss.  In  dem  angeführten  Artikel  zeigt 
Herr  Prof.  Kirchhoff  die  Bedeutung  des  Integrals  des  23).  Ausdrucks; 
dieser  Bedeutting  zufolge  können  wir  die  Formel  23)  auf  folgende  Weise 
schreiben : 

M)  n=a  +  £*-*jllff^*cos{ds,dH). 

Wenn  wir  a+^'^O  annehmen,  so  erhalten  wir  den  bekannten  Aus- 
druck des  Potentials  zweier  geschlossener  Ströme  aufeinander. 
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§4. 

Ai  und  J^  8ind  zwei  Magnetpole,  ß  ein  Element  von  geradlinigen,  der 
X'Axe  parallelen  Strömen,  welche  den  ganzen  Raum  ausfüllen.  Die  Inten- 
sität der  Ströme  ist  gleich  1,  Die  Verbindungslinie  der  Pole  A^  und  A^  neh- 
men wir  für  die  a;-Axe. 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Pole  ^,  und  Af  auf  irgend  ein  Strom- 
element wirken,  werden  in  diesem  Falle 


26) 


Es  sind  hier  o?,  y,  z  die  Coordinaten  des  Stromelements,  und  r„  r,  seine 
Entfernungen  von  den  Polen  ^j,  ^,;  f*,,  ft,  sind  die  Mengen  der  magneti- 
schen Flüssigkeiten  in  den  Polen. 

Wenn  wir  die  Ausdrücke  25)  in  6)  einsetzen ,  so  finden  wir 

28)  ±n=a  +  K*  +  (i,(i,JfJ^^d«,. 

Wenn  wir  die  krummlinigen  Cooidinaten  des  §2  einführen,  so  wird  der 
vorhergehende  Ausdruck  in  den  folgenden  umgewandelt: 

27)  ±I7=«  +  Ä"  +  i^, 

WO  l  eine  Constante  und  R  die  Entfernung  der  Pole  ist.  Wenn  wir 
a-f-Ar^  =  0  annehmen,  so  finden  wir  das  Potential  zweier  magnetischer 
Massen  aufeinander.  Bei  der  Grösse  77  muss  man  das  Vorzeichen  +  bei- 
behalten ,  da  die  gleichnamigen  magnetischen  Massen  sich  abstossen. 


§5. 

Aij  A^y  ß  sind  alle  gleichartig  und  sind  nichts  Anderes,  als  elektrische 
oder  magnetische,  oder  ponderable  Massen.  Wollen  wir  diese  Massen  durch 
m|,  m,  bezeichnen,  und  denken  wir  uns  dieselben  in  unendlich  kleinen  Vo- 
lumina At  und  A^  concentrirt.  Den  ganzen  Raum  zwischen  einer  unendlich 
grossen  Sphäre  und  zwei  unendlich  kleinen,  die  Punkte  ^|  und  A^  umgeben- 
den Sphären  denken  wir  uns  von  den  Agentien  j3,  deren  Intensität  der  Ein- 
heit gleich  ist,  erfüllt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  eines  Theilchens  des  Mittels  von  A^ 
and  ^' durch  Tj  ,  r,,  so  haben  wir 
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&/>  =  ----  =  «',,        &/»  =  -^  =  «'«- 


Wir  finden  den  folgenden  Ausdruck ,  indem  wir  diese  Grössen  in  die  For- 
mel 6)  einsetzen : 

/'/*/*W—   d—      d—    d—      d—   d— / 

Nach  dem  Green *schen  Theorem  wird  dieser  Ausdruck  in  den  fol- 
genden umgewandelt,  indem  wir  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 
vernachlässigen : 

30)  ±n  =  a+K'  + j^. 

Setzen  wir  a-^E*=0,  so  erhalten  wir  den  allgemein  bekannten  Aus- 
druck des  Potentials  zweier  magnetischen  oder  elektrischen  Massen  aufein- 
ander, wenn  wir  bei  der  Grösse  17  das  Vorzeichen  +  beibehalten,  und  den 
Ausdruck  des  Potentials  der  ponderabilen  Massen  aufeinander,  wenn  wir 
das  Vorzeichen  —  beibehalten.  Im  ersten  Falle  wird  die  Wahl  des  Vorzei- 
chens dadurch  bedingt,  dass  die  gleichnamigen  Massen  sich  abstossen,  im 
zweiten  aber  umgekehrt. 

Das  auseinandergesetzte  Theorem  könnten  wir  noch  für  verschieden- 
artige Combinationen  der  Naturkräfte  verificiren.  Indem  ich  es  als  richtig 
annehme,  werde  ich  einige  Folgerungen  aus  demselben  ableiten. 


Folgerung  I.  Es  soll  eine  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
beliebigen  Ageutien  stattfinden. 

Wenn  ein  Agentium  ß  ezistirte,  zwischen  welchem  und  zwei  gleicharti- 
gen Agentien  Aiy  A^  keine  Wechselwirkung  stattfände,  so  müssten  wir  in 
dem  Ausdrucke  6)  ti  =  &=n;=0  annehmen;  es  wäre  dann  das  Potential  von 
Ax  auf  Ax  eine  constante  Grösse ,  d.  h.  es  existirto  keine  Wechselwirkung 
von  Ax  auf  ii,,  was  der  Erfahrung  widerspricht,  da  immer  zwischen  zwei 
gleichartigen  Agentien  eine  Wechselwirkung  stattfindet. 

§7. 
Die  Wechselwirkung   verschiedener  Agentien  in  Entfernungen   wird 
immer  durch  Functionen  ihrer  Coordinaten  dargestellt.    Diese  Functionen 
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müssen  immer  homogene  Functionen  sein;  denn  drückten  sich  die  Kräfte, 
nicht  durch  homogene  Functionen  der  Goordiuaten  aus,  so  wäre  das  Ver- 
bältniss  zweier  Kräfte,  mit  welchen  zwei  Agentien  in  zwei  verschiedenen 
Lagen  aufeinander  wirken,  von  der  Wahr  der  Längeneinheiten  abhängig, 
was  unmöglich  ist. 

Wollen  wir  annehmen,  dass  die  Kräfte,  welche  von  zwei  gleichartigen, 
unendlich  kleine  Raum-,  Flächen-  oder  Linienelemente  füllenden  Agentien 
Aii  A^  auf  j$  ausgeübt  werden,  durch  homogene  Functionen  m^**^  Potenz  aus- 
gedrückt werden.  Es  können  dabei  die  Coefficienten ,  die  in  der  Function 
vorkommen ,  nach  der  Art  der  Agentien  von  verschiedenen  Bedingungen 
abhängen. 

Es  werden  in  unserem  Falle  die  Producte  t/| ,  t/,  u.  s.  w.  homogene 
Functionen  2m^®^  Potenz  sein.  Indeai  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
und  das  Raumelement  durch  die  im  %  2  eingeführten  krummlinigen  Coordi- 
naten ausdrücken,  können  wir  aus  dem  dreifachen  Integrale 


SU 


die  Grösse  i{2">+9  heraussetzen,    wo  R  die   gegenseitige  Entfernung   der 
Agentien  A^  und  A^  ist.    Bezeichnen  wir  durch  M  eine  Constante,  so  haben 
wir  folglich  [nach  der  Formel  6),  wenn  a+K^^O  gesetzt  wird]: 
gl)  JI=AfÄ2«+3. 

Um  die  Kraft  zu  finden ,  differentiiren  wir  nach  R 

32)  ^=  {2m  +  3)ilf  Ä2-+2. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  kann  ich  eine  neue  Folgerung  ausein- 
andersetzen. 

Folgerung  IL  Das  allgemeine  Gesetz  der  Wechselwirkun- 
gen in  endlichen  Entfernungen  kann  nur  durch  eine  homo- 
gene Function  —2*®*"  Potenz  ausgedrückt  werden. 

o)  Wollen  wir  die  angeführte  Folgerung  erstens  für  gleichartige  Agen- 
tien ableiten.  Denken  wir  uns  die  Agentien  ß  mit^, ,  dt  gleichartig;  die 
Potenz  m  der  homogenen  Functionen ,  welche  die  von  A^  und  At  auf  ß  aus- 
geübten Kräfte  darstellen,  soll  mit  derjenigen  der  Entfernung  R  überein- 
stimmen ,  welcher  die  zwischen  Ax  und  A^  wirkende  Kraft  proportional  ist, 
d.  h.  der  Formel  32)  gemäss 

33)  w  =  2m  +  2, 
woraus 

34)  m  =  — 2, 
was  zu  beweisen  war. 

ß)  Jetzt  komme  ich  zu  der  Wechselwirkung  zwischen  ungleichartigen 
Agentien.  Nach  der  ersten  Folgerung  soll  eine  Wechselwirkung  awischen 
zwei  beliebig  gewählten   Agentien  stattfinden.     Es  seien  daher  ^  und  Ax 
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Bwei  beliebige  gleichartige  Agentien  und  ß  ein  beliebiges,  ihnen  ungleich- 
artiges Ageutiam;  es  wird  dann  m  die  Potenz  der  homogenen  Functionen, 
die  die  Kräfte  darstellen ,  welche  At ,  Af  auf  ß  ausüben.  Nach  der  Formel 
32)  wird  die  zwischen  Ai  und  At  wirkende  Kraft  eine  homogene  Function 
von  {2m  +  2y*^  Potenz.  Nach  der  Formel  34)  muss  aber  diese  Potenz,  da^j 
und  At  gleichartig  sind,  gleich  —2  sein.    Folglich 

35)  — 2  =  2ot  +  2, 

woraus  wir  die  Potenz  der  homogenen  Functionen  finden ,  die  die  Kräfte 
darstellen,  welche  ungleichartige  Agentien  aufeinander  ausüben: 

36)  m  =  —  2 , 
was  zu  beweisen  war. 

§8. 

Das  in  §  1  dargelegte  Theorem  besteht  aus  zwei  Theilen : 

1.  Das  Potential  zweier  gleichartiger  Agentien  aufeinander  kann 
immer  durch  die  Summe  der  Quadrate  von  Grössen ,  die  für  alle  Punkte 
des  Raumes  gegeben  sind ,  ausgedrückt  werden. 

2.  Die  Grösse,  welche  hier  als  für  alle  Punkte  des  Raumes  gegeben 
betrachtet  wird,  ist  mit  der  Kraft  identisch,  mit  welcher  beide  Agentien 
auf  irgend  ein  anderes,  in  demselben  Punkte  des  Raumes  liegendes 
Agentium  wirken. 

§». 

Der  erste  Theil  des  Theorems  kann  aprfort  abgeleitet  werden  im  Falle, 
daas  ein  Potential  für  Kräfte  der  Agentien  At ,  ^,  auf  ß  existirt. 

Als  Ausgangspunkt  der  Ableitung  des  Theorems  in  unserem  Falle  wird 
das  Gesetz  der  Wechselwirkung  dienen,  nach  welchem  die  Wirkung  immer 
gleich,  aber  der  Gegenwirkung  entgegengesetzt  ist.  Mit  anderen  Worten: 
wir  müssen  zu  demselben  Resultate  kommen,  wenn  wir  das  Potential  des 
Agentiums  A^  auf  A^  oder  des  Agentiums  A^  auf  Ai  berechnen ,  d.  h. : 

,  37)  ii„  =  n„. 

Es  folgt  hieraus,  dass  11  symmetrisch  aus  zwei  Functionen  gebildet 
sein  muss,  von  denen  jede  nur  von  den  Elementen  des  einen  der  Agentien 
Ai ,  Af  abhängig  ist.  Indem  wir  aus  diesen  Functionen  die  Grösse  77,,  be- 
rechnen, müssen  wir  sie  gewissen  Operationen  in  Bezug  auf  ^i,  und  ^|  un- 
terwerfen; wenn  wir  aber  il^i  berechnen,  so  müssen  wir  sie  den  entspre- 
chenden Operationen  in  Bezug  auf  die  Agentien  AfyAx  unterwerfen. 

Wir  werden  allen  diesen  Forderungen  genügen,  indem  wir  setzen 

r    dV,  r    dV, 

n,,=b-    r,~ido,  -lv»-~  rf«.. 
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Es  ist  hier  b  eine  willkürliche  Constante,  Fj,  F,  sind  zwei  Functionen, 
von  denen  die  erste  nur  von  den  Elementen  des  Centrums  ^i,  und  die 
zweite  nur  von  den  Elementen  des  Centrums  Af  abhängt.  Die  Integrale 
werden  auf  die  Elemente  d<r, ,  döt  zweier  Flächen,  die  unendlich  nahe  die 
Agentien  ^i,  Af  umgeben,  ausgedehnt;  di/| ,  dUf  stellen  die  Elemente  der 
Normalen  zu  diesen  Flächen  vor,  die  in  den  unbegrenzten,  die  Agentien 
umgebenden  Raum  gerichtet  sind. 

Wollen  wir  annehmen,  dass  die  Functionen  Fj,  F,  in  dem  ganzen  un- 
begrenzten Räume,  der  die  Agentien  A^^  A^  umgiebt,  endlich  und  stetig 
bleiben  und  dass  sie  für  unendlich  entfernte  Punkte  verschwinden.  In  die- 
sem Falle  können  wir  mittels  des  Gk'een*  sehen  Theorems  die  Gleichungen 
37)  in  folgende  umwandeln: 


39) 


wo 


und  das  dreifache  Integral  wird  auf  den  ganzen  Raum  By  der  zwischen 
einer  unendlich  grossen  Sphäre  und  zwei,  die  Agentien  unendlich  nahe  um- 
gebenden Flächen  liegt,  ausgedehnt. 

Damit  die  Bedingung  37)  erfüllt  sei ,  müssen  wir  haben 

41)  JJf^'^'  ^*  "^"^^fJJ  ^'  ^'  ^'  ''"• 

Wir  genügen  dieser  Gleichung  durch  die  Voraussetzung,  dass  die  Functio- 
nen Fl,  F,  der  Gleichung  von  Laplace  genügen: 

42)  z/,  F,=0,     ^,F,  =  0. 
Wollen  wir  bemerken ,  dass  die  Ausdrücke 


43) 


in  welchen  die  dreifachen  Integrale  auf  den  ganzen  Raum  B  ausgedehnt 
sind,  constantc  Grössen  darstellen.  Wir  können  folglich  wegen  der  Gleich- 
ungen 42)  schreiben 

was  zu  beweisen  war. 
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Wenn  für  die  Wirkungen  der  Agentien  ^,,  ^,  auf  ß  die  Potentiale 
Fl,  Vf  existiren,  so  werden  die  Kräfte  in  den  Richtungen  der  Coordinaten- 
axen  durch  entsprechende  Differentialquotienten  dargestellt;  indem  wir  sie 
mit  den  Geschwindigkeiten  in  drei  einander  senkrechten  Richtungen  iden- 
tificiren,  finden  wir 

45)  n==a  +  ^JJß{u,+u,y  +  {f>,+v,y  +  {w,+w,y\da>',    • 

ein  Ausdruck,  der  mit  dem  5)  übereinstimmt^  mit  dem  Unterschiede,  dass  11 
hier  ein  bestimmtes  Vorzeichen  hat.  Es  können  aber  die  zwei  Vorzeichen 
der  Grösse  77,  die  in  5)  hervortreten,  auf  ein  einziges  reducirt  werden. 

§  10. 
Von  den  zwei  Vorzeichen,  die  vor  der  Grösse  77  in  den  Ausdrücken 
5)  oder  6)  stehen,  hatte  ich  das  positive  beibehalten,  wenn  bei  der  Wech- 
selwirkung gleichnamiger  Agentien  eine  Abstossung  stattfindet,  und  das 
negative,  wenn  die  gleichnamigen  Agentien  sich  anziehen,*  z.  B.  im  Falle 
der  Stromelemente  und  der  Gravitation. 

Die  Grösse  77  kann  immer  das  eine  positive  Vorzeichen  beibehalten, 
wenn  wir  die  Dichtigkeit  d  des  Zwischenroittels  durch  den  folgenden  allgemei- 
nen Ausdruck  darstellen: 

40)  c/  =  «  +  /3/^, 

wobei ,  wenn 

i.  die  gleichnamigen  Agentiein  sich  voneinander  abstossen: 

47)  «=l,     jS  =  0; 

2.  die  gleichnamigen  Agentien  sich  anziehen: 

48)  a  =  0,     /5  =  1. 

Die  Bedeutung  der  Grösse  /^  I  wird  durch  folgende  Ueberlegungen 
weiter  erklärt.  Die  Einführung  der  Formel  46)  giebt  uns  die  Möglichkeit, 
statt  der  Formel  5)  für  77  die  Formel  45)  anzunehmen.  Indem  wir  sie  in 
den  Ausdruck  3)  des  Princips  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  einsetzen, 
finden  wir 

49)  *J^L  +  '!llL+^J'Jß,^+v'+,v'\dm  =  const. 

§11. 
Die  physikalische  Bedeutung  des  Ausdruckes  49)  befindet  sich  im  in- 
nigsten Zusammenhange  mit  einer  Ansicht  über  die  Art  der  Wechselwir- 
kungen in  endlichen  Entfernungen,   welche  in  der  Wissenschaft  allmälig 
durchdringt.    Wollen  wir  als  eine  physikalische  Wahrheit  annehmen,  dass 


*  Ausser  der  Wechselwirkung  zweier  geschlossener  Ströme  aufeinander,  wovon 
wir  noch  später  sprechen  werden. 
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eine  Wechselwirkung  in  endlichen  Entfernungen  zwischen 
willkürlichen  Agentien,  wenn  sie  von  keinem  Zwischenmit- 
tel umgeben  sind,  unmöglich  ist. 

Der  erste  Theil  unseres  Theorems,  welcher  durch  die  Formel  49)  aus- 
gedrückt ist,  zeigt  uns,  dass  die  Wechselwirkung  in  endlichen  Entfernnngen 
zwischen  zwei  Agentien,  die  von  einem  Zwiscbenmittel  umgeben  sind,  cha- 
rakterisirt  wird  durch  den  Ueb ergang  der  lebendigen  Kraft  von 
der  Bewegung  der  Agentien  auf  die  Bewegungen  der  Theil- 
chen  des  Zwischenmittels,  und  umgekehrt.  Von  der  andern  Seite 
zeigt  uns  ein  Blick  auf  die  Formel  40),  dass  die  potentielle  Energie 
der  Agentien  der  lebendigen  Kraft  des  Zwischenmittels 
gleich  ist,  und  umgekehrt,  dass  die  potentielle  Energie  des 
Zwischenmittels  der  lebendigen  Kraft  der  Agentien  gleich  ist. 

Der  zweite  Theil  des  Theorems  wird  durch  die  Eigenschaften  des  Zwi- 
scbenmittels,  dessen  Existenz  für  die  Wechselwirkung  der  Agentien  in  end 
liehen  Entfernungen  nothwendig  ist,  bedingt.  Mit  diesen  Schlüssen  steht 
die  in  efnigen  Fällen  imaginäre  Dichtigkeit  des  Zwischenmittels  nicht  im 
Widerspruche.  Die  imaginären  Grössen  haben  in  diesem  Falle  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  anderen  physikalischen  Fragen.  Ihr  Vorkommen  zeigt 
nur  eine  unrichtige  Bestimmung  der  Bewegungs arten  oder  eine  nnrichtige 
Combination  derselben.  Bei  der  Berechnung  des  Potentials  zweier  geschlos- 
sener Ströme  aufeinander  ist  die  Dichtigkeit  des  Zwischenmittels  eine  reelle 
Grösse,  bei  der  Berechnung  aber  des  Potentials  zweier  Stromelemente  auf 
einander  ist  sie  imaginär.  Im  ersten  Falle  vermeide]!!  wir  die  imaginären 
Grössen,  indem  wir  einen  geschlossenen  Strom  durch  zwei  mit  magnetischen 
Flüssigkeiten  belegte  Flächen  ersetzen.  Es  liegt  daher  die  Voraussetzung 
auf  der  Hand,  dass  im  zweiten  Falle  die  imaginären  Grössen  beseitigt  wer- 
den, wenn  die  Stromelemente  durch  andere  Agentien  ersetzt  werden,  derart, 
dass  die  gleichnamigen  sich  abstossen  (elektrische  Massen). 

Es  ist  jetzt  sehr  wichtig,  zu  beurtheilen:  wie  weit  erstreckt  sich  der 
Zusammenhang  des  ersten  Theiles  unseres  Theorems  oder  der  Formel  49) 
mit  dem  Princip  der  Unmöglichkeit  der  unmittelbaren  Wech- 
selwirkung in  endlichen  Entfernungen? 

§12. 
Denken  wir  uns  zwei  gleichartige,  in  zwei  Punkten  concentrirte  Agen- 
tien ^1  und  Af.    Auf  eine  solche  Art  der  centralen  Wechselwirkungen  kön- 

nen  alle  Naturkräfte  zurückgeführt  werden.    Bezeichnen  wir  durch  — — , 

die  lebendigen  Kräfte  der  Centra  j4^  ,  A^  und  durch  TL  ihre  potentielle 

Energie.  Indem  wir  von  einer  stabilen  Gleichgewichtslage  der  Centra  aus- 
gehen, können  wir  dieselbe  so  wählen,  dass  die  Grösse  JT^^immer  einen  po- 
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sitiven  Werth  hat.  Wir  haben  dann  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft 
gemäss 

50)  ?i^V-''*'  +  n=c. 

Wenn  wir  das  Princip  der  Unmöglichkeit  der  unmittelbaren  Wechsel- 
wirkung in  endlichen  Entfernungen  annehmen,  so  müssen  wir  ein  Zwischen- 
mittel,  das  die  Agentien  ^|,  At  umgiebt,  einführen.    £6  sei  S^^—^  die 

Summe  der  lebendigen  Kräfte  aller  Theilchen  des  Zwischenmittels  und  i7| 
die  potentielle  Energie  desselben.  Indem  wir  zu  einem  solchen,  aus  den 
Agentien  A^ ,  A^  und  dem  Zwischenmittel  bestehenden  System  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft  anwenden,  erhalten  wir 

5.)  *^+^+n+z^-f\n,  =  c 

Da  die  Centra  A^  und  A^  (unserer  Annahme  zufolge)  aufeinander  nicht 
unmittelbar  wirken,  ist  J7=0,  folglich 

»)  '^V'^V^^'  +  n.  =  c. 

Indem  wir  diese  Gleichung  mit  50)  vergleichen,  erhalten  wir 

53)  n  =  z^+i7,, 

d.  h.  die  potentielle  Energie  zweier  in  endlichen  Entfernungen  wechselwir- 
kender Agentien  aufeinander  ist  gleich  der  Summe  der  kinetischen  und 
potentiellen  Energie  des  Zwischenmittels. 

Diese  Folgerung  kann  noch  einfacher  formulirt  werden,  wenn  wir  die 
Frage  beantworten:  Ist  die  Entwickelung  der  potentiellen  Energie  möglich 
bei  der  Wechselwirkung  in  unendlich  kleinen  Entfernungen  zweier 
Agentien,  die  von  einem  Zwischenmittel  nicht  umgeben  sind? 

Denken  wir  uns ,  dass  die  Centra  A^ ,  A^  öich  im  Anfange  in  endlichen 
Entfernungen  voneinander  befänden,  so  dass  keine  Wechselwirkung  zwi- 
schen ihnen  möglich  wäre.   Es  sei  die  Summe  ihrer  lebendigen  Kräfte  gleich 

-—.    Wollen  wir  annehmen,  dass  bei  ihren  weiteren  Bewegungen  die  Centra 

unendlich/ nahe  aneinander  vorbeigehen.  In  diesem  Augenblicke  findet  eine 
Wechselwirkung  statt.  Dann  gehen  sie  weiter  auseinander,  ohne  eine  Kraft 
aufeinander  auszuüben,  da  sie  nach  unserer  Annahme  von  keinem  Zwischen- 
mittel umgeben  sind.  Nach  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Energie 
muss  die  Summe  der  le^^endigen  Kräfte  und  der  potentiellen  Energie  im 
Augenblicke  der  Wechselwirkung  der  Centra  in  unendlich  kleinen  Entfer- 

nungen  der  Grösse  —  gleich  sein.    Wenn  wir  die  Summe  der  lebendigen 
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Kräfte  für  dieses  Moment  durch  —  and  die  potentielle  Energie  durch  p, 
bezeichnen ,  so  haben  wir 

Ich  bemerke ,  dass  die  Möglichkeit  der  Umwandlung  der  potentiellen 
Energie  in  die  lebendige  Kraft  immer  existiren  muss.  Diese  Möglichkeit 
wird  nach  der  herrschenden  Meinung  durch  den  sogenannten  Spannungs- 
zustand der  Kräfte  bedingt;  sie  existirt  folglich  nur,  soweit  zwischen  den 
Agentien  Kräfte  wirken,  welche  im  Allgemeinen  unendlich  klein  sein  kön- 
nen, aber  doch  immer  existiren  müssen. 

In  unserem  Falle  aber,  wegen  der  Nichtexistenz  eines  Mittels  zwischen 
den  sich  voneinander  entfernenden  Centren,  existirt  keine  Wechselwirkung 
mehr.  Die  potentielle  Energie  p^  kann  daher  niemals  in  eine  lebendige 
Kraft  umgewandelt  werden.  Es  stellt  also  hier  die  Grösse  p^  keine  poten- 
tielle Energie  mehr  vor,  sondern  einen  Verlust  der  lebendigen  Kraft,  der 
niemals  wieder  hergestellt  wird.  Wir  haben  es  hier  mit  einem  Verluste  der 
Energie,  der  dem  Gesetze  ihrer  Erhaltung  widerspricht,  zu  thun;  wir  müs- 
sen daher  annehmen,  dass  Pi  =  0. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Wechselwirkung  zweier  Agentien,  die  von 
keinem  Zwischenmittel  umgeben  sind,  nicht  die  Summe  ihrer  lebendigen 
Kräfte  ändert. 

Wir  kommen  also  zu  einem  allgemeinen  Princip : 

Die  Möglichkeit  der  Entwickelung  der  potentiellen  Energie  bei  irgend 
einer  Wechselwirkung  in  beliebiger  Entfernung  wird  durch  das  Dasein  eines 
Mittels  zwischen  den  wechselwirkenden  Agentien  bedingt. 

Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  dem  Ausdrucke  53)  zurück.  Wenn  das  von 
uns  im  Anfange  dieses  Paragraphen  eingeführte  Zwischenmittel  von  einem 
andern  durchdrangen  wird,  so  haben  wir  nach  dem  oben  bewiesenen  Prin- 
cip 77|=0,  folglich  aus  53) 

und  der  Ausdruck  52)  wird  in  den  folgenden  umgewandelt: 

56)  -jlL  +  ^h^+E^J^^c. 

*  2     ^     2     ^         2 

Diese  Gleichung  führt  uns  zu  folgenden  Schlüssen : 

1.  Die  potentielle  Energie  der  Agentien  Ax ,  A^  ist  nichts  Anderes, 
als  die  lebendige  Kraft  der  Bewegungen  der  Theilchen  des  Zwischen- 
mittels. 

2.  Die  potentielle  Energie  des  Zwischeniqittels  ist  nichts  Anderes, 
als  die  lebendige  Kraft  der  Bewegungen  der  Agentien  A\  >  A^ 

3.  Die  Wechselwirkung  besteht  in  der  gegenseitigen  Umwandlung 
der  lebendigen  Kräfte  der  Agentien  ^| ,  ^,  und  des  Zwischenmittels. 
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§13. 

Wir  können  zu  der  oben  bewiesenen  Bedeutung  der  potentiellen 
Energie  noch  durch  eine  logische  Analyse  der  herrschenden  Ideen  über  die 
potentielle  Energie  kommen. 

Die  Idee  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie  besteht  darin,  dass 
in  der  Natur  neben  einer  Erscheinung,  deren  Intensität  abnimmt,  eine  an- 
dere, deren  Intensität  in  demselben  Masse  zunimmt,  entstehen  rouss;  wenn 
die  letztere  Erscheinung  nicht  angezeigt  oder  verneint  wird ,  so  wird  das 
mit  der  Annahme  gleichbedeutend,  dass  es  möglich  ist,  die  Energie  aus 
Nichts  zu  schaffen,  was  ein  physikalischer  Unsinn  ist.  Wollen  wir  das  Ge- 
setz der  Erhaltung  der  Energie  mit  dem  Princip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft  vergleichen.  Das  Letztere  drückt  die  Umwandelbarkeit  der 
kinetischen  Energie  in  die  potentielle  ans.  Die  kinetische  Energie  ist  das 
Mass  der  Intensität  einer  reellen  Erscheinung  —  der  Bewegung.  Nun  wol- 
len wir  sehen:  was  für  eine  reelle  Erscheinung  wird  der  potentiellen  Energie 
entsprechen?  In  der  Wissenschaft  finden  wir  bis  jetzt  nur  die  eiif^ige  Ant- 
wort: die  potentielle  Energie  stellt  die  Intensität  einer  rellen  Erscheinung, 
der  Arbeit  der  Kräfte ,  dar. 

Kann  aber  z.  B.  die  Arbeit  der  centralen  «Kräfte  diejenige  reelle 
Erscheinung  sein,  welche  mit  dem  Verschwinden  der  lebendigen  Kraft 
der  Centra  zunimmt  und,  so  zu  sagen,  diese  lebendige  Kraft  überlebt? 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  die  Idee  der  Arbeit  unvermeidlich  mit 
der  Idee  irgendwelcher  Veränderung  verbunden  ist.  Ich  kann  von  der 
Arbeit  der  Kräfte  nur  so  lange  sprechen,  als  der  Angriffspunkt  dieser  Kräfte 
in  Bewegung  begriffen  ist.  Sobald  er  ruht,  giebt  es  keine  Arbeit  mehr.  Die 
Annahme  aber,  dass  die  Arbeit  existirt  wie  eine  reelle  Erscheinung,  welche 
die  Energie  aufgespeichert  enthält,  nachdem  die  ganze  lebendige  Kraft*  ver- 
schwunden ist  und  die  Centra  ruhen ,  ist  unmöglich ,  denn  im  Augenblicke 
der  Ruhe  kann  man  nicht  die  Existenz  Desjenigen  annehmen ,  welches  nur 
während  der  Bewegung  existiren  kann. 

Man  könnte  noch  annehmen,  dass  die  verschwundene  lebendige  Kraft 
in  Form  eines  Vorrathes  in  dem  Spannungszustand^  der  Kräfte,  die  zwi- 
schen den  Centren  wirken,  verborgen  sei.  Abgesehen  von  der  vollständigen 
Unbestimmtheit  dieser  Voraussetzung,  genügt  es,  zu  erinnern,  dass  im  Falle 
zweier  sich  anziehenden  Centren  ihre  kinetische  Energie,  mithin  auch  die 
Spannung  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte,  mit  der  Entfernung  gleich- 
zeitig immer  kleiner  wird.. 

Die  einzige  Antwort ,  welche  allen  Forderungen  einer  physikalischen 
Lösung  entspricht,  besteht  in  der  Annahme  der  Umwandlung  der  lebendi- 
gen Kraft  der  wechselwirkenden  Agentien  in  die  lebendige  Kraft  der  Theil- 
then  des  sie  umgebenden  Zwischenmittels,  welches  die  Wechselwirkungen 
der  Agentien  in  endlichen  Entfernungen  bedingt.  ^  , 
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§14. 

Die  vorhergehenden  Ergebnisse  können  ▼erallgemeinert  werden.  Ein 
System  gleichnamiger  Agentien,  welches  von  der  äbrigen  Natnr  ansgeschie 
den  ist,  werde  ich  ein  einfaches  Mittel  nennen. 

Ein  zusammengesetztes  Mittel  wird  durch  mehrere  einfache, 
einander  durchdringende  Mittel  gebildet. 

Die  Wechselwirkung  der  Elemente  eines  einfachen,  un^begreuzten  Mit- 
tels ftndert  nicht  die  Summe  ihrer  lebendigen  KrUfte.  *Unter  dem  Worte 
„lebendige  Kraft*'  verstehe  ich  die  lebendige  Kraft  aller  Formen  von  Be- 
wegungen, welche  in  dem  Mittel  für  den  gegebenen  Augenblick  existiren. 

Als  ein  Beispiel  eines  einfachen  Mittels  können  die  vollkommenen 
Oase  dienen.  In  Bezug  auf  gewisse  Bewegungsformen ,  z.  B.  für  Schwing- 
ungen, spielt  ein  unbegrenztes,  elastisches  Mittel  die  Rolle  eines  einfachen 
Mittels. 

Die  Elemente,  aus  denen  die  einfachen  Mittel  zusammengesetzt  sind, 
können  einen 'sehr  complicirten  Bau  haben.  Ein  materielles  Theilchen  z.B. 
besteht  aus  Molekülen  und  die  letzteren  aus  Atomen.  Alle  Theile  eines  und 
desselben  Elements  können  sich  auf  sehr  verschiedene  Arten  bewegen  und 
die  lebendige  Kraft  kann  von  den  einen  Formen  der  Bewegungen  auf  die 
anderen,  die  sich  im  Experimente  nicht  offenbaren,  übergehen,  was  zu  einer 
Täuschung  führen  kann,  welche  in  der  Voraussetzung  besteht,  dass  die 
lebendige  Kraft  eines  einfachen  Mittels  sich  in  die  potentielle  Energie  nm- 
wandelt.  Eine  ähnliche  Täuschung  äussert  sich  bei  der  Zusammenstellung 
der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  Gase,  wie  sie  in  der  Mechanik  ab- 
geleitet wird,  mit  den  Ergebnissen  der  dynamischen  Theorie  der  Gase. 

Die  Körper  der  iQ^atur  sind  meistens  zusammengesetzte  oder  einfache 
Mittel,  die  von  einem  oder  mehreren  in  dem  Welträume  ergossenen  einfachen 
Mitteln  durchdrungen  sind. 

§  15. 
Die  vorhergehenden  Schlüsse  führen  zu  folgendem  Ausdrucke  des  Ge- 
setzes der  Erhaltung^der  Energie : 

a)  Jede  Aenderung  in  der  Grösse  der  lebendigen  Kraft  wird  durch 
ihren  Uebergang  von  den  Theilchen  des  einen  Mittels  auf  die  Theilchen 
des  andern,  oder  von  den  einen  Bewegungsformen  auf  die  anderen  bedingt. 

b)  Ein  gegebenes  Quantum  der  lebendigen  Kraft  bleibt  sich  immer 
gleich  bei  jedem  Wechsel  der  Erscheinungen. 

c)  Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  in  der  Natur  bleibt  unverändert. 
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V. 

üeber  die  Steiner'sche  Hypocyeloide  mit  drei  Rttckkehr- 

pnnkten. 

•  Von 

MiLINOWSKI, 
GymnasiaHehrer  in  Tilsit. 


(Hierzu  Tafel  I,  Fig.  1—6.) 


Im  zweiten  Heft  des  17.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  hat  Dr.  Kiepert 
die  meisten  der  von  Steiner  im  53.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  mit- 
getheilten  Sätze  über  eine  gemeine  Jiypocycloide  mit  3  Rückkehrpunkten 
abgeleitet,  indem  er  die  Enveloppe  der  Geraden  (is  bestimmt,  wenn  sich  2 
Punkte  fi  und  s  auf  einem  Kreise  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegen, 
und  zwar  der  eine  doppelt  so  schnell,  als  der  andere.  Steiner  selbst  hat 
die  Eigenschaften  jener  Cnrve  aus  den  Eigenschaften  des  Dreiecks  und  des 
Kreises  abgeleitet  und  es  ist  wohl  nicht  ohne  Interesse,  dem  Gedanken- 
gange des  grossen  Geometers  folgend ,  ans  den  elementaren  Beziehungen 
zwischen  Dreieck  und  Kreis  die  angegebenen  SUtze  zu  entwickeln.  Bevor 
dies  aber  geschieht,  sollen  jene  Sätze  für  einen  beliebigen  ^Kegelschnitt 
allein  mit  den  Hilfsmitteln,  welche  die  Geometrie  der  Lage  bietet,  bewiesen 
werden. 

Anfeinem  Kegelschnitte  K  sei  Pein  beliebiger  Punkt;  es  seien  gr  zwei 
durch  P  gezogene  Gerade,  welche  Km  Q  und  R  schneiden ,  und  endlich  sei 
g  eine  beliebige  Gerade.  Welche  Curve  wird  dann  von  allen  Geraden  ein- 
gehüllt, deren  Schnittpunkte  mit  q  und  r  harmonisch  durch  die  mit^  und  iC 
getrennt  werden?  Durch  einen  festen  Punkt  X  sei  o:  ein  variabler  Strahl, 
welcher  g  in  F sehneidet.  Das  Büschel  X(F»..)  ist  in  perspectivischer  Lage 
mit  dem  Büschel  P(y, . .),  und  wenn  PZ  der  Strahl  ist,  welcher  g  und  r  von 
PF  harmonisch  trennt,  so  ist  auch  P(Z...)  in  projectivischer  Beziehung 
mit  X{Y..,).  Der  von  beiden  Büscheln  erzeugte  Kegelschnitt  schneidet  K 
ausser  in  P  noch  in  drei  Punkten  MNO  und  die  Geraden  JTM^  _. 
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haben  also  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schnittpunkte  mit  q  und  r  dnrch  die 
mit  K  nnd  g  harmonisch  getrennt  werden.  Gerade  von  dieser  Eigenschaft 
lassen  sich  daher  durch  jeden  Punkt  nur  drei  ziehen  und  daher  werden  alle 
Gerade  von  dieser  Eigenschaft  von  einer  Cnrve  C^  der  dritten  Classe  ein- 
gehüllt. —  Wählt  man  X  auf  gr,  zieht  i^JTundPZ,  welches  ^  und  r  von  P2' har- 
monisch trennt,  so  schneidet  PZden  Kegelschnitt  K  ineinem  Punkte  My  und 
es  ist  XM  die  einzige  Tangente ,  welche  von  X  an  C,  gezogen  werden  kann. 
Daraus  lässt  sich  schliessen ,  dass  g  eine  Doppeltangente  von  (7,  ist.  Da 
also  Cj  von  der  vierten  Ordnung  ist,  so  mag  es  mit  C,*  bezeichnet  werden. 

Zunächst  sollen  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  K  nnd  C^  auf- 
gesucht werden.  Ist  X  i*\xi  Punkt  von  AT,  x  die  Tangente  in  ihm,  welche 
^r  in  091  schneidet,  ist  F  der  Punkt,  welcher  X  von  09t  harmonisch  trennt, 
so  entspricht  jedem  Punkt  X  ein  Strahl  PY  und  umgekehrt.  Bei  der  Ver- 
«änderung  von  X  stehen  also  die  Punkte  X.,,  zu  den  Tangenten  a:...iind 
auch  zu  den  Strahlen  /'(F...)  in  projectivischer  Beziehung.  Das  Strahlen- 
büschel  /'(P. ..)  erzeugt  mit  dem  Tangentcnbüschel  K{x,,,)  eine  Cnrve 
dritter  Ordnung,  die  P  zum  Doppelpunkt  hat  und  die  Gerade p  in  3  Punkten 
Y'  r'  Y"  schneidet.  Sind  ¥X\  PX'\  PX"*  die  drei  Strahlen,  welche  q 
und  r  von  PY\  P  Y'\  P  F"'  harmonisch  trennen  und  X'  X"  X'"  ihre  Schnitt- 
punkte mit  Ky  so  sind  X*  Y\  X"  F",  X'"  F'"  die  einzigen  Tangenten,  welche 
K  und  C/  gemeinschaftlich  haben.  Da  im  Allgemeinen  zwei  Curven  dritter 
und  zweiter  Classe  6  gemeinschaftliche  Tangenten  haben ,  so  fallen  in  jeder 
der  obigen  drei  Tangenten  je  zwei  zusammen  und  es  mässen  sich  die  Carven 
in  X'  X"  X'"  berühren. 

Auch  auf  folgendem  \yege  lässt  sich  das  erreichte  Resultat  ableiten. 
Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  von  gr,  PZ  der  Strahl,  welcher  q  und  r  von  PX 
harmonisch  trennt,  nnd  gleichzeitig  Z  sein  Schnittpunkt  mit  K^  dann  ist  bei 
der  Veränderung  von  ^  auf  gr  das  Büschel  P{X...^  in  projectivischer  Be- 
ziehung mit  P{Z,..)  und  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den  Punktreihen 
g(X,..)  und  K(Z.,,),  Die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  ist  aber  eine  Curve  dritter  Classe,  welche  p  doppelt  und  AT  drei- 
fach berührt. 

1.  Wir  folgern  daher:  «^Alle  Geraden,  deren,  Schnittpunkte  mit  q 
und  r  durch  die  mit  ^  und  K  harmonisch  getrennt  werden,  werden  von 
einer  Curve  dritter  Classe  eingehüllt,  die  g  doppelt  nnd  K  dretfach  be- 
rührt." 

Die  Eigenschaften  dieser  Curve,  allerdings  für  einen  besondern  Fall, 
ergeben  sich  unmittelbar  aus  einigen  Sätzen  über  das  geradlinige  Dreieck. 
Der  besondere  Fall  ist  derjenige,  dass  die  Gerade  QR  durch  den  Pol  von  ^^ 
bezüglich  A"  geht. 

Fig.  l.  Ißt  ABC  ein  Dreieck,  sind  P^  und  P^  beliebige  Punkte,  so 
ziehe  man  dnrch  sie  nach  den  Ecken  Transversalen,  welche  die  Seiten  in 
A^  ß,  C,  A^  B^Cy  schneiden.     Zu  den  letzten  drei  Punkten  bestimme  Jnan  die 
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harmonischen  Gegenpnnkte  Ä^V^C\  bezflglich  der  Ecken  des  Dreiecks, 
dann  liegen  dieselben  in  einer  Geraden  g.  Man  betrachte  ABCP^  als  die 
Grundpnnkte  eines  Keg^lschnittoüschels,  dann  liegen  die  conjugirten  Punkte 
zu  den  Punkten  von  g  in  Bezug  auf  das  Büschel  auf  einem  Kegelschnitt  JSTi 
der  durch  die  drei  Diagonalpunkte  A^B^C^  des  Vierecks  ABCP^  geht.  Der 
Schnittpunkt  Ä^  von  g  und  BC  hat  als  conjugirten  Punkt  A^^  also  geht  K 
durch  A^  und  auch  durch  B^C^.  Bezeichnet  man  noch  die  Schnittpunkte 
von  AP^  %  BPxi  CPx  mit  K  und  g  mit  a  und  9,  ß  und  93,  y  und  S,  so  sind 
diese  drei  Punktpaare  conjugirt  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel.  Es 
gehört  nämlich  das  Geradenpaar  (^P|,  BQ)  zu  den  Kegelschnitten  dessel- 
ben und  daher  muss  der  conjngirte  Punkt  zu  31.  auf  ^P^  liegen,  also  der 
Schnittpunkt  von  AP^  mit  K  sein.  Zu  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ge- 
hört aber  auch  das  Geradenpaar  {BPx^  AG)  und  daher  sind  die  Punkte  91 
und  a  durch  A  und  P^  harmonisch  getrennt.  Wenn  man  zu  den  Punkten 
A^  Bi  C,  bezüglich  der  Ecken  die  harmonischen  Gegenpunkte  A\  B^^  C\ 
bestimmen  würde,  so  erhielte  man  eine  neue  Gerade^',  auf  welcher  die  drei 
letzten  Punkte  liegen.  Die  conjugirten  Punkte  zu  den  Punkten  von  g'  be- 
züglich eines  Kegelschnittbüschels  mit  den  Grundpunkten  A'BCP^  liegen 
auf  demselben  Kegelschnitt  üf,  weil  er  auch  durdi  die  Punkte  A^  Z?,  C^  A^  B^  C, 
geht;  der  Kegelschnitt  K  aber  trennt  auch  die  Paare  A  und  i',,  B  und  P^t 
C  und  Pt  harmonisch  von  der  Geraden  g.  —  Die  Linie  5,6',  schneidet  g  in 
y,;  ferner  treffen  sich  die  Geraden  B^C^  und  A^C^  in-£,  B^Cx  und  A^C^  in 
F.  Dann  ist  der  Büschel  Ci{B<!AfA'^)  harmonisch,  und  ebenso  wegen  des 
Vierecks  A^B^C^C^  der  Büschel  E  {A^B^FO\)  oder  E{FC\A^Ai^)\  beide 
Büschel  haben  zwei  zusammenfallende  Strahlen  C^A^  und  E  A^  und  daher 
liegen  die  Schnittpunkte  der  übrigen  in  einer  Geraden.  Einer  dieser  Schnitt- 
punkte ist  A^^\  C,  B  und  EC\  schneiden  sich  in  C\ ,  C,  C  und  EF  in  einem 
Punkt  C",,  dann  liegen  also  A^fC\C'\  in  der  Geraden  ^,  d.  h.  C'\  fällt 
mit  @  zusammen.  Wegen  des  Vierseits  AB  CPx  schliesst  man,  dass  die 
Punkte  A't^B'i^C^^  die  Punktpaare  einer  Involution  sind.  Im  Punkt  C\ 
schneiden  sich  die  Geraden  A^  B^  und  C,  C, ;  die  Schnittpunkte  der  Ver- 
bindangslinien  dieser  Punkte  sind  zwei  Punkte  der  Polare  von  C\  bezüg- 
lich Ky  also  ist  /^^  diese  Polare  und  da  sie  durch  €  geht,  so  folgt,  dass  (S 
auf  der  Polare  von  C\  liegt.  Ferner  folgt,  dass  die  drei  Geraden  A\%^ 
^,S,  C,6  sich  in  einem  Punkt  U^  dem  Pol  von  g  schneiden.  Weil  C\ 
und  @  conjugirte  Puhkte  in  Bezug  auf  K  sind ,  so  liegt  der  Schnittpunkt  y 
von  C,  6  mit  ^  in  einer  Geraden  mit  C,  und  IT,  daraus  folgt,  dass  die  drei 
Geraden  ^g«,  B^ß^  C^y  sich  im  Pol  U  der  Geraden  g  schneiden.  Daher: 
2.  „Zieht  man  durch  die  Ecken  ABC  eines  Dreiecks  und  zwei  Punkte 
Px  und  Pt  Transversalen,  welche  die  Seiten  m AxBxCxA^B^C^  schneiden, 
so  liegen  die  harmonischen  Gegenpunkte  derselben  in  Bezug  auf  die 
Ecken  auf  2  Geraden  g  und  g\  Die  sechs  Fusspunkte  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt  iT,  welcher  die  Punkte  A  und  Px ,  B  und  P, ,  C  «ndi<P|har- t^ 
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moniscfa  von  g  and  die  Pankte  Ä  and  P^ ,  B  und  P^ ,  C  and  P^  harmoniaeb 
von  g  trennt.  Sind  a^y  and  a^y  diese  Trennangspankte,  so  scbnei- 
den  sieb  a^,,  /3f ,,  yC,  im  Pol  JT  von  g,  S A^ ,  ^B^ ,  y'C,  im  Pol  il'  von  g 
besägUcb  AT.«« 

Es  seien  A^  Bx  C^  drei  Pankte  eines  Kegelscbnitts  K^  IL  ein  beliebiger 
Punkt.  Alle  Strahlen ,  welcbe  darch  die  Seiten  A^  B^  and  Ag  C,  harmonisch 
getrennt  werden,  bilden  eine  Involation;  ebenso  bilden  die  Strahlen  von 
Ai  nach  den  Schnittpunkten  von  K  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüscbels 
in  77  eine  Involution.  Beide  Involutionen  haben  ein  gemeinschaftliches 
Strablenpaar,  welches  A"  in  a  und  A^  schneiden  mag.  Auf  gleiche  Weise  er- 
hält man  in  Bf  ein  solches  Strahlenpaar,  welches  i^  in  /}  und  B^  schneidet; 
es  liegen  also  a  und  Af  sowohl ,  als  ß  und  B^  in  gerader  Linie  mit  17.  Die 
in  Ai  und  B,  erhaltenen  Strahlenpaare  sind  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
A^  B^  C|  harmonisch  getrennt  und  da  die  harmonischen  Büschel  in  A^  und  B| 
den  Strahl  A^  B^  gemeinschaftlich  haben,  so  liegen  die  Schnittpankte  C|,  C»  P 
der  übrigen  in  einer  Geraden.  Endlich  geht  der  Strahl,  welcher  C^Af  and 
C^Bx  von  C\  P  harmonisch  trennt  dmrch  die  Schnittpankte  B  und  C  von  A^C 
mit  Bx  P  und  Bx C  mit  Ax Py  so  dass  man  ein  Dreieck  ABC  erh&It.  Ist  g  die 
Polare  von  77  bezüglich  if,  so  moss  nach  dem  vorigen  Satz  das  Strahlen- 
paar C^A^CxP  ^^^  Kegelschnitt  £m  zwei  Paukten  Cf  ond  )f  schneiden, 
welche  in  gerader  Linie  mit  77  liegen.  In  dem  erhaltenen  Dreieck  ABC 
werden  sowohl  die  Seiten  AB^BC,  AC  als  die  Abschnitte  ^ 7>,  BP^  (7 /'darch 
K  und  g  harmonisch  getheilt.    Aus  Allem  ergiebt  sich  der  Satz : 

3.  „Sind  Ax  Bx  C,  drei  beliebige  Punkte  eines  Kegelschnitts  K  und 
mau  zieht  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  Ax  Bx  Cx  solche  Strahlen,  welche 
durch  die  Seiten  harmonisch  getrennt  sind  und  deren  Schnittpankte  aA^ 
'  ß^ty  yCt  mit  K  in  einer  geraden  Linie  mit  einem  Punkt  77  liegen ,  so 
schneiden  sich  diese  Strahlen  zu  je  drei  in  vier  Punkten  ABCP,  Da- 
durch entstehen  vier  Dreiecke  ABC^  ABP,  CBP^  ACP^  deren  Seiten 
durch  AT  und  die  Polare  g  von  77  harmonisch  getrennt  werden.** 

In  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  Ä'  seien  77  und  g  Pol  and  Polare. 
Durch  einen  Punkt  Cx  auf  A'  ziehe  man  zwei  Gerade  6'|  y  und  Cx  C^  so  dass  ihre 
Schnittpunkte  y  und  C,  mit  K  in  einer  Geraden  mit  77  liegen.  Zieht  man 
nun  2  Strahlen,  die  durch  C^y  und  C,  C,  harmonisch  getrennt  sind  und  Af  in 
Ax  und  Bf  schneiden,  dann  schneiden  sich  die  Strablenpaare  in  ^,  und  ^,, 
welche  durch  Ax  Bx  und  ^iC, ,  BxAx  und  Bx  Cx  harmonisch  getrennt  sind  and 
AT  in  solchen  Punkten  a  und  Af^  ß  und  B^  schneiden,  dass  aA^  und  ßB^  sich 
in  77  treffen,  in  zwei  Punkten  A  und  B  auf  (7|6\  und  in  zwei  anderen  C  and 
P  auf  C,  y,  so  dass  A  und  B  durch  C,  und  g,  C  und  P  durch  y  und  g  harmo- 
nisch getrennt  werden.  Ebenso  werden  die  Schnittpunkte  von  AxA^  AxB, 
Bx  Ay  BxB  mit  Ct  C^  und  Cxy  durch  A'  und  g  harmonisch  getrennt.  Bei  der 
Veränderung  von  Ax  und  Bx  erhalten  wir  lauter  solche  Gerade,  deren  Schnitt- 
punkte mit  CxC^  und  Cxy  durch  g  und  AT  harmonisch  getrennt  werden.     Alle 
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diese  Geraden  werden  also  von  einer  Oorve  C/  der  dritten  Classe  und  vier- 
ten Ordnung  eingehüllt,  welche y  zur  Doppeltangente  hat  and  aach  C^y  und 
C^  Ct  berührt.  Die  sechs  Tangenten ,  welche  zn  einer  Gruppe  Ai  B^  C\  ge- 
hören, haben  die  Eigenschaft,  dass  jede  von  ihnen  durch  K  und  g  von  ihren 
Schnittpunkten  mit  jedem  der  Tangentenpaare  aus  A^ ,  B^  oder  Cx  harmo- 
nisch getrennt  wird.  Also  kann  man,  da  eine  Curve  dritter  Classe  vierter 
Ordnung  durch  sechs  Tangenten  und  die  Doppeltangente  bestimmt  ist,  jedes 
der  Tangentenpaare,  auch  wenn  Ax  und  Bx  sich  ändern ,  benutzen ,  um  die* 
selbe  Curve  dritter  Classe  herzustellen ,  indem  man  alle  Linien  aufsucht, 
deren  Schnittpunkte  mit  diesem  Tangentenpaare  harmonisch  durch  KMn^g 
getrennt  sind.    Aus  Allem  lässt  sich  folgern: 

4.  „Ist  qr  ein  Linienpaar,  dessen  Scheitel  P  auf  einem  Kegelschnitt 
i^  liegt,  dessen  andere  Schnittpunkte  SS^  mit  K  in  gerader  Linie  mit 
einem  bestimmten  Funkt  17  liegen,  so  werden  alle  Geraden,  deren  Schnitt- 
.  punkte  mit  q  und  r  harmonisch  durch  K  und  die  Polare  g  von  77  getrennt 
werden,  von  einer  Curve  C/  dritter  Classe  vierter  Ordnung  eingehüllt, 
die  g  zur  Doppeltangente  und  q  und  r  zu  einfachen  Tangenten  hat.  Von 
jedem  Punkt  P'  von  K  lassen  sich  drei  Tangenten  q' r  s  an  C^  ziehen, 
von  denen  zwei  /C  in  solchen  Punkten  S'S'x  schneiden,  dass  die  Gerade 
S' S\  durch  77  geht.  Wenn  je  zwei  solche  Tangenten  ein  Tangenten- 
paar genannt  werden,  so  wird  jedes  Tangentenpaar  von  irgend  einer 
Tangente  in  solchen  zwei  Punkten  geschnitten,  dass  sie  durch  g  und  K 
harmonisch  getrennt  werden.  —  Die  Curve  C^  berührt  den  Kegelschnitt 
K  in  drei  Punkten." 

Letzteres  folgt  aus  Satz  1;  doch  lässt  es  sich  auch  dadurch  beweisen, 
da^s  man  zeigt,  wie  die  Curve  C^  als  Enveloppe  der  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  einer  Punktreihe  und  einer  zu  ihr  projectivischen 
Pnnktinvolution  auf  K  betrachtet  werden  kann.  Die  drei  Punkte  der  In- 
volution, die  mit  ihren  entsprechenden  in  der  projectivischen  Punktreihe 
zusammenfallen,  sind  die  Berührungspunkte  von  K  mit  C^,  Jedem  Punkt 
A^  entspricht  ein  Punktpaar  ciA^  einer  Involution  und  umgekehrt.  Denn  ist 
Xx  Xf  ein  Punktpaar  der  Involution  auf  A  ß,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
mit  den  einzelnen  Tangentenpaaren  erzeugt  wird,  so  ist  bei  der  Ver- 
änderung von  Xi  Xf  das  Büschel  a(^| . . .  A", . . . .)  in  projectivischer  Beziehung 
mit  dem  Büschel  ^(A^^...  Jf, ...).  Beide  Büschel  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, der  K  in  er,  A^^C^  und  noch  einem  vierten  Punkt  schneidet.  Bezeich- 
nen wir  ihn  mit  X,  so  treffen  die  Strahlen  Äa  und  XA^  die  Linie  AB  m 
einem  Punktpaar  der  Involution  X^  X^  und  bilden  daher  ein  Taugentenpaai*; 
also  fällt  X  mit  A^  zusammen.  Die  Punktreihe  ^|...  ist  also  in  projectivi- 
scher Beziehung  mit  der  Involution  A^u,..  und  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  werden  von  der  Curve  C^  eingehüllt,  die  daher  auch 
K  dreifach  berührt. 

Wenn   der  Punkt  Ax  (Fig.  1)  dem  Punkt  C,  unendlich  nahe  rückt,   so 
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wird  auch  die  Tangente  AiA  unendlich  benachbart  der  Tangente  C^  A  sein, 
und  der  Schnittpunkt  A  wird  der  Berührungspunkt  der  Tangente  C,  A  oder 
A^  A  sein.  Da  aber  A  von  P  durch  a  und  die  Doppeltangente  g  harmonisch 
getrennt  wird,  in  unserem  Fall  aber  P  mit  Cj,  a  mit  C^  zusammenfallt,  so 
schliessen  wir: 

5.,,  Der  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente  irgend  eines  Tangenten- 
paares wird  erhalten,  wenn  man  denjenigen  Punkt  A  sucht,  der  den 
Scheitel  Cj  der  Tangente  t,  welcher  auf  K  liegt,  von  ihren  Schnittpunkten 
mit  K  und  der  Doppeltangente  harmonisch  trennt/* 

Fig.  2.  Der  Scheitel  eines  Tangentenpaares  qr  sei  /^  die  Tangenten 
schneiden  ÜT  in  5^1,  die  Gerade  SS^  geht  durch  den  Pol  i7  der  Doppel- 
tangente g.  Es  seien  Oüx  die  Schnittpunkte  von  qr  mit  g  und  T7,  seien  die 
Punkte  auf  qr^  welche  P  von  Sü^  resp.  S^  U^  harmonisch  trennen,  also  die 
Berührungspunkte  auf  ^  und  r.  Da  also  PTSü  und  PTi^i  üi  je  vier  har- 
monische Punkte  sind,  so  schneiden  sich  TTi ,  SS^^  üüt  in  einem  Punkt  NJ" 
Von  dem  harmonischen  Büschel  N{PTSU)  wird  die  Gerade  PU  in  harmo- 
nischen Punkten  geschnitten.  Wenn  die  Schnittpunkte  (NT^PTI)  mit  A' und 
{Nü^Fn)  mit  V  bezeichnet  werden,  so  sind  PXTIV  vier  harmonische 
Punkte;  wenn  Q  der  Schnittpunkt  von  PTL  mit  K  ist,  so  sind  auch  PQIIV 
vier  harmonische  Punkte,  weil  V  auf  der  Polare  von  g  von  77  liegt,  also 
muss  X  mit  Q  zusammenfallen,  d.  h.  die  Verbindungslinie  7T,  der  Be- 
rührungspunkte schneidet  A"  im  Schnittpunkt  von  P77  mit  K.  Die  Punkte 
SSiIIN  sind  auch  harmonisch  und  daher  wird  der  Büschel  P^SStTIN)  von 
TT^  in  harmonischen  Punkten  geschnitten  und  es  sind  TT^QN  vier  har- 
monische Punkte.  Es  wird  also  TT^  durch  ein  Tangentenpaar,  durch  K 
und  die  Doppeltangente  harmonisch  so  getheilt,  dass  die  Schnittpunkte  mit 
dein  Tangentenpaar  zugeordnete  sind,  und  daher  ist  TT,  selbst  eine  Tan 
gente  der  Carve,  d.  h. : 

6.  „Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  auf  den  Tangenten 
eines  Paares  ist  selbst  eine  Tangente.*' 

Der  zweite  Schnittpunkt  von  TT^  heisstjßi,  dann  lässt  sich  nachweisen, 
dass  PQi  auch  eine  Tangente  von  (7/  ist.  Denn  denkt  man  sich  in  Q^  die 
zweite  Tangente  des  Paares,  dessen  eine  Tangente  TT^  ist,  so  müssen  beide 
die  Tangenten  PS\xn^  PSy  in  solchen  Punkten  schneiden,  welche  durch  g 
und  K  harmonisch  getrennt  sind.  Da  dies  aber  die  Geraden  Qi  T  und  Qi  P 
thun,  so  sind  sie  auch  die  Tangenten  eines  Paares.  Daraus  folgt  folgende 
Construction  der  einzelnen  Tangentenpaare : 

7.  „Wenn  die  eine  Tangente  eines  Paares  mit  dem  Scheitel  P  den 
Kegelschnitt  K\u  S  trifft,  so  construire  man  den  Punkt  7",  durch  welchen 
P  von  g  und  K  harmonisch  getrennt  wird,  ziehe  P77  bis  zum  Schnittpunkt 
Q  mit  AT,  ferner  TQ^  bis  es  K  zum  zweiten  Mal  in  £),  schneidet,  und  end- 
lich Ö,  P,  so  sind  Ö,  T  und  ß,  P  wieder  die  Tangenten  eines  Paares.** 
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Die  erhaltenen  Resultate  lassen  sieh  auch  in  folgenden  Satz  zusammen- 
fassen : 

8.  ,, Zieht  man  dorch  irgend  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
ABC  ^\%  Transversalen  AA^^  BB^^  GC^y  so  hat  die  Curve  C^  dritter  Classe 
mit  einer  Doppeltangente  g^  welche  die  drei  Seiten  AB^  BCy  AC  und  die 
drei  Transversalen  AA^^  BB^^  CC^  berührt,  die  Eigenschaft,  dass  jede 
ihrer  Tangenten  durch  die  Tangentenpaare  A^A  und  A^B^  B^B  und  B^A^ 
^iCund  C^Ain  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten  wird,  deren 
Doppelpunkte  die  Schnittpunkte  mit  der  Doppeltangente  g  und  mit  dem 
Polarkegelschnitt  K  von  g  in  Bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel  mit  den 
Gruudpunkten  A^B^  C^  P  sind.  Aus  jedem  Punkt  von  K  lassen  sich  drei 
Tangenten  an  C/  ziehen,  von  denen  zwei  bei  der  Veränderung  des  Punk- 
tes den  Kegelschnitt  K  in  Punktpaare;n  einer  Involution  schneiden.  Das 
Involntionscentrum  ist  der  Pol  der  Doppeltangente  in  Bezug  auf  ÜT.  Jedes 
Tangentenpaar  wird  von  jeder  Tangente  in  zwei  Punkten  geschnitten, 
die  durch  g  und  K  harmonisch  getrennt  sind.  —  Die  Curve  C,*  berührt  K 
in  drei  Punkten.** 

Wählt  man  zum  Punkt  P  den  Schnittpunkt  der  drei  Mittellinien  und 
zur  Geraden  g  die  unendlich  entfernte  Gerade,  so  folgt: 

8a.  „Die  Curve  dritter  Classe,  welche  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
und  seine  drei  Mittellinien  berührt  und  die  unendlich  entfernte  Gerade 
zur  Doppeltangente  hat,  berührt  die  Ellipse  E^  welche  die  drei  Seiten  in 
ihren  Halbirungspnnkten  berührt,  auch  in  diesen.  Sind  aßy  die  Schnitt- 
punkte der  Mittellinien  mit  der  Ellipse  E^  so  erhält  man  in  ihnen  die 
Tangentenpaare,  indem  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  Parallelen 
zu  den  Seiten  zieht,  und  or  mit  den  Schnittpunkten  von  ^  und  der  Pa- 
rallelen zu  BC^ß  mit  denen  von  £und  der  Parallelen  zu  AC^  y  mit  denen 
von  i^und  der  Parallelen  zu  ^^  verbindet.  Sind  d a\  ß'ß'\  /y"  jene 
Schnittpunkte  und  schneiden  die  Tangenten  aa  und  aa'  die  Seite  BC  in 
a\  und  a",,  ßß'  und  ßß"  die  Seite  ^^in  jS',  und  j3", ,  y/  und  yy"  die 
Seite  ^  ^  in  y\  und  /',,  so  sind  diese  Punkte  die  Berührungspunkte  auf 
jenen  Tangenten.  Wenn  man  jede  der  Mittellinien  um  ihren  dritten 
Theil  über  die  Ecke  hinaus  verlängert,  so  sind  die  Endpunkte  der  Ver- 
längerungen die  drei  Kückkehrpuuktc  der  Curve.  Denn  sind  AiB^Ci  die 
Halbirungspunkte  der  Seiten ,  ist  Äx  ein  dem  A^  sehr  nahe  liegender 
Punkt,  so  ist  das  Stück  einer  jeden  von  Ä^  zu  ziehenden  Tangente,  wel- 
ches Sehne  von  E  ist,  kleiner  als  der  Durchmesser,  also  auch  das  Stück 
von  ^1  bis  zum  Berührungspunkt,  den  man  erhält,  wenn  man  die  Sehne 
um  sich  selbst  verlängert,  kleiner  als  das  entsprechende  auf  der  Mittel- 
linie." 

Die  eben  besprochene  Curve  C',*  dritter  Classe  vierter  Ordnung  kann 
man  auch  als  Cajley'sche  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  entstehen 
lassen  und  es  ergeben  sich  dann  ihre  Eigenschaften  aus  den  bekannt 
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Cayley' sehen  Carve.  Es  seien  fio^i^t  ^^^'^  Kegelschnitte  von  der  beson- 
deren Lage,  dass  die  Polarkegelschnitte  einer  Geraden  g  bezilglich  der  drei 
Büschel  (fiofii))  (SttSt)  und(fi|ftjin  einen  Kegelschnitt  JIT  zusammen- 
fallen, dann  ist  der  Polarkegelschnitt  von  g  in  Bezug  auf  irgend  eines 
der  Büschel,  welche  in  dem  durch  die  drei  Kegelschnitte  ßoftt^s  bestioim- 
ten  Netz  enthalten  sind,  derselbe  Kegelschnitt  £f,  oder  mit  anderen  Worten : 
die  Tripeleurve  des  Netzes  (^o^t^t)  ^^^^^^^  ^^^  ^^^  Geraden  g  und  dem 
Kegelschnitt  K»  Letzterer  enthält  bezüglich  aller  Büschel  des  Netzes  die 
conjugirten  Punkte  zu  den  Punkten  von  g^  und  da  die  Punktreibe  auf  g  mit 
der  Punktreihe  der  conjugirten  Punkte  auf  K  in  projectivischer  Beziehung 
steht,  so  ist  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
eine  Curve  C,^  dritter  Classe,  welche  g  als  Doppeltangente  hat.  Die  Caj- 
ley*sche  Curve  eines  Netzes  ist  aber  auch  die  Enveloppe  aller  im  Netz 
vorkommenden  Geradenpaare,  welche  zu  den  Kegelschnitten  desselben  ge- 
hören* Nennen  wir  daher  'die  vier  Grundpunkte  irgend  eines  Kegelschnitt- 
büschels des  Netzes  äB.CP  und  die  Diagonalpunkte  des  durch  diese  vier 
Punkte  bestimmten  vollständigen  Vierseits  Ji  B^  C, ,  so  berührt  C^  die  sechs 
Geraden  AB^  BCy  AC,  CC^ ,  AA^  ^  B  B^^  welkhe  man  auch  als  die  drei  Sei- 
ten eines  Dreiecks  und  die  drei  durch  einen  Punkt  P  nach  den  Ecken  ge- 
zogenen Tranversalen  betrachten  kann.  Solcher  sechs  zusammengehörigen 
Tangentengruppen  giebt  es  unzählig  viele  und  daher  auch  unendlich  viele 
Gruppen  ABCP^  A' B'  C' P\,.\  die  Diagonalpunkte  der  durch  diese 
vier  Punkte  bestimmten  vollständigen  Vierseite  A^  B^  C^^  A\  ^  \  C\...  liegen 
auf  dem  Kegelschnitt  K  und  dieser  trennt  die  Punkte  AB^BC^AC^CP^AP^ 
BP,  A'B\  B'C\  C'a\  C'P\  A'P\  B' P\  . .  harmonisch  von  g.  Die 
Doppelpunkte  der  im  Netz  vorkommenden  Geradenpaare  sind  die  Punkte 
Ai  Bi  C|,  A\B\C\  . .  .  und  liegen  auf  K\  die  Geraden  eines  Paares  nennen 
wir  ein  Tangentenpaar  oder  correspondirende  Tangenten  der  Curve  C^*. 
Da  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  von  jeder  Geraden  eines  Geradenpaares 
in  den  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten  werden,  deren  Doppel- 
punkte auf  K  und  g  liegen ,  da  ferner  die  Tangentenpaare  zu  den  Kegel- 
schnitten des  Netzes  gehören ^  so  folgt,  dass  das  Stück  einer  Tangente 
zwischen  einem  Tangentenpaar  durch  K  und  g  harmonisch  getheilt  wird. 
Sind  At  uud^'i  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  von  /i',  so  werden  auch 
die  von  ihnen  ausgehenden  Tangeutenpaare  unendlich  benachbart  sein  nnd 
der  Schnittpunkt  zweier  unendlich  benachbarten  Tangenten  wird  als  der  Be- 
rührungspunkt einer  jeden  mit  CV  angesehen  werden  können;  dieser  trennt 
aber  nach  dem  eben  erhaltenen  Resultat  Ai  von  g  und  K  harmonisch.  — 
Auch  noch  auf  folgende  Art  lasst  sich  dieses  Resultat  erhalten«  Der  Tripel- 
eurve (üf,  g)  lassen  sich  unzählig  viele  vollständige  Vierecke  einschreiben, 
deren  gegenüberliegende  Ecken  conjugirte  Punktpaare  der  Curve  sind ;  es 
sei  PQP' O' P"  Q"  ein  solches  Viereck,  so  dass  die  drei  Punkte  PP* P"  auf 
9i  QQ'  Q'  Auf  K  liegen.    Wenn  dann  P  unendlich  nahe  an  t^  und  demnach 
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Q  QDendlieh  nahe  an  Q'  rückt,  ao  wird  der  Schnittpunkt  von  PO  und  P'Q'  der 
Berührungspunkt  von  PQ  mit  der  Corve  (7,^  sein.  Dieser  wird  aber,  wegen 
der  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierecks,  darch  den  Schnittpunkt  Q" 
TOD  PQ'  und  P'Q^  welcher  in  diesem  Grenzfalle  auch  auf  ATliegt,  von  Pnnd 
Q  harmonisch  getrennt.  Es  wiid  also  die  Verbindungslinie  PQ  zweier  con« 
JQgirter  Punkte  der  Tripelcurve  durch  diese  und  den  Berührungspunkt  har* 
monisch  getheilt.  —  Aus  der  Entstehung  der  Ourve  C/  folgt,  dass  sie  den 
Kegelschnitt  K  in  drei  Punkten  berührt;  die  Berührungspunkte  seien 
P^P\P'\^  die  Tangenten  in  ihnen  treffen  die  Geradehin  drei  Punkten 
9o(^o&''o>  welche  nach  der  Analogie  bei  einem  allgemeinen  Netz  drei 
Wendepunkte  der  Curve  {K^g)  sind.  Die  harmonischen  Polaren  derselben 
oder,  was  hier  gleichbedeutend  ist,  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  ÜT,  schneiden 
sich  in  einem  Punkt  J7  und  sind  Ruckkehrtangenten '  von  C/;  sie  gehen 
durch  die  drei  Berührungspunkte  P^P^P"^  von  K  und  C^\  die  Bückkehr- 
paukte  von  C,*  trennen  auf  jenen  Polaren  die  Punkte  /'q/^'^P'^o  harmonisch 
von  K  und  g. 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Netzes  giebt  es  solche,  die  sich  berüh- 
ren; dann  hat  man  statt  der  vier  Grundpunkte  ABCP  eines  Btißchels  deren 
nur  drei,  in  denen  zwei  von  ihnen,  etwa  C  und  P  zusammenfallen.  Dann 
ist  €  der  Doppelpunkt  eines  Geradenpaares  (CA^  CB)  des  Kegelschnittnetzes 
und  liegt  daher  auf  üf,  so  dass  wir  schliessen  können ,  dass ,  wenn  zwei 
Kegelschnitte  des  Netzes  sich  berühren,  der  Berührungspunkt  auf  K  liegt. 
DieGeraden  CA  und  C  B  bilden  ein  Tangentenpaar  von  C/.^Eigentlich  haben 
wir  von  A  aus  die  beiden  Taugenten  AC  und  AP,  die  einander  unendlich 
nahe  liegen;  also  ist  A  der  Berührungspunkt  von  CA  mit  C^*  und  B  der  von 
CB  mit  ^3^;  da  aber  AB  selbst  Tangente  von  C^^  ist,  so  folgt,  dass  die 
Verbindungslinien  der  Berührung^unkte  auf  den  Tangenten  eines  Paares 
wieder  eine  Tangente  von  C^^  ist.  —  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  eines  Paares  mit  £  und  der  Pol  U  von  g  bezüglich 
Iff  der  Schnittpunkt  der  drei  Kückkehrtangenten ,  in  einer  Geraden  liegen. 
Ist  nämlich  (Fig.  2)  P  der  Scheitel  eines  Tangentenpaares,  sind  i$5,  dessen 
Schnittpunkte  mit  iC,  üüf  die  Schnittpunkte  mit  g^  TT^  die  Berührungs- 
punkte, so  sind  PTÜSnnd  PT^Ü^Si  je  vier  harmonische  Punkte,  also 
schneiden  sich  TT,,  {/{/|,  SS^  in  einem  Punkt  iV;  sind  JOLNSS^  vier  harmo- 
nische Punkte  und  zieht  man  PH,  welche  Linie  die  Gerade  TT^  mQ  schnei- 
den mag,  so  sind  N  QTT^  vier  harmonische  Punkte,  wegen  des  harmonischen 
Büschels  P{NnSSi)',  da  aber  TT,  durch  ^  und  A!' harmonisch  getrennt  wird, 
weil  es  ein  Stück  einer  Tangente  ist,  das  von  einem  Tangentenpaar  begrenzt 
wird,  und  da  N  auf  g  liegt,  so  muss  Q  auf  if  liegen.  Die  Punkte  P  und  Q 
werden  aber  durch  die  Strahlen  iViZ  und  Nüt  harmonisch  getrennt  und 
daraus  folgt,  dass  i7  und  g  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  iST  sind.  —  Ziehen 
wir  in  den  Punkten,  in  welchen  g  von  den  Kegelschnitten  irgend  eines  der 


im  Netz  vorkommenden  Kegelscbnittbüschel  getroffen  wird ,  Tangen 
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amhüUefi  dieselben  eine  Cnrve  ^^3^  dritter  Glasse  mit  der  Doppeltangente  g^ 
die  ausserdem  den  Polarkegelschnitt  von  g  bezüglich  dieses  Büschels  in  drei 
Punkten  berührt.  Zu  den  Tangenten  von  F^^  gehören  auch  die  Geraden 
der  drei  im  Büschel  vorkommenden  Geradenpaare,  daher  fällt  E^^  mit  C^^ 
zusammen.  Welches  Büschel  des  Kegelschnittnetzes  man  auch  wählt,  die 
Tangenten  in  den  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  desselben  mit  g  um- 
hüllen stets  dieselbe  Curve  63^  Die  Berührungspunkte  von  C^^  mit  der 
Doppeltangento  g  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution,  in  welcher  g  von 
den  Kegelschnitten  eines  Büschels  getroffen  wird ;  daraus  folgt,  dass  die 
Gerade  g  von  allen  Kegcischnittbüscheln  in  derselben  Involution  getroffen 
wird,  dass  ferner  in  jedem  Kegelschnittbüschel  des  Netzes  zwei  Kegel- 
schnitte vorhanden  sind,  welche  zwei  andere  in  ejnem  andern  Büschel  in 
den  Berührungspunkten  der  Doppeltangente  berühren.  —  Sind  also  EP 
irgend  zwei  Punkte,  welche  diese  Berührungspunkte  harmonisch  trennen,  so 
giebt  es  in  jedem  Büschel  einen  Kegelschnitt,  also  unendlich  viele  Kegel- 
schnitte, welche  durch  E  und  F  gehen  und  sich  in  diesen  Punkten  doppelt 
berühren,  also  bilden  alle  diese  Kegelschnitte  ein  Büschel  und  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  in  E  und  F  ein  Tangenteopaar. 

9.  „Sind  StQ^iSt  drei  Kegelschnitte  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Polarkegelschnittc  einer  Geraden  g  bezüglich  der  Büschel  (fto^i)«  (At^t)i 
(^i^o)  isusammen fallen,  so  besteht  die  Tripelcnrve  des  Netzes  (fto^i'z) 
aus  der  Geraden  g  und  einem  Kegelschnitt  k\  Die  Caylcy*sche  Carve 
des  Netzes  ist  eine  Curve  C^^  dritter  Classe  mit  der  Doppeltangente  g 
und  berührt  E  in  drei  Punkten;  durch  diese  gehen  die  drei  Rückkehr- 
tangenten und  schneiden  sich  im  Pol  11  von  g  bezüglich  E,  Durch  jeden 
Punkt  P  von  K  lassen  sich  drei  Tangenten  ziehen ,  erstens  die  Verbin- 
dungslinie von  P  mit  seinem  conjugirten  Punkt  ^,  dann  die  beiden  Gera- 
den durch  Py  welche  einen  Kegelschnitt  des  Netzes  bilden.  Auf  P^  trennt 
der  Berührungspunkt  diese  Punkte  von  K  harmonisch ;  auf  jeder  der  bei- 
den anderen  Tangenten  trennen  die  Berührungspunkte  P  von  E  und  g 
harmonisch  und  ihre  Verbindungslinie  ist  wieder  eine  Tangente  von  C^^. 
Die  Tangenten  eines  Paares  schneiden  E  in  zwei  Punkten,  welche  mit 
dem  Pol  il  von  g  bezüglich  A' in  einer  Geraden  liegen.  —  Unter  den  Kegel- 
schnitten des  Netzes  giebt  es  unendlich  viele,  welche  sich  doppelt  in  swei 
Punkten  von  g  berühren;  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  diesen 
Punkten  bilden  stets  ein  Tangentenpaar  von  C^^  und  schneiden  sich  also 
auf  A";  es  giebt  unendlich  viele  andere  Kegelschnitte  des  Netzes,  die  sich 
berühren;  die  Berührungspunkte  liegen  auf  if  oder  in  den  Berührungs- 
punkten von  C^^  mit  der  Doppeltangente,  so  dass  diese  von  allen  Kegel- 
schnitten des  Netzes  in  den  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten 
wird.  —  Jedes  Stück  einer  Tangente  zwischen  den  Tangenten  eines 
Paares  oder  welches  Sehne  eines  Kegelschnittes  des  Netzes  ist,  wird 
durch  E  und  g  harmonisch  getrennt."  ^  I 
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Wenn  ABC  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  den  Seiton  abc^  und  A" Bl' C 
drei  beliebige  Punkte  sind,  wenn  ferner  u  eine  veränderliche  Gerade  ist, 
welche  die  Seiten  ahc  in  den  veränderlichen  Punkten  XYZ  schneidet,  so 
kann  man  sich  die  Frage  stellen:  Giebt  es  solche  Gerade  «,  dass  die  Ge- 
raden A" X^  ff'  Yy  C" 2  sich  in  einem  Pnnkt  Q  schneiden,  welche  Curve 
haben  sie  als  Enveloppe  und  welche  Curve  durchläuft  ^? 

Ist  P  irgend  ein  Punkt  und  schneidet  eine  veränderliche  Gerade  u  durch 
Pdie  Seiten  in  XYZ^  so  sind  die  Pnnktreihen  a(A'...)}  ^(^•••)i  ^(^x')  i^ 
perspectivischer  Beziehung  und  daher  sind  die  Strahlenbüschel  ^"(^..•)i 
^'(F...),  C"(Z...)  in  projectivischer  Beziehung.  Daher  erzeugen  die  bei- 
den ersten  einen  Kegelschnitt  [XF],  die  beiden  letzten  einen  Kegelschnitt 
[FZ].  Beide  Kegelschnitte  treffen  sich  ausser  in  B"  noch  in  drei  Punkten 
OQxQt'  Jeder  dieser  Punkte,  z.  B.  ^,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  drei 
Geraden  A" Q^  B" Q^  C'' Q  die  Seiten  abc  in  drei  Punkten  einer  Geraden 
treffen,  welche  durch  P  geht.  Da  also  durch  jeden  Punkt  P  drei  Gerade 
von  der  verlangten  Eigenschaft  sich  ziehen  lassen,  so  werden  alle  solche 
Geraden  von  einer  Curve  C^  der  dritten  Classe  eingehüllt.  —  Wenn  der 
Punkt  P  sich  auf  einer  festen  Geraden  ;?  bewegt,  so  werden,  falls  er  sie 
vollständig  durchläuft ,  alle  Tangenten  der  Curve  C^  und  daher  auch  alle 
Punkte  Q  erhalten.  Die  Gerade  p  schneide  die  Seiten  a6c  in  den  Punkten 
MNO  und  die  Linien  ^"^f  und  B" N  treffen  sich  in  Ä,  B" N  und  C'O  in  S. 
Jedem  Punkt  P  von  p  entsprechen  zwei  Kegelschnitte  [X¥]  und  [FZ];  alle 
Kegelschnitte  [XY'\  schneiden  sich  in  den  vier  Punkten  A"  ff'  CR^  alle 
\YZ\  in  ff'Cf'ASj  beziehen  wir  je  zwei  Kegelschnitte  aufeinander,  welche 
demselben  Punkte  P  entsprechen,  so'erhalten  wir  zwei  projectivische  Kegel- 
schnittbüschel; sie  erzeugen  eine  Curve  C*  der  vierten  Ordnung.  —  Rückt 
der  Pnnkt  P  nach  iV,  so  zerfallen  die  ihm  entsprechenden  Kegelschnitte 
[A'F]  und  [YZ\  in  Geradenpaare,  von  welchen  der  eine  Theil  die  Gerade 
B"  N  ist.  Daher  zerfällt  die  Curve  vierter  Ordnung  in  die  Gerade  ff'N 
und  in  eine  Curve  C^  dritter  Ordnung.  Letztere  geht  durch  die  Ecken  ABC 
und  durch  die  drei  Punkte  A"  ff' C"  und  enthält  alle  Punkte  Q.  Es  folgt: 
10.  „Alle  Geraden  u,  welche  die  Seiten  abc  in  solchen  Punkten  XYZ 
schneiden,  dass  die  Verbindung8geraden\4"X,  B" Y^  C"Z  sich  in  einem 
Punkt  Q  treffen,  werden  von  einer  Curve  C^  dritter  Classe  eingehüllt;  alle 
Punkte  Q  liegen  auf  einer  Curve  C^  dritter  Ordnung." 

Fig.  3.  Diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  auf  einen  speciellen  Fall 
anwenden.  Es  sollen  nämlich  die  Punkte  A"ff'C"  auf  einer  Geraden  g  lie- 
gen und  mit  den  Schnittpunkten  A' ff  C'  der  Seiten  abc  mit  g  sechs  Punkte 
in  Involution  sein,  so  dass  A' A'\  ff B\  C' C'*  einander  zugeordnet  sind. 
In  den  projectivischen  Kegelschnittbüscheln  entsprechen  sich  dann  noch  die 
Geradenpaare  {Ä"ff\CR)  und  {ff'C",AS\  also  zerfällt  die  Curve  dritter 
Ordnung  in  die  Gerade  g  oder  A" ff'.  C"  und  einen  Kegelschnitt  iT,  der 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  und  durch  die  Schnittpunkte  %  von  ff^C  undj 
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C" B,  JB  von  A"C  und  C"A,  6  von  A" B  und  ff'A  geht,  denn  diese  gehören 
zu  den  Punkten'^.  —  Bezeichnet  man  die  harmonischen  Gegenpunkte  von 
A' B>  C  mit  tiPf  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Dreiecks,  so  geht  ir/9  durch  C^, 
fky  durch  A\  ya  durch  Bf .  Da  g  also  die  Seiten  des  Dreiecks  a/9/  in  X Bf  C 
schneidet  mxi^A"  Bf*C"  mit  jenen  drei  Punkten  in  Involution  sind  ,  so  müssen 
sich  A** OLy  B^'ßy  C"y  in  einem  Punkt  J7  schneiden.  Die  harmonischen 
Büschel  B"  {JCß  B')  und  C"  {A  ByC)  haben  g  als  gemeinsamen  Strahl,  folg- 
lich liegen  die  Schnittpunkte  der  übrigen,  A^  9,  ü  in  einer  Geraden.  Daher 
muss  die  Gerade  ^%[  durch  77  gehen  und  dasselbe  folgt  für  die  Geraden 
^IB  tind  CS,  und  es  ist  g  die  Polare  von  17 in  Bezug  auf  JT,  daher  musR  91S3 
durch  C,  S6  durch  A\  6«  durch  ff  gehen  und  die  Punkte  A' 4'\  Bf  BT^ 
C'  C"  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  Ä.  —  Verbindet  man  einen  veränderlichen 
Punkt  Q  von  K  tmXA"B!'C'\  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  Verbindungs- 
geraden  mit  abcva  einer  veränderlichen  Geraden,  welche  von  einer  Cnrve 
C3  dritter  Classe  eingehüllt  wird,  die  auch  die  Seiten  ahc  und  die  drei  Ge- 
raden CC'\  BB\  AA'\  die  sich  Übrigens  in  einem  Punkt  schneiden  müssen, 
berührt  und  g  zur  Doppeltangente  hat.  Denn  ist  ü  ein  beliebiger  Punkt 
von  g^  so  zerfallen  die  ihm  entsprechenden  Kegelschnitte  {^Y"]  und  [FZ] 
in  Geradenpaare,  von  denen  g  der  eine  Thetl  ist.  Die  anderen  Theile  u  nnd 
u"  schneiden  sich  in  einem  Punkt  und  die  Verbindungsgerade  desselben  mit 
V  ist  die  einzige  von  U  an  C3  mögliche  Tangente;  also  hig  Doppeltangente. 
—  Bei  der  Veränderung  von  ü  auf  g  beschreiben  alle  u  einen  Strahlen- 
büschel mit  dem  Scheitel  C,  alle  u"  einen  solchen  mit  dem  Scheitelt;  die 
beiden  Büschel  sind  projectivisch  und  erzeugen  ebenfalls  den  Kegelschnitt 
K»  Aus  dieser  Rntstehnngsart  von  K  lässt  sich  noch  klarer  als  vorhin  er- 
kennen, dass  die  Punkte  9S3€  auf  K  liegen.  Denn  ist  ü  der  Schnittpunkt 
von  AB  mit  g^  so  sind  die  entsprechenden  Kegelschnitte  \^Y\  und  [FZJ  die 
Geradenpaare  (^,C6)  «nd  {gMB")\  die  Theile  C@  und  ^^'  schneiden  sich 
aber  in  ß.  —  Die  Curve  C^  dritter  Classe  vierter  Ordnung,  die  g  zur 
Doppeltangente  hat  und  die  drei  Seiten  abc  und  die  drei  durch  einen  Pnnkt 
gehenden  Transversalen  CC'\  B B'\  AA"  berührt,  muss  also  die  in  den 
Sätzen  5,  6,  7,  8  angeführten  Eigenschaften  haben.    Aus  Allem  folgt: 

11.  „Zieht  man  durch  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
^^Cmit  den  Seiten  abc  die  drei  Transversalen  abc^  schneidet  die 
Seiten  und  Transversalen  .  durch  eine  Gerade  g  in  den  Punkten 
A'  B>  C' A" Bf' C'\  so  werden  alle  Geraden,  welche  «6c  in  solchen  Punkten 
XYZ  schneiden ,  dass^''^,  B"Yy  C"Zsich  in  einem  Punkt  Q  treffen,  von 
einer  Curve  C^  dritter  Classe  vierter  Ordnung  eingehüllt.  Diese  hat  g 
zur  Doppeltangente  und  berührt  die  Seiten  abc  und  die  Transversalen 
a,  6,  C|.  Von  ihr  gelten  die  Sätze  5,  0,  7,  8.  Alle  Punkte  Q  liegen  anf 
einem  Kegelschnitt  K^  in  Bezug  auf  welchen  ^'i4",  J9'^",C'^"  conjngirte 
Punkte  sind.*^ 
Umgekehrt: 
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12.  „Ist  einem  Eegelfichnitt  K  ein  Dreieck  ^^C  mit  den  Seiten  abc 
eingesebrieben  und  schneidet  eine  Gerade  g  die  Seiten  in  A' ff  C\  sind 
A" B'^C"  die  den  letzten  Punkten  bezüglich  K  conjugirtcn  Punkte  auf 
^,  so  schneiden  die  Verbindnngsgeraden  von  A"  B"  C"  mit  einem  Punkt 
Q  von  K  die  Seiten  abcxn  drei  Punkten  einer  Geraden.  Alljß  diese  Ge- 
raden haben  als  Enveloppe  eine  Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung.*' 
Von  speciellen  Fällen  des  letzten  Satzes  seien  folgende  erwfthnt : 
18.  ,Jst  Bf  die  einem  Dreieck  ABC  umschriebene  Ellipse,  welche 
den  Schwerpunkt  zum  Mittelpunkt  hat,  ist  Q  ein  verftnderlicher  Punkt  auf 
ihr,  sind  abc  die  Seiten,  ^i^iC,  die  Mittellinien,  so  schneiden  die  Paralle- 
len durch  Q  zu  a^b^c^  die  Seiten  abcm  drei  Punkten  einer  Geraden.  Alle 
diese  Geraden,  die  bei  der  Verttndernng  von  Q  entstehen,  werden  von 
einer  Curve  C^  eingehüllt,  welche  a6cii, 6,ei  berührt,  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  zur  Doppeltangente  bat  und  die  concentrische  Ellipse  E^ 
welche  abc  \xi  ihren  Halbirungspunkten  berührt,  auch  in  diesen  berührt. 
Von  ihr  gelten  die  in  9  entwickelten  Eigenschaften.*' 

14.  „Die  drei  Perpendikel,  welche  von  einem  Punkt  Q  des  einem 
Dreieck  umgeschriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  gefällt  werden  können^ 
treffen  diese  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Wenn  Q  den  Kreis  durch- 
Ijioft,  so  bewegen  sich  alle  entsprechenden  Geraden  auf  einer  Curve  C^ 
dritter  Classe  vierter  Ordnung,  welche  die  unendlich  entfernte  Gerade 
zur  Doppeltangente  hat,  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  seine  drei  Höhen 
und  den  Kreis,  der  durch  die  Fusspunkte  derselben  geht,  dreifach  be- 
rührt." 

Auch  von  dieser  Curve  gelten  die  Sätze  5,  6,  7,  8,  und  es  wären  so- 
mit die  von  Steiner  ohne  Beweis  mitgetheilten  Eigenschaften  entwickelt. 
Ohne  Zweifel  aber  ist  er  auf  einem  andern  Wege  zu  ihnen  gelangt ,  denn 
er  benutzt  den  Satz  14  alt)  Ausgangspunkt  und  in  der  That  lassen  sich  aus 
ihm  mit  Hilfe  der  elementaren  Beziehungen  zwischen  Dreieck  und  Kreis 
jene  Eigenschaften  ohne  Schwierigkeit  entwickeln.  Einen  Beweis  des  Aus- 
gangssatzes  findet  man  im  ersten  Theil  der  St  ein  er*  sehen  Vorlesungen, 
heransgegaben  von  Geiser  und  Schroeter.  —  Die  Seiten  eines  Dreiecks 
A  BC  (Fig.  4)  seien  abc^  auf  sie  fälle  man  von  ABC  ans  die  Höhen  AH^^ 
BHt't  ^^3  ^^^  beschreibe  um  ABC  und  HyH^H^  die  Kreise.  Letzterer 
schneidet,  wennFder  Höhenpunkt  des  Dreiecks,  die  Abschnitte  y^-fiT,-^^,  6* Ä^ 
in  den  Mitten  §i$t'§3  und  auch  die  Seiten  «ftc  in  ihren  Halbirungspunkten 
aßy  und  heisst  deshalb  der  Mittenkreis.  Sein  Mittelpunkt  heisse  ^f;  er 
liegt  mit  dem  Mittelpunkt  0  des  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebenen  Krei- 
ses und  dem  Höhenpnnkt  U  auf  einer  Geraden  und  halbirt  die  Strecke  OH. 
Verlängert  man  die  Höhen  bis  zum  nochmaligen  Durchschnitt  mit  dem  Kreis 
um  0  in  Ax  B^  C„  dann  ist  HH^  ^^  A^H^,  HH^  =  B^  H^,  HH^  =  (7, Ä,,  weil  H 
der  Aehnlichkeitspnnkt  der  beiden  Kreise  ist  and  deren  Radien  im  Ver- 
haltniss  l :  2  stehen.    Deshalb  wird  jedes  Sttick  einer  durch  H  gez 
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Secante  zwischen  H  und  dem  Kreis  um  0  darch  den  Kreis  am  M  halbirt. 
Die  ScbDÜtpaokte  der  aas  A  BC  gefällten  Höhen  mit  der  unendlich  entfernten 
Geraden  g^  sollen  mit  A^B^C^  bezeichnet  werden.  Ist  nnn  P  ein  variabler 
Punkt  anf  dem  Kreise  if  am  0,  sind  xyz  seine  Perpendikel  auf  abc  und 
XYZ  deren  Fnsspankte,  so  liegen  diese  anf  einer  Geraden  p.  Dass  alle 
Geraden  p  eine  Cnr^e  C,^  dritter  Classe  einhüllen,  welche  ^«zur  Doppel- 
tangente hat,  folgt  ans  Früherem ,  lässt  sich  jedoch  auch  wie  folgt  ableiten. 
Dazn  benatzen  wir  noch  die  von  Steiner  a.  a.  O.^  bewiesene  Eigenschaft 
der  Linie  p,  dass,  wenn  man  die  Perpendikel  PJ^  PV^  PZ  über  XYZ  hin- 
aus um  sich  selbst  verlängert,  die  drei  Endpunkte  in  einer  neuen  Geraden 
q  liegen,  welche  durch  H  geht  und  parallel  zu  p  ist.  Wenn  diese  die  Seiten 
abcm%^^  schneidet,  dann  liegen  die  Punkte >f .SP,  i?iSP,  6?« (SP je  in 
einer  Geraden.  Das  Perpendikel  z  treffe  verlängert  A'noch  in  P'\  sind  dann 
xyz'  die  von  P'  auf  die  Seiten  abc  herabgelassenen  Perpendikel  and 
X'  Y'Z'  ihre  Fusspunkte,  so  liegen  diese  in  einer  neuen  Geraden  p\  welcher 
eine  parallele  Gerade  q  durch  i7  entspricht.  Letztere  erhält  man  auch,  wenn 
man  P'  mit  A^  verbindet  und  den  Schnittpunkt  91'  der  Verbindungslinie  mit 
der  Seite  a  wieder  mit  H  verbindet.  Wenn  P  den  Kreis  K  durchläuft,  so  er- 
hält man  in  iT  die  Strahlenpaare  qq  qtqx  qt^'f-y  welche  die  Seite  a  in 
93l'9[i9'i9(t9l't...  schneiden  mögen.  Es  liegen  dann  die  Punkte  i^tSP, 
A,%'P\  A^%,P,,  ^,3l',F'„  A,%Pt,  At%\P\...  je  in  einer  Geraden;  da 
aber  die  Geraden  PP\  PiP'u  ^t^'t*-*  ^^ch  in  C«  schneiden,  so  bilden  die 
Punkte  PP\  PiP\y   P^P\...  eine  Involution;  also  sind  auch  die  Strahlen 

^.(«r«,«',«,^,...)  «nd  ^(«r«. r, «.«',...)  oder  ^(9V>i/.?«^'«-..) 
in  Involution.  Von  ihnen  wird  die  Gerade  g^  in  einer  Punktinvolution  ge- 
schnitten,  die  zur  Punktreihe  ZZ^Z^,..  auf  c  in  projectivischer  Beziehung 
stehen  muss.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  sind  aber 
die  Geraden  pp'p,p',p,p',...  und  diese  werden  daher  von  einer  Curvo  C^ 
dritter  Classe  eingehüllt,  welche  g^  zur  Doppeltangente  hat  und  die  Seite 
c  berührt.  Eben8o  weist  man  nach,  dass  C^  auch  die  Seiten  a  und  b  be- 
rührt. Rückt  P  in  eine  der  Ecken  des  Dreiecks,  so  findet  man,  dass  die  von 
dieser  Ecke  gefällte  Höhe  auch  eine  Tangente  von  C^  ist. 

Darch  P  ziehe  man  den  Durchmesser  P^  im  Kreis  um  0,  so  entspricht 
jedem  der  beiden  Punkte  Pnnd  $  eine  Gerade  p  und  ));  man  verbinde  beide 
Punkte  mity^,,  und  bezeichne  die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien  and 
der  Seite  a  mit  a  und  a,  so  sind  A^a  und  A^a  aufeinander  senkrecht,  also 
auch  Ha  und  iTa;  denn  Aaa-<4,^Aaa^.  Da  aber  p  und  J>  den  Linien  Ha 
und  //a  parallel  sind,  so  sind  auch  p  und  p  aufeinander  senkrecht.  Die  Ge- 
rade PH  schneide  p  in  Ä,  so  muss  R  auch  auf  dem  Mittenkreis  ft  liegen; 
ebenso  liegt  der  Schnittpunkt  SR  von  ^p/f  mit  j>  auf  ß  und  die  Gerade  i?Ä 
muss  durch  den  Mittelpunkt  M  desselben  gehen.  Die  durch  R  und  91  gehen- 
den Geraden  p  und  ^  müssen  sich  also  auf  ^  in  einem  Punkt  <$  schneiden. 
Jedem  Durchmesser  R^  entspricht  also  ein  rechtwinkliges  Tangentenpaar 
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SR  und  59?.  Die  Panktinvoliitinn  (ÄSR...)  ist  aber  in  projectivischer  Be- 
ziefaang  mit  der  Punktreihe  (5...);  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  werden  aber  von  Cg*  eingehüllt.  —  Zu  einem  Punkte  S  lassen  sich 
dio  beiden  rechtwinkligen  Tangenten  leicht  dadurch  bestimmen,  dass  man 
auf  r  von  y  aus  die  Strecke  yS  nach  beiden  Seiten  bis  Z  und  3  abschneidet 
und  SZ  und  S^  zieht.  Dies  sind  dann  die  rechtwinkligen  Tangenten. 
Denn  schneiden  die  Linien  SR  nnd  59t  die  Seite  c  \n  Z  und  3i  so  müssen 
PZ  und  5p 3  ^^^  ^  senkrecht  stehen,  nnd  aus  congruenten  Dreiecken  folgt 
dann  yZs=y3«  Aus  dieser  Entstehung  von  C^^  erkennen  wir,  dass  diese 
Ourve  den  Mittenkreis  S  in  drei  Punkten  berührt.    Es  folgt: 

15.  „Die  Enveloppe  der  Geraden  p  ist  eine  Ourve  dritter  Classe  C,*, 
die  man  erhält  als  Evzengniss  einer  Punktreihe  anf  einer  Seite  nnd  einer 
zu  ihr  projectivischen  Punktinvolution  auf  der  unendlich  entfernten  Ge- 
raden oder  als  Erzeugniss  einer  Pnnktreihe  auf  S  nnd  einer  zu  ihr  pro- 
jectivischen Involution  auf  ^,  Deshalb  berührt  C,^  die  Seiten  des  Drei- 
ecks, hat  g^  zur  Doppeltangente  und  berührt  S  in  drei  Punkten/* 

Die  zum  Punkte  P  auf  jRT  gehörende  Tangente  p  erhält  man  auch,  wenn 
man  PZ  senkrecht  anf  c  fällt,  den  Schnittpunkt  B  von  Pß  mit  ft  bestimmt 
nnd  RZ  zieht.  Diese  Linie  mag  die  Höhe  CB^  in  0  schneiden,  dann 
ist  ABBQ^  PZR  und  deshalb  ist  RZ=RQ  und  auch  PZ^BQ,  Die 
durch  die  Höhenfusspnnkte  gehenden  Seiten  und  Höhen  bilden  drei  recht- 
winklige Tangentenpaare.  Jedes  wird  von  einer  beliebigen  Tangente  in 
zwei  Punkten  geschnitten,  deren  Entfernung  durch  den  Mittenkreis  ft  hal- 
birt  wird.    Hieraus  folgen  die  neuen  Bestimniungsarten  von  Tj^ 

16.  „Die  Curve  C/  ist  die  Enveloppe  aller  Geraden,  welche  die 
Seiten  und  Höhen  des  Dreiecks  in  einer  solchen  Involution  schneiden, 
dass  die  Doppelpunkte  derselben  auf  dem  Mittenkreise  Ä  und  anf  g^  lie- 
gen, wenn  je  zwei  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  einer  Seite  und  ihrer 
Höhe  als  zugeordnete  betrachtet  werden.  -  Oder:  Alle  Geraden,  deren 
Schnittpunkte  mit  einer  Seite  und  ihrer  Höhe  harmonisch  durch  die 
Schnittpunkte  mit  ft  und  g^  getheüt  werden,  werden  von  C^*  eingehüllt. 
—  Qder:  Ist  P  ein  variabler  Punkt  von  AT,  PZ  seine  Senkrechte  anf  r, 
und  macht  man  von  //  ans  H Q=  PZ^  indem  man  PZ  auf  dem  nach  der 
Seite  zu  liegenden  Abschnitte  BH^  abträgt,  so  ist  die  Enveloppe  der 
Geraden  QZ  die  Curve  C/." 

Die  beiden  rechtwinkligen  Tangenten  in  S  schneiden  ft  in  /^  und  91. 
Sä  trifft  OB^  in  Q  und  ^P  in  Z,  nnd  es  ist  RZ  =  RO  =  RB^,  weil  ZQB^  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  ist.  Durch  5  ziehe  man  eine  Parallele  zu  ^^  ^3,  welche 
9  in  ff  schneidet,  nnd  durch  Zeine  Parallele  ZF  nxich  zu  H^H^^  und  verbinde 
noch  S  mit  B^ ,  dann  ist 

<{^BZB^^FZB^^FZR  und  <Y^RH^Z=  B^B^R- H.B^Z, 
fem  er 

<):RZ^3=ä^3Z 
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wegen  de^  gleichschenkligen  Dreiecke  RZH^,  und 

weil  die  Geraden  H^ff^  und  ff^ff^  mit  AB  gleiche  Winkel  bilden,   also  ist 

*''''^  <)CFZR^ff^B^Bf. 

Da  aber  <)CFZR:=ES'R  als  Wechselwinkel  zwischen  Parallelen,  so  ist 

'^'*"'  <)ZESR  +  B^B^R=  190^,  H^H^R^H^SR, 

also  auch 

<)CESR  +  H^SR^im^. 
In  Worten: 

17.  „Zieht  man  in  einem  Punkte  S  die  beftlen  rechtwinkligen  Tan- 
genten, verbindet  S  mit  dem  einen  Höhenfnsspunkte  H^  nnd  zieht  zur 
Vorbindangslinie  H^H^  der  beiden  anderen  Höhenfnsspunkte  durch  5  eine 
Parallele,  so  werden  die  Winkel,  welche  letztere  mit  SH^  bildet,  durch 
die  beiden  rechtwinkligen  Tangenten  halbirt.'' 

Natürlich  kann  statt  H^  jeder  der  beiden  anderen  Höhenfusspunkte  H^ 
oder  H^  genommen  werden,  dann  tritt  ^j^s  oder  H^H^  für  H^H^  ein.  Die- 
ser Satz  liefert  eine  neue  Construction  einer  Ourve  dritter  Classe: 

18.  „Ist  H^  ein  beliebiger  Punkt  eines  Kegelschnittes  Ä,  /  ein«  be- 
liebige Gerade,  S  ein  veränderlicher  Punkt  von  ft,  verbindet  man  S  mit 
H^  nnd  zieht  durch  S  zw  l  eine  Parallele  SE^  so  werden  die  Halbirnngs- 
linien  der  Winkel,  welche  die  beiden  letzten  Linien  SH^  und  SE  bilden, 
von  einer  Curve  dritter  Classe  eingehüllt/* 

(Fig.  5.)  Wird  für  /  die  Gerade  H^H^  gewählt,  so  erhält  man  die  Curve 
(7j*.  —  Sind  auf  die  angegebene  Weise  in  S  und  5^,  zwei  heliebigen  Punkten 
von  ft,  die  rechtwinkligen  Tangenten  SR  und  5?H,  S'K  und  S'^  constrnirt, 
sind  T  und  U  die  Schnittpunkte  von  SR  nnt  S'R'  und  S'aft',  ferner  S E,  S^£f^ 
TV  Parallelen  zu  H^H^,  dann  ist 

<)CH^SR  =  RSE=RTV=^Hj^S'R,  <)CiVTS'==TS^E'=^TS'ff^, 

also  auch 

RTF—  rTS'=  RS'H^^H^gT  oder  <)ZRTS^=  TS'R.     ' 
Also  ist  RT^RS',  und  da  TS'ü  ein   rechter  Winkel  ist,   so  ist  auch 
RT=RÜ,d.  h.: 

10.    „Das  Stück  irgend  einer  Tangente  von  C/,  welches  zwischen 
zwei  rechtwinkligen  Tanget^ten  liegt,  wird  durch  den  Mittenkreis  halbirt.*^ 
Lässt  man  den  Punkt  S  dem  Punkte  ^  unendlich  nahe  rücken,  so  geht 
der  vorige  Satz  übe^  in  folgenden: 

20.  „Sind  SR  und  S3l  zwei  rechtwinklige  Tangenten  ans  einem 
Punkte  S  von  ^,  R  und  9t  ihre  Schnittpunkte  mit  Ä,  verlängert  man  beide 
um  sich  selbst  bis  R^  nnd  9t^,  so  sind  diese  Punkte  die  Berührnngspankt^ 
jeder  Tangente  mit  C,*." 
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(Fig.  6.)  Die  Gefade  Ä^SÄj  schneide  ft  in  zwei  Punkten  Q  und  ön  da 
OPill^St,  so  mnss  Hie  Gerade  5i!f  die  Linie  ÄjJR,  im  Halbirungspnnkte  D 
treffen;  da  fetner  SR:JiRi  =  SM:MCl,  also  SM=M£l  ist,  so  mnss  D  auf 
St  liegen,  also  mit  Q  zusammenfallen.  Deshalb  steht  SQ^  senkrecht  auf 
ÄjSRj.  Letztere  ist  aber  eine  Tangente  von  0^*,  weil  das  Stück  ä'jSRi  der- 
selben, welches  zwischen  zwei  rechtwinkligen  Tangenten  liegt,  durch  Ä  in 
Q  balbirt  wird,  also  ist  Q^S  die  zu  ÄjSii  gehörende  rechtwinklige  Tangente. 
Man  erhält  dieselbe,  wenn  man  durch  R  den  Durchmesser  RM  zieht  nnd 
anf  ihn  von  5  aus  eine  Senkrechte  fällt.    Also : 

21.  „Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  auf  zwei  recht- 
winkligen Tangenten  ist  auch  eine  Tangente.  —  Zieht  man  ans  einem 
Punkte  S  eine  der  beiden  rechtwinkligen  Tangenten  SR^  dann  den  Durch- 
messer R3f  und  endlich  von  S  auf  RM  eine  Senkrechte,  die  St  in  0j  trifft, 
so  i.st  O^S  die  eine  Tangente  des  rechtwinkligen  Paares  in  (),;  man  ziehe 
*SW,  fälle  von  öl  darauf  eine  Senkrechte,  so  ist  diese  wieder  eine  Tan- 
gente öiö'i  etc.*' 

Die  Gerade  Q^M  treffe  Ä  noch  in  Q';  dann  ist  die  Punktreihe  {SQ^Q'j ,..) 
in  projeetivischer  Beziehung  zur  Involution  {RdtQSO^O\. .),  Die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  sind  Tangenten  von  C^*.  Wenn  S  nach 
öj  und  von  Q^  nach  0\  gelangt,  so  hat  der  dem  S  entsprechende  Punkt  SR 
sich  nach  S  und  von  dort  nach  Q'  bewegt;  da  aber  Bog. 5 ß,  =  2  Bog. «SÄ, 
Bog.  p,  0\  =  2  Bog.  SQ'  ist ,  so  folgt : 

22.  „Hat  man  anf  einem  Kreise  St  zwei  Punkte  S  und  9i,  die  sich  in 
entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  und  zwar  der  erste  doppelt  so 
schnell  als  der  zweite,  so  werden  alle  Geraden  S^t  von  der  Curve  Cj*  ein- 
gehüllt." 

Gelangt  der  Punkt  S  nach  einem  üöhenfusspunkte  ^3,  so  kommt  fH 
nach  y  nnd  dann  müssen  sie  sich  in  einem  Punkte  W  treffen,  welcher  den 
Bogen  yB^  im  Verhältniss  von  l :  2  iheilt  Die  Tangente  in  fF  an  Ä  ist  dann 
zugleich  Tangente  an  C^*,  und  zwar  mnss  f^f'  der  Berührungspunkt  sein, 
also  berühren  sich  R  und  C^*  in  If  und  ausserdem  in  zwei  Punkten  ü  und 
r,  welche  die  Bogen  aff^  und  ßB^  im  Verhältniss  von  1:2  theilen.  Dass 
die  Punkte  tjVW  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  sind,  folgt  dar- 
aus, dass  die  Punkte  S  und  9t  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  be- 
wegen. 

Noch  auf  folgende  Art  lassen  sich  die  Berührungspunkte  der  Curven  St 
und  C^  ermitteln.  Es  sind  diejenigen  Punkte  ÜVfV,  in  denen  entspre- 
chende der  Punktreihe  S...  und  der  projectivischen  Involution  ÄSR...  zu- 
sammenfallen. Die  Tangente  in  W  au  S  muss  zugleich  Tangente  von  C^^ 
sein;  die  zweite  zu  ihr  rechtwinklige  geht  dann  durch  den  Mittelpunkt  Jf; 
die  erste  schneide  yB^  in  G,  die  zweite  in  iV  (vergl.  Fig.  4).  Dann  ist 
yN=yGz=zyW,  also  Ay  ^' ^<^  Ay  Mf^,  nnd  <)ZNy^'=y  MW  oder  Bo- 
gen H^  W  doppelt  so  gross  als  y  W, 
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Ferner  ist  <)ZOYM==yQ^H^=  B  —  A,  wenn  mit^^Caucb  die  Winkel 
des  Dreiecks  ABC  bezeichnet  werden,  also  yMH^i=^2{B—A)  und 

Bog.yFr=f  (^-^),  Bog.|3F=t(C-^),  Bog.«f7=}(C-/?). 
Weiter  ist 

Bog.  i7fF=Bog.(ay-yff'+atO=2^-t^  +  l^+l'^-f^ 

^liA+B+C), 

also  Bog.  UV=^R  oder  120  ^    Ebenso  gross  sind  die  Bogen  F^und  fF'ü-, 

das  Dreieck  ÜVW  iat  also  gleichseitig.    In  Worten: 

23.  „Die  Curve  C^^  berührt  ft  in  den  Ecken  ÜVW  eines  gleiebseiti 
gen  Dreiecks,  welche  die  Bogen  aH^^  ßff^^  yB^  im  Verhältniss  von  1:2 
theilen." 

Auf  den  Tangenten  UM,  VMy  WM  erhält  man  die  Berührungspunkte 
l]'V'W\  wenn  man  (7 [7'=  FF '=  fPfP' gleich  dem  doppelten  Durchmesser 
des  Kreises  ft  macht.  Diese  Tangenten  sind  also  die  längsten,  die  sich  von 
irgend  einem  Punkte  von  St  ziehen  lassen,  also  sind  ü'V'fF'  die  drei  Rück- 
kehrpunkte der  Curve,  also: 

24.  „Die  Curve  C^*  hat  drei  Rückkehrpunkte,  welche  die  Schnitt- 
punkte  der  Tangenten  UM^  VMy  WM  mit  einem  Kreise  um  ^sind,  dessen 
Radius  dreimal  so  gross  als  der  von  ft  ist.'* 

Ist  P  ein  variabler  Funkt  von  g^^,  so  ziehe  man  H^P  und  suche  durch 
ff^  denjenigen  Strahl,  welcher  ff^P  von  H^C  und  H^A  harmonisch  trennt; 
wenn  dieser  ft  noch  in  Q  schneidet,  so  htPQ  eine  Tangente  von  Cj*;  da  die 
Punktreihen  (P...)  und  ((>...)  in  projectivischer  Beziehung  sind,  so  folgt: 

25.  „Die  Curve  C^^  ist  die  Enveloppe  entsprechender  Punkte  zweier 
projectivischen  Punktreihen  auf  ft und gfoD«"  (Vgl.Schröler,Cr.Journ.BH.54.) 

Da  die  Curve  C^^  von  der  vierten  Ordnung  ist,  so  muss  sie  St  in  acht 
Punkten  schneiden;  von  diesen  kennen  wir  sechs,  nämlich  die.  drei  Beriih- 
rnng8{)unkte  ü  V  W,  Aus  der  Entstehung  der  Curve  als  Enveloppe  der  ent- 
sprechenden Punkte  einer  projectivischen  Punktroihe  und  einer  zu  ihr  pro- 
jectivischen  Punktjnvolntion  auf^  folgt,  dass  ^3*  den  Kegelschnitt  ft  in  den 
beiden  Punkten  schneiden  muss,  welche  den  Doppelpunkten  der  Involution 
entsprochen.  Da  aber  diese  imaginär  sind ,  nämlich  die  beiden  imaginären 
Kreispunkte,  so  müssen  auch  jene  imaginär,  also  auch  die  beiden  imaginä- 
ren Kreispunkte  sein.    Wir  schliessen : 

26.  „Die  Curve  C,*  schneidet  den  Kreis  ft  in  den  beiden  imaginSren 
Kreispunkten.** 

Im  Obigen  ist  auch  eine  Auflösung  der  Aufgabe,  einen  Winkel  in  drei 
gleiche  Theile  zu  theilen,  enthalten.  Der  gegebene  Winkel  sei  (Fig.  4) 
yMHy  In  y  und  ff^  errichte  man  auf  yH^  zwei  Senkrechte,  ziehe  durch  .V 
eine  Gerade,  welche  jene  beiden  in  0  und  H  schneidet,  ziehe  um  0  mit 
einem  Radius,  der  gleich  2yM  ist,  einen  Kreis,  der  yff^  in  A  und  B  und 
yH  in  C  schneiden  mag.  Dann  ist  der  Kreis  um  M  mit  yM  der  zum  Dreieck 
ABC  gehörige  Mittenkreis,  der  durch  die  Höhen fusspunkte  H^E^  H^  und 
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die  HalbiruDgspuokte  aßy  der  Seiten  geht.  Die  Höhen  schneiden  den  Kreis 
um  Jf  in  $iJC^2$s)  ^^^^  bestimmen  die  Punkte  H^H^H^  und  die  L'unktpaare 
üH^,  pH^y  yH^  die  projectivische  Beziehung  zwischen  einer  PunktreJhe 
und  einer  Punktinvolution  auf  dem  Kreis  noi  M  und  die  Strahlenbüschel 
a(H^E^B^.,.)  und  H^^afy^  ß^^y^s")  erzeugen  einen  Kegelschnitt,  der 
durch  H^^  aber  nicht  durch  a  geht  und  den  Kreis  um  M  in  drei  Punkten 
ÜVW  schneidet.  Einer  von  ihnen  theilt  den  Bogen  yH^  im  Vcrhältniss 
von  1:2. 

Es  seien  B\A'  und  H\C\  H\B'  und  J?',"^' irgend  zwei  rechtwink- 
lige Tangentenpaare;  es  werde  H\Ä  von  den  Tangenten  des  andern  Paa- 
res in  ^'  und  Ä^  B\C'  in  ü'  und  C'  geschnitten;  dann  sind  j[b'(f  die 
Ecken  eines  Dreiecks,  dessen  Höhenpunkt  H'  ist,  >ilso  stehen  AH'  und 
E^C  auch  aufeinander  senkrecht;  ihr  Schnittpunkt  sei  H\,  Die  Punkte,  in 
denen  die  zwischen  dem  Tangentenpaare  H\ß  und  H\A  liegenden  Stücke 
des  ersten  Paares  halbirt  werden,  seien  /  und  ^ ^\  ebenso  seien  ^  und  ^^ 
die  Puukte,  in  denen  die  zwischen  den  Tangenten  des  ersten  Paares  liegen- 
den Stücke  des  zweiten  Paares  halbirt  werden;  dann  müssen  B\H\ß^y  ^\Si\ 
auf  dem  Kreise  um  fliegen;  auf  ihm  mnss  also  auch  H\  liegen,  denn  der 
Kreis  um  M  ist  zugleich  der  Kreis  der  Höhenfnsspunkte  für  das  Dreieck 
.iElC\  also  ist  auch  R\Ä  xm^  H\B'  ein  rechtwinkliges  Tangentenpaar. 
Der  dem  Dreieck  ÄffC*  umgeschriebene  Kreis  hat  denselben  Radius,  wie 
der  Kreis,  welcher  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist.    Es  folgt  hieraus  : 

27.  ,,Die  Tangenten  gruppiren  sich  zu  je  sechs  so ,  dass  sie  die  Sei- 
ten und  Höhen  eines  Dreiecks  sind ,  dessen  Mittenkreis  der  Kreis  M  ist. 
Oder:  Sind  K^h'  und  H^c  irgend  zwei  rechtwinklige  Tangentenpaare  und 
werden  die  Tangenten  des  ersten  Paares  von  denen  des  zweiten  in  B'B' 
und  ÄC  geschnitten,  so  bilden  die  Geraden  AB'  und  IfC  ein  neues 
rechtwinkliges  Tangentenpaar  K ^a  , 

Da  AB'  doppelt  so  gross  ist,  als  die  zu  AB'  parallele  Mittelsenkrechte 
im  ^AlfC'y  welche  B'C'  in  a'  treffen  mag;  da  ferner  der  Radius  des  dem 
Dreieck  AtlC  umschriebenen  Kreises  gleich  dem  des  Urkreises  ist,  so  ist 
für  alle  solche  Dreiecke,  wenn  mit  O'  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen 
Kreises  und   mit  r  sein  Radius  bezeichnet  wird,  die  Summe  der  Quadrate 

Fa'*+OV^  =  r«  oder   Fc'*  +  Zfir*=4r« 
constaut.     Nennt  man  vier  solche  zusammengehörige  Punkte  wie  ABCB 
oder  ÄB^C'H'  ein  Quadrupel,  so  heisst  das  letzte  Resultat: 

28.  ,,In  jedem  durch  ein  Quadrupel  ÄßCB'  bestimmten  vollständi- 
geu  Viereck  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Gegenseiten 

Tc^ArÄB''^WÄ'''\'~^H'''^A^Ar'CB'''.^\r\'^ 
Bezeichnet  man  mit  x  den  Rad  ins  des  dem  Dreieck  ÄffB'  umschrie- 
benen Kreises,  so -können  wir  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ausdrücken 
durch 
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und  auch  durch , 

4a;  2  ' 

und  daraus  folgt 

ÄH'.B^H' _  tr,cosB'ÄC\  2r.  cosA'B'C'  _ 

Die  den  vier  Dreiecken  ÄBif,  ÄttE^  B'C'H\  C'ÄH'  umschriebenwu 
Kreise  haben  also  denselben  Radius;  bezeichnen  wir  ihre  Mittelpunkte  mit 
0*C\Ä^F^^  so  bilden  sie  die  Ecken  eines  Vierecks,  welches  dem  Viereck 
H'C'Ä^  congruent  ist.  Man  erhält  diese  vier  Punkte  0' Ä^  ^i^\^  indem 
man  in  den  Halbirungspunkteu  der  Seiten  der  Dreiecke  ÄB^C\  J[ B' H\ 
B'C*H\  C' ÄH'  Senkrechte  errichtet  und  sie  bis  zum  Durchschnitte  ver- 
längert. Es  lassen  sich  dann  die  Vierecke  CfÄ^  B\  C\  und  H\ÄffC'  zur 
Deckung  bringen;  (f  ist  der  Mittelpunkt  des  dem  ^ÄB'C  umgeschriebe- 
nen Kreises  und  zugleich  der  liöhenpunkt  des  Dreiecks  Ä^tf^C\\  H*  ist 
der  Höhenpunkt  des  ersten  Dreiecks  und  der  Mittelpunkt  des  dem  zweiten 
umgeschriebenen  Kreises ;  M  ist  die  Mitte  von  0'H\  daher  schneiden  sich  in 
M  die  Geraden  C'C\y  B^E^^^  ÄÄ^  und  M  ist  daher  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  der  durch  die  Uöhenfusspunkte  in  beiden  Dreiecken  geht.  Die 
Seiten  und  Höhen  des  Dreiecks  jf^B\C\  bilden  daher  rechtwinklige  Tan 
gentenpaare  einer  der  Ourve  C^  congruenten ,  aber  um  180^  um  ^  herum - 
bewegten  Curve  ^^,  die  den  Kreis  um  M  in  den  Punkten  ü^  V^  W^  berührt, 
welche  den  Berührungspunkten  ÜVW  ^vou  C^  und  dem  Kreise  M  diametral 
gegenfiberliegen. 

29.  „In  jedem  durch  ein  Quadrupel  JlB>C'H'  bestimmten  vollstHn- 
digen  Viereck  sind  die  Radien  der  den  Dreiecken  ÄBlC ^  A* Bf  H\  ElC' H\ 
C' ÄH'  umschriebenen  Kreise  einander  gleich ;  ihre  Mittelpunkte  (fd ^  ^,  W^ 
sind  die  Ecken  eines  Vierecks,  welches  dem  Viereck  H'A'B'C  congruent 
ist  und  so  liegt,  dass  die  Geraden  ^A\^  ffB\^  C'C\,  (fW  sich  im  Mittel- 
punkte M  schneiden ;  daher  ist  0'  der  Höhenpuukt  des  Dreiecks  Äy^tt^C\ 
und  die  Höhen  und  Seiten  desselben  sind  Tangenten  einer  Ourve  63^^ 
welche  der  Curve  C^  congruent,  aber  um  180^  gogen  dieselbe  um  den 
Punkt  M  gedreht  ist,  so  dass  ihre  Berührungspunkte  V^  V^  W^  mit  dem 
Kreise  um  M  die  den  Berührungspunkten  VVW  diametral  gegentibdrlie- 
genden  Punkte  sind.** 

Es  giebt  unzählig  viele  Gruppen  von  drei  rechtwinkligen  Tangenten- 
paaren, derart,  dass  ihre  vier  Durchschnitte  die  Ecken  und  den  Höhenpunkt 
eines  Dreiecks  bilden.  Eines  dieser  Dreiecke  sei  Ä B' C\  sein  Höhenpunkt 
sei  H'\  durch  die  vier  Punkte  Ä B'C'H'  lässt  sich  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  legen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  Kreise  liegen,  welcher 
durch  die  drei  Fusspunkte  der  Höhen  des  Dreiecks  jfB'C'  geht  (vgl.  St  ei- 
ner's  Vorlesungen,  herausgeg.  von  Schröter,  Bd.  II  S.  234);  dieser  Kreis 
ist  aber,  wie  vorher  gezeigt ,  der  durch  die  drei  Fusspunkte  der  Höhen  des 
Urdreiecks  ^^C  gelegte  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M,    Demnach  ersokeitot 
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jedes  rechtwinklige  TangeDtenpssr  als  Asymptoten  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel, also,  in  Bezog  auf  das  Dreieck  ABC: 

30.  „Fällt  man  von  einem  Punkte  P  des  einem  Dreieck  ABC  um- 
schriebenen Kreises  die  Perpendikel  auf  die  drei  Seiten,  so  ist  die  Ge- 
rade g^  auf  welcher  die  Fnsspunkte  jener  Perpendikel  liegen,  Asymptote 
einendem  Dreieck  ^i^C umschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
den  einen  Schnittpunkt  von  g  mit  dem  Mittenkreise  des  Dreiecks  ABC 
zum  Mittelpunkt  hat/^ 

Wählen  wir  irgend  drei ,  ftoftift^*  ^"^  ^^^  unaählig  vijelen  gleichseiti- 
gen Hyperbeln  heraus,  so  ist  der  Polarkegelscbnitt  von  g^  bezflglich  der 
drei  Büschel  (fto^^i))  (l^il^s)»  (t^al^o)  «^^rselbe,  nämlich  der  Mittenkreis  des 
Dreiecks  ABC  mit  dem  Mittelpunkt  M.  Der  Polarkegelschnitt  ist  auch  der 
Ort  der  8U  den  Punkten  von  g^  conjugirten  Punkte,  also  bilden  die  Gerade 
g^  und  der  Kreis  üf  die  Tripelcurve  des  durch  die  A*ei  Kegelschnitte  StQSti^% 
bestimmten  Kegelschnittttetaes  (vergl.  Schroeter,  Steiner's  Vorlesungen, 
Bd.  II  S  62).  —  Die  Punkte  von  g^  und  die  ihnen  conjugirten  auf  flem  Kreise 
M  bilden  zwei  projectivische  Futaktreihen ;  verbindet  mun  je  zwei  entspre- 
chende Punkte,  so  ist  die  Envelnppe  der  Verbindungslinien  eine  Curve  M^ 
dritter  Classe  vierter  Ordnung,  welche  den  Kreis  M  dreifach  und  g^  doppelt 
berührt.  Diese  Curve  K^  hat  den  Namen  Gay  ley' sehe  Curve  des  Netzes 
(ftoSi^s))  ^^^  erhält  sie  auch  als  Enveloppe  der  im  Kegelschnittuetz  vor- 
kommenden Geradenpaare.  Die  Grundpunkte  der  drei  Büschel  (ft^  ^^), 
(ftiSi)«  (ftgfto)  b>l<len  aber  drei  Quadrupel;  jede»  Quadrupel  liefert  sechs 
Tangenten  von  C^  sowohl,  wie  von  K^y  also  haben  C^  und  K^  18  Tangen- 
ten and  die  Doppc^tangente  gemeitischaftHch  und  fallen  daher  zusammen. 
Daraus  folgt: 

31.  „Wählt  man  drei  beliebige  Quadrupel  und  legt  durch  jedes  von 
ihnen  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  so  bestimmen  diese  drei  Hyperbeln 
ein  Kegelschnittnetz,  dessen  Tripelcurve  aus  g^  und  dem  Kreise  M  be- 
steht.   Die  Cayley^sohe  Curve  desselben  ist  die  Curve  Cg^^' 

Aus  dieser  Entstehung  det  Curve  C^  folgen  leicht  alle  eben  angegebe- 
nen Eigenschaften  derselben  (vergl.  Dur^ge,  Die  ebenen  Curven  dritter 
Ordnung,  406  —  516)  Und  noch  folfpende  andere  (vergl.  Schröter,  Steiner's 
Vorlesungen): 

32.  „Alle  Geraden  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  die  drei  gleich- 
seitigen Hyperbeln  St^St^ft^  in  drei  Punktpaaren  einer  Involution  treffen, 
umhüllen  die  Curve  C^^  welche  zugleich  die  IB  gemeinschaftlichen  Sc- 
canten  je  zweier  der  drei  Kegelschnitte  St^St^^^  berührt.  Die  Doppel- 
punkte der  Involutionen  auf  allen  solchen  Geraden  liegen  aufy«  und  dem 
Kreise  M.  Uebrigens  schneidet  jede  solche  Gerade  alle  Hyperbeln  in 
den  Punktpaaren  einer  Involution.^* 

Die  Tripelcurve  eines  Kegelschnittnetzes  ist  der  Ort  der  Punkte ,  in 
denen  sicfa'^vs'ei  Hyperbeln  des  Netzes  berühren  (ver§^.  Cremona,  Einlei- 
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taog  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebeoen  Curven,  Art.  90) «  also  liegen 
alle  Beriibrungspankte  der  Hyperbeln  auf  g^  und  dem  Kreise  nm  M.  Di«8 
lähifi  sich  jedoch  direct  zeigen.  Da  je  zwei  Hyperbeln  sich  in  einem  Qua- 
drupel JlBC'H'  schneiden,  so  iniiMseUf  im  Fall  hie  sich  berührtsn  sollen, 
zwei  der  vier  Punkte,  etwa  C'  und  H\  zusammenfallen,  d.  h.  der  Höhen- 
ponkt  H'  des  Dreiecks  Jtl/C'  iallt  iu  eine  Ecke  C'\  das  Dreieck  ist  also  bei 
C  rechtwinklig.  Das  Stück  C'H'  einer  Tangente  zwischen  dem  rechtwink- 
ligen Tangentenpaar  /C'  und  ffH'  wird  vom  Kreise  um  M  halbirt;  wenn 
also  C  und  H\  zusammenfallen ,  so  geschieht  dies  in  einem  Punkte  des 
Kreises  um  ^,  also: 

33.  „Wenn  sich  irgend  zwei  Hyperbeln  des  Netzes  berühren,  so  ge- 
schieht dies  in  einem  Punkte  des  Kreises  um  M.  —  Ausserdem  giebi  es 
unzählig  viele  Hyperbeln  des  Netzes ,  welche  dieselben  zwei  Taugenien 
eines  rechtwinkligen  Aares  zu  Asymptoten  haben,  uud  noch  zwei  Bü- 
schel, deren  Kegelschnitte  sich  in  den  Berührungspunkten  von  C^  und 
der  Doppeltangente  berühren.*^ 

Noch  eine  Art  der  Entstehnug  der  Curve  C^  giebt  Steiner  in  der 
citirten  Abhandlung  im  ö3.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  an  und  diese 
mag  schliesslich  hier  noch  besprochen  werden. 

Es  seien  ABCH  die  vier  Punkte  eines  Quadrupels  uud  f^ti^C^'..-  sei 
die  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  berüh- 
ren und  durch  i7  gehen;  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte  liegen 
auf  einem  Kegelschnitte  äR^  (vergl.  Steiner,  Vorlesungen,  heraasgeg.  von 
Schröter,  S.  380);  wir  suchen  zunächst  auf  den  Transversalen  x  . ..  durch 
H  die  Punkte  auf,  welche  die  Schnittpunkte  von  x  und  der  Curve  dritter 
Ordnung  (ÜR*,  g^)  harmonisch  trennen.  Wir  nennon  X^X^X^  die  Schnitt- 
punkte von  X  mit  (/qo  ^^^  äR^  betrachten  (äß^  g^)  als  eine  Tripeicurve  und 
bestimmen  zu  je  zweien  jener  drei  Schnittpunkte  die  dritten  Tripelpunkte, 
so  dass  X^X^X^^y  X^X^X^^^  X^X^X^  je  ein  Tripel  bilden.  Dreht  sieb  x 
nm  /T,  so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  immer  neue  Tripel.  Hierzu  wählen 
wir  drei  feste  Tripel  Pq^i^oii  öiögöia»  B^BqR^  und  legen  Kegelschnitte 
durch  ^0^1 'oi  ^^^  *^'®  Tripel  XqX^Xq^,.,^  ebenso  durch  QiO^On  ^nd  alle 
Tripel  X^X^X^^,..^  und  auch  durch  Ä^^o^o  ^^^  ^^^^  Tripel  X^X^X^,.,^  und 
bestimmen  endlich  die  Polaren  von  E  in  Bezug  auf  alle  diese  Kegelschnitte, 
so  sind  dieselben  die  Geraden  dreier  collinearen  Systeme-  Alle  Punkte,  in 
denen  sich  drei  entsprechende  Strahlen  schneiden,  erfüllen  eine  Curve  C 
dritter  Ordnung,  welche  je  zwei  der  drei  Funkte  ä'qÄ^X^,  ..  harmonisch 
von  If  trennt.  Da  aber  die  Punkte  X^X^., .,  welche  auf  ÜR^  liegen,  durch 
die  Polare  h  von  B  bezüglich  äR^  harmonisch  von  B  getrennt  werden ,  so 
zerfällt  C^  in  diese  Polare  h  und  einen  Kegelschnitt  C^,  Werden  Xq  und  Z, 
durch  Yq^  harmonisch  von  B  getrennt,  so  ist  X^  die  Mitte  der  Strecke  BF^^ 
weil  Xq  auf  g^  liegt,  und  man  erhält  den  Kegelschnitt  C^  daher  auch,  indem 
man  B  mit  den  Mittelpunkten  aller  Kegelschnitte  der  Schaar  {'t|'t|*...  ver- 
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bindet  and  die  Verbindungslinien  um  sich  selbst  verlängert  oder,  mit  ande- 
ren Worten:  C^  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  Durchmesser  der  Kegel- 
schnitte Pfi*fj*...,  welche  durch  H  gesogen  werden  können.  —  Ist  t  eine 
beliebige  Gerade  durch  H^  so  giebt  es  einen  einzigen  Kegelschoitt  der 
Scbaar,  etwa  f^,  welcher  tmH  berührt;  der  Endpunkt  seines  durch  H  ge* 
zogenen  Durchmessers  heisse  ü  und  die  Tangente  in  U  an  f^  treffe  ^«o  i°  ^i 
dann  muss  auch  /  durch  Zugehen.  Bei  der  Veränderung  von  t  beschreibt  der 
Punkt  r  eine  Punktreihe  Axxfg^  und  ü  eine  ihm  projectivische  Punktreihe  auf 
C\  daher  ist  die  Enveloppe  aller  Geraden  TU  eine  Curve  St^  dritter  Classe 
vierter  Ordnung^  welche  g^  zur  Doppeltangente  hat  und  C^  dreifach  berührt. 
—  Zieht  man  durch  H  zur  Seite  AB  die  Parallele  c\  so  giebt  es  nur  einen 
Kegelschnitt  der  Schaar  Pf^*...,  welcher  c' in  H  berührt;  der  Endpunkt 
seines  durch  H  gehenden  Durchmessers  muss  natürlich  auf  ^^  liegen,  weil 
er  selbst  AB  berührt,  und  deshalb  muss  auch  C^  die  Seite  AB  berühren, 
denn  es  giebt  auf  ^^  nur  einen  Endpunkt  eines  durch  H  gehenden  Durch- 
messers der  Schaar;  dieser  heisse  (£.  Die  Berührungspunkte  von  BC  und 
ÄC  m\i  C^  seien  %  und  S3;  es  sind  also  die  Geraden  AB,  BC^  AC  gemein- 
schaftliche Tangenten  von  C^  und  ftg^  und  da  diese  sich  selbst  berühren, 
so  sind  %,  S,  €  die  Berührungspunkte.  —  Die  drei  Höhen  des  Dreiecks 
können  auch  zu  der  Schaar  {'f^^f^^...  gezählt  werden,  indem  mau  sie  als 
unendliah  abgeplattete  Kegelschnitte  betrachtet;  ihre  Mittelpunkte  sind  die 
üalbirungspunkte  der  Höhen,  sie  heissen  D^D^D^\  macht  man  D^  üi  =  D^H^ 
D^Ü^=^D^H^  D^Ü^=^D^H  auf  diesen  Höhen,. so  muss  C^  durch  V^Ü^U^ 
gehen;  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  fallen  milden  Höhen  zusammen 
und  diese  sind  daher  auch  Tangenten  von  ft^.  Deshalb  muss  $t^  mit  63^  zu- 
sammenfallen,  weil  beide  Curven  die  Doppoltangente  und  sechs  andere 
Taugenten  gemeinschaftlich  haben.    Daraus  folgt : 

34.  „Denkt  man  sich  rücksichtlich  irgend  eines  der  oben  beschriebe- 
nen Quadrupel  ABCH  die  Schaar  Kegelschnitte,  welche  durch  einen  der 
vier  Punkte,  etwa  durch  H  gehen  und  dem  durch  die  übrigen  drei  Punkte 
ABC  bestimmten  Dreieck  eingeschrieben  sind,  ferner  in  jedem  Kegel- 
schnitt den  durch  den  Punkt  H  gehenden  Durchmesser  HU^  so  liegen  alle 
Punkte  Ü. . .  auf  einem  Kegelschnitte  C^,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks 
JBC  in  drei  Punkten  %S3€  berührt  und  durch  drei  leicht  zu  construirende 
Punkte  Ü^U^Ü^  auf  den  Höhen  des  Dreiecks  geht.  Zieht  man  in  den 
Endpunkten  ü...  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  ist  die 
Enveloppe  ^ller  dieser  Tangenten  die  oben  betrachtete  Curve  63^  und 
zwar  für  alle  unzähligen  Quadrupel  dieselbe  Curve.  Sie  berührt  den  Ke- 
gelschnitt C^  in  den  drei  Punkten  9lä3S)  in  denen  dieser  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  berührt.'' 
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TJehet  die  aftcnlatoriBohen  KegelBcbnitte  ebener  Curren. 

Von 

Prof.  Ennepee 

in  QÖtiingen. 


Nach  der  Angabe  von  Lacroix  im  „Traiie  du  caleul  differentiel  et  du 
calcul  integral'',  T,  I  pag.  44b  (Paris  1810)  echeiot  Ampere  der  Erste  ge- 
wesen zu  sein,  welcher  sich  mit  der  genaueren  Bestimmung  d«r  osculatori* 
sehen  Parabel  zweiten  Grades  in  einem  gegebenen  Punkte  einer  planen 
Cnrve  beschäftigt  hat.  Lacroix  selbst  hat  die  Untersuchungen  von  Am 
p^re  nicht  reprodacirt,  sondern  beschränkt  sich  in  Beziehung  auf  die  Os- 
cnlatioQ  von  Curven  auf  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sich  solche  schon  in 
älteren  Werken  vorfinden,  z.  B.  bei  Gramer  in  dem  Abschnitte:  „Courbure 
des  Courbes  comparäes  ä  ceiles  des  sommets  de  Paraboles''  auf  S.  &55  der  „/n- 
troduciion  ä  fanalyse  des  lignes  courbes  algdbriques'\  Geneve  1750.  Ebenso  findet 
sich  nichts  Wesentliches  unter  dem  Artikel  „Berührung"  des  mathemati- 
schen Wörterbuches  von  Klügelund  6runert*s  Supplementen  dazu.  Von 
neueren,  ausführlicheren  Werken  über  Differentialrechnung  seien  die  von 
Moigno  und  Bertrand  erwähnt.  In  seinen  „Lecons  de  calcul  differentiel 
ei  de  calcul  iniegral\  T,  I p.  268  —  270  {Paris  1840),  beschränkt  sich  Moigno 
auf  die  Bestimmung  der  parabolischen  Curve,  welche  in  der  Gleichung 

y  =  ao  +  aia?  +  ö,x«  +  ...  +  fl«-ia:«-' 
enthalten  ist  und  mit  einer  gegebenen  Curve  einen  Contact  (n — l)**"^  Ord- 
nung hat,  während  Bertrand  auf  8.  571  seines  „Tratte  de  calcul  diff,  ei  de 
caic.  iniegr/'  („Calcul  differentiel'',  Paris  1864)  die  ganze  Theorie  d^r  Berüh- 
rung unter  den  „Courbes  osculairices"  in  wenigen  Zeilen  behandelt.  Die  Ab- 
handlung von  Ampere  findet  sich  im  „Journal  de  Vecoie  polyiechmqtWy 
Cah.  14  T.  VII p.  159  {Paris  1808)  unter  dem  Titel:  „Sur  les  avantages  guon 
peut  retirer,  dans  la  theorie  des  Courbes ,  de  la  consideration  des  Paraboles  oscu- 
latrices,  avec  des  Reflexions  sur  les  fonctions  differenlielles  donl  la  valeur  ne 
change  pas  lors  de  la  Irans  forma  Hon  des  axes'K  Das  Verfahren,  welches 
Ampere  zur  Bestimmung  der  osculatorischen  Parabel' zweiten  Grades  ein- 
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schlägt,  ist  iDSofern  nicht  ohne  Weitlftafigkeif ,  als  die  Darstellung  der  Ele- 
mente der  Parabel  von  den  Coordinaten  des  Punktes  der  gegebenen  Curve 
und  den  Differentialqtiotienten  derselben  abhängig  gemacht  wird.  Die  Dif 
ferentialquotienten  werden  zaerst  in  Beziehung  anf  eine  der  Coordinaten 
als  abhängige,  die  andere  als  unabhängige  Variabele  gebildet  und  später 
in  Beziehung  auf  eine  beliebige  unabhängige  Variabele  transforioirt;  es  er- 
geben sich  hierbei  Ausdrücke,  welche  durch  eine  Transformation  der  Co 
ordinaten  dieselbe  Form  behalten,  worauf  sich  die  zweite  Hälfte  der  Ueber- 
schrift  der  genannten  Abhandlung  bezieht.  Die  Befolgung  desselben 
Weges  zur  Bestimmung  der  osculatorischen  Ellipse  oder  Hyperbel  würde 
zu  etwas  unübersichtlichen  Resultaten  führen,  während  die  Einführung  des 
Krümmungshalbmessers  als  Function  des  Winkels,  welchen  zwei  Normalen 
eiuschliessen,  die  Formeln  ungemein  vereinfacht  und  gleichzeitig  gestattet, 
von  vornherein  die  Untersuchung  über  den  osculatorischen  Kegelschnitt 
einer  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  ausführen  zu  können. 

I.  Die  orthogonalen  Coordinaten  eines  Punktes  P  einer  ebenen  Curve 
seien  x^  y,  es  sei  ferner  g  der  Krümmungshalbmesser  in  P  und  w  der  Win- 
kel, welchen  die  Tangente  zur  Curve  im  Punkte  P  mit  der  Abscissenaxe 
bildet.  Das  Bogenelement  der  Curve  werde  durch  ds  bezeichnet.  Mau  hat 
dann  die  bekannten  Gleichungen 


oder 

dx               ^y       .         ^s     ^ 
ds                   ds                   Q 

1) 

dx                    dy 

r—  =  o  costVy     ^  =1  Q  smw. 

ow                     öw 

Der  Einfachheit  halber  werden  x,  y  und  ^  als  Functionen  von  tv  an- 
gesehen.   Gebt  der  Kegelschnitt,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

2)  AX'^  A,Y^  +  2BXT+2CX-^2C,Y+E  =  (^, 
durch  den  Punkt  (o:,^),  so  ist 

3)  ^a:»  +  ^iy'+2£^xy +2Ca?  +  2C,y  +  ^  =  0. 

Infolge  der  Annahme  ist  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
eine  Function  von  m;  wird  dieselbe  durch  F{rv)  bezeichnet,  so  sind  die  Be- 
dingungen ,  dass  der  Kegelschnitt  durch  vier  oder  fünf  successive  Punkte 
der  Curve  gehe : 

F(ii;)  =  0,  F(n;+*)  =  0,  i^(w+2d)  =  0,  /'(w+3d)  =  0, 
wozu  noch  i^(w+4d)  =  0  für  einen  vierpunktigen  Contact  tritt. 

Man  weiss,  dass  die  gleichzeitige  Existenz  der  obigen  Gleichungen  für 
ein  unbegrenzt  abnehmendes  d  anf 

F(w)  =  Q,   ^»=0,    F'\tv)^0,    ^^"»  =  0  und  F^'^{fv)=zQ 
herauskommt,  d.  h.  man  hat  einfach  die  Knke  Seite  der  Gleichung  3)  mehr- 
fach zu  differentiiren,   mit  Rücksicht  auf  dl«  Gleichungen  l).    Zur  Verein- 
fachung  setze  man  "  r^  1 
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dg        ,     d*Q         „ 

4)  Ax+  By  +  C=L,   ßx  +  j4ty+  C\:=  M. 
Wegen  1)  und  4)  giebt  die  Gleichung  3)  nach  w  differeDÜirt: 

5)  L  cos  rV'\-  M  sin  w  =  0. 

Durch  Differentiation  der  vorstehenden  Gleichung  nach  w  folgt 
fl)         Q  (A  cos^w  +  2B  sintv  cosrV'\'  A^sin^w)  =  L  siniv  ^  M costv. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  w^  so  folgt,  mit  Rücksieht  auf 
die  Gleichung  5): 

.  A  (q' cos* TV  —  ^q  sin  w  cos  w)  +  Af  ((>' .«Vi*  w  +  3 p  sin  w  cos  w) 

+  B  (q  sin2w  +  ZQ  cos2w)  =  0. 

Die  Gleichung  7)  endlich  nach  w  differentiirt,  giebt 

A  {q"cos*w  —  hg  sin  w  costv  —  3^  cos2w) 
8)  +  -^1  {q"  sin'  w  +  5  ^'  sin  w  cos  w-^^q  cos  2  w) 

+  B  {q" sin2w  +  b g' cos2w  —  Qq  sin2w)  ^=0. 

Entwickelt  man  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  die  Werthe  von  Z  and 
Ai,  so  folgt  wegen  4) 

Ax+  By  +  C  =      g(A  cos'w  +  2Bsinwcosw  +  A^sin^w)  sinw^ 
^.x*+  ^,  y  +  ^'i  =  —  Q  (-^  cos*W'\'  2 B  sinw  cosw  +  ^,  sin^w)  cosw. 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  geben  durch  Elimination  von  E 

AX*  +  4K'  +  2  BXY+2CX  +  2C,V 
^  =  Ax*  +  Aty*  +  2Bxy  +2  6'a?  +  2C,y. 

Es  werde  zuerst  der  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  angleichen 
Axen  betrachtet.  Sind  rr,,  ^,  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  oscula- 
torischen  Curve,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

Aa^+By^  +  C^O,     Bx,  +A^y,  +  C\=^0. 
Setzt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  C  und  6\  in  die  Gleich- 
ungen 9)  und  10) ,  so  gehen  dioäelbeu  über  in 

A{x  —  *t'i)  +  ^  (y — ^1 )  =      gi-^ cos*tv  '\-2B  sin  w  cos w  +  Ai  sin* w) sin n?, 
^   B (;r— o:,)  +^i(y  —  yt)  =  —  ^  (-^ cosl^w  +  2  B  sin m  cosw  +  ^,  sin*w)  cos ir, 
A(Ä'^x,y  +  A,(Y-^y,y  +  2B{X^x,){Y^y,) 
=  A  {x^x.y  +  A,  (y-y.Y  +  2B{x^x,)  [y-y,). 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  x  —  x^  und  y—yx  ans  11)  in  die 
rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

A{^X-x,Y+A,{Y-y,Y  +  2B{X-x^){r-y,) 

12)  ,  (^  cos*  II  +  2  ö  sin  w  cos  w  +  Ai  sin*  ip)* 

■"^  'AA,^B*  * 
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Bedeutet  X  eine  Unbestimmte ,  so  geben  die  Gleichungen  7)  und  8) 

tlA=      (5 ^''  —  3^ p")  »fw* w  +  ^Qqi'sin2w  +  9p*, 
XAi=      (5p'«  —  3pp")  co^w  —  3pp' Wfi2m  +  9p», 
A  5  =  —  (öp''  —  3p p")  sinw  cosw  —  3p p'co52n;. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  Iä8.st  sich  die  Gleichung  12),  d.  h.  die 
Gleichung  des  osculatorischen  Kegelschnitts ,  auf  folgende  Form  bringen : 

14)  2  ^  ^  2  ^    ^ 

V4p'»  +  9p«-3pp'7' 
wo  q>  und  N  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind : 

INcos2q>  =  -^ ^^  ,     Nsin2fp  =  ZgQ\ 
,..(»-4ii^y+ „„■)■. 

In  der  Gleichung  14)  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  so  umgeformt, 
dasR  sich  leicht  die  Richtungen  der  Hauptaxen  und  die  Lage  der  Brenn- 
punkte bestimmen  lassen.  Setzt  man  die  Wertbe  von  A^  B,  C  aus  13)  in  die 
Gleichungen  11),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  x^  und  y^  die  Gleich- 
ungen 

-.  •  QC0S9D  —3p  sinw  ,  g' sinw  +  3p  cosw 

.6)  -,—=^\\^.^,^.l,^^.,   y>-y=9r,jrf^^d^'" 

Liegt  der  Punkt  {x,  y)  im  Endpunkte  einer  der  Hauptaxen,  so  muss 
eine  der  Quantitäten 

(Z— 0?,)  cos{(p+w)  +  (JT— y,)  sin{qi+w) , 

(^— x,)  5t>i(4p+w)  — (F— y,)  cos(q>+w) 

für  JC^=Xy  y=y  verschwinden;  es  verschwindet  also  auch  dann  das  Product 

dieser  Quantitäten  für  X^=x^  F=y.    Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  15)  und  16) 

{(a:-a:|)cos(<p+w)  +  (y-y,)5m(9  +  w)l{(a?-.x,)«n(9  +  w)--(y-y,)co«((p+w)j 

9  p* 

==  (4p«  +  9p«-3nn")«  (^' ^^^9  +  ^ ^  *'" ^^ (^' *''* 9  -  3 p  C05 <p) 

^ 27  p^/ 

(4p'«  +  9p»-3pp>* 
Soll  der  Punkt  (x^y)  die  angegebene  Lage  haben,  so  muss  g  verschwin- 
den ,    d.  h.   die  Curve   wird  dann  im  Punkte  P  von  ihrem  osculatorischen 
Kreise  Überosculirt,  es  liegen  dann  vier  successive  Punkte  auf  einem  Kreise. 
Zur  Vereinfachung  der  Werthe  von  x,  und  y,  setze  man 
17)  -  p'  =  3p  iangu. 

Die  Differentialquotienten  von  u  nach  w  bezeichne  man  durch  u\  u' 
a.  s.  f.    Die  Gleichung  7)  giebt 

Digitized  by  VjOOQIC 


142  üeber  die  oscalatorisclien  Kegelschnitte  ebener  Carven. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  17)  geben  die  Gleichungen  16) 

8in(fv — u)  cosiw — u) 

18)        Xi^^x  —  geosu—^^—^y     yt=^y  +  g  cosu  -j—^^. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  differentiire  man  nach  fv\  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  1)  und  17)  findet  man 


19) 


;  dx,  J4  — 2m     ,  ti  I     .    /  ^ 

i  -— -=-  =  p  < r  stn  u  +  -. 7-1  cos  u)  sin  (u  —  w) , 

)      dtü        ^\  1-m'  ^(i  — m)«  (        ^  f' 

\      dy,  )4-2fi'    .      ^       w"        .     1        ,  , 

f      dtv       ^{X—u  ^(1— m)»         i        ^  ^ 


Der  Punkt  (^t,^i)  liegt  auf  einer  Curve«  gebildet  aus  den  Centren  der 
osculatorischen  Kegelschnitte.  Bezeichnet  man  für  diese  Curve  das  Bogen - 
element  durch  ds,  fernipr  durch  p,  den  Krümmungshalbmesser  im  Punkte 
(jp,,y,),  und  durch  «',  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  diesem  Punkte 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  <)o  geben  die  Gleichungen  19) 


ds,         l4-2«     .        .        tt"  1 


—L=zCOSW^  =5fW(M — W),        —^  =«ww,  =  C05(t/  — W)  , 


und  mittels  dieser  Gleichung 

d  X  * 

^5,  OSt 

folglich 

21)  w,  =  -  — (w— w). 

11.^  Fallen  die  Mittelpunkte  der  osculatorischen  Kreise  einer  Carve 
zusammen,  so  ist  die  Curve  selbst  ein  Kreis;  ähnlich  ist  die  Curve  ein  Ke- 
gelschnitt, wenn  ihre  osculatorischen  Kegelschnitte  sämmtlich  denselben 
Mittelpunkt  haben.  Wird  eine  Curve  von  ihrem  osculatorischen  Kegel- 
schnitte überosculirt,  hat  also  mit  demselbefi  einen  Contact  fünfter  Ordnung, 
so  tritt  zu  den  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  noch  eine  dritte  Gleichung, 
welche  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung  8)  nach  w  ergiebt.  ICIimi- 
nirt  man  A^  A^  und  B  zwischen  diesen  drei  Gleichungen,  fährt  den  Winkel 
u  mittels  der  Gleichung  17)  ein,  so*  erhält  man  mittels  einer  Rechnung, 
welche  weiter  keine  Schwierigkeit  darbietet: 

22)  (4  — 2M')*f>iwH >cosi/  =  0. 

,  Diese  Gleichung  bestimmt  die  Werthe  von  w,  denen  Punkte  entspre- 
chen, in  welchen  die  Curve  vom  Kegelschnitt  überosculirt  wird.  Findet  die 
Gleichung  22)-  für  jeden  Punkt  der  Curve  statt,  so  ist  sie  selbst  ein  Kegel- 
schnitt, die  Gleichungen  19)  zeigen  dann,  dass  x^  und  ^,  constante  Werthe 
haben.  Man  kann  auch  unabhängig  von  diesen  Betrachtungen  direct  dar 
thun,  dass  durch  die  Gleichungen  17)  und  22)  ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist. 
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Da  die  auszuführenden  Rechnungen  sich  ziemlich  einfach  bewerkstelligen 
Iftflsen,   so  mögen  dieselben  hier  Platz  finden.     Die  Gleichung  22)  durch 
(2^u)co8u  dividirt  und  mit  u  multiplicirt,  giebt 
,sinu uu'  ^ 

oder 


23)  2« hl; 7  —  - >|ti=0. 

cosu      Vi  — w       2— «/ 


Nimmt  man  l^u  an ,   bedeutet  g  eine  Constante ,   so  giebt  die  vor- 
stehende Gleichung  integrirt: 

(2— m')«  ,       , 

l  — ti  ^ 

Da  (2— tt')*^4(l — m'),  so  ist  rechts  g ^l.   Die  vorstehende  Gleichung 
giebt 

u+2  (g^cos' u—1)  =  +  2g  cosuj/g^cos^u—  I. 

Nimmt  man  rechts  das  obere  Zeichen  (für  das  untere  Zeichen  erhält 
man  ein  analoges  Resultat),  so  folgt 

u' 1 

•     yg^cos^u-'l  g  cosu^  f^g^cos^u — 1 
oder 


=  2 


yg^^os^u—l 
d.i. 


{gcosu  +  f/p*co**«— 1)  =  2, 


g  cosu  u 

1  =  2  —  ti . 


yg^cos^u  —  l 
Bedeutet  m^  eine  Constante ,  so  folgt  durch  Integration 

arc  sin  sin  m  =  2  (w  — -  w^  —  u 


oder 

9 


j/g'-^ 
Diefle  Gleichung  g^ebt 


sin  u  =  sin  [2  {w — w^)  —  ü]. 


5w2(«;— Wo)j//— 1 
iangu^  — 


^  +  eo«2(w— Wo) /ö^  — 1 

Nach  17)  ist  die  linke  Seite  gleich  --.    Bedeutet  h  eine  weitere  Con- 

fltante,  so  erhält  man 

24)  ^ =_. 

Q-=:\g  +  cos2{w  -Wo)  Vsi'—^l'^^ 
Sind  Xq  und  y^  Constanten,  so  geben  die  Gleichungen  1) 

x~'Xq  =  j  Qcosw  dwy     y—yQ=i  j  Q  sinwdtv 
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oder 

25) 


'  (x—aTo)  sinw^  +  ijf^lfo)  ^0SWf^  =  j  q  sin  (tv  —  w^)  dm. 


Setzt  man  rechts  für  ^  seinen  Werth  ans  24)  nnd  in  den  beiden  Inte- 
gralen 


V\ 


^-y'^y'.tang(n,.-n>;)  =  tangr. 


so  folgt 
{pf!—Xt)cotti>,'^-(y—j/t)fmmg=  --=-^=u^^t^  sinv  =  hVg-:-j/<^—l .  «wir, 

Vg+Vg'-i 

(x~ X,)  tinwg  —  {g—t/t)  eotm„= —  eosv=h Yg-^  V^—  1    cosv. 

Vg-Vg'-i 

Die  EliminatioD  von  v  giebt 
{ (^  —  ^o)  ^»^ ^0  +  (y  —  jfo)  9in  wj«      { (ar— gp)  ^>>i  «^0  --  (y —yg)  go^iPo}*  ^  ^^ 

g-y^  g  +  Vg'-i 

was  die  allgemeinste  Gleichung  der  Ellipse  ist. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  23)  t/>>  1,  setzt  also 

ff         ^  // 
,stnu         u  2u 

2« =  -7 — r /  ~) 

cosu      u  —  i       u  —  2 

so  folgt 

(w'-2)«  ,       , 

— ,  —  -  =  4  o'  cos'  u 
u  —  1 

oder  

u'—2{g^cos^u+  1)  =  +  2gcosuyg'cos^u  +  1, 

wo  g  wieder  eine  Constante  bedeutet.    Nimmt  man  in  dem  Ausdrucke  rechts 

das  untere  Zeichen,  um  ähnliche  Enlwickelnngen  wie  im  ersten  Falle  zn 

erhalten ,  so  ist 

h'  1 

, --^    -  -7 =  2 

yg* cos^ u  +  1  yg^ cos' u  +  \-^g  cosu                                  , 

oder,  nach  einer  analogen  Transformation  wie  vorbin : 

g  cos u  . u 

yg'cos'u  +  l 

Diese  Gleichung  giebt 

sin  u  =  sin  |2(w  — fi^^)  — «}, 


:  =  2  — w. 


yg'+i 

wo  wieder  le«  eine  Constante  ist.    Setzt  man  hierin 


tangu^  —  . 


80  erhält  man  durch  Integration 
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Setzt  man  diesen  Wertb  von  q  in  die  Gleichungen  25)  and  darauf  in  den 
rp»iit8  stehenden  Integralen 


/: 


Kizl     ^  tang  {w  —  «^  =  sin  v  . 


so  erhält  man  schlieRslich 

{x — Xo)  cos  Wo  +  (y  —  Po)  sin  Wo  =     -  — lang  v, 

Yg^+l-^gCOSv' 

welche  Gleichungen  bekanntlich  anf  die  allgemeine  Gleichung  der  Hyper- 
bel führen. 

Die  Gleichungen  19)  zeigen,  dass  der  Punkt  {x^.yt)  nicht  auT  einer 
festen  Geraden  liegen  kann,  eine  Gleichung  von  der  Form  «.7-,  +  Ay,  +c  =  0, 
wo  /?,  A,  c  Constanten  sind,  führt  durch  Differentiation  anf 

ds 
\a  sin (w— »)  +  6  co*{tt— w) }  t-^  =  0. 

ds 
Da  im  Allgemeinen  nicht  u  —  w  constant  ist,  so  muss  -r— ^  verschwin- 

ow 

den ,  man  erhält  wieder  den  vorhin  behandelten  Fall. 

in.    Ist  K=nr,  wo  a  eine  Constante  bedeutet,  so  giebt  die  Gleichung  17) 

Für  diesen  Werth  von  q  geben  die  Gleichungen  1),  mit  Weglassung  von 
C-onstaoten,  welche  sich  auf  die  Lage  des  Anfangspunktes  beziehen: 

f  ^  g3«,  tanga  ^ ^«^^ aCOStV  +  Sinw 
k  \+{%tangay       ' 

y  ^  ^Zfotanga  ^}^ asinW-^COSW 

k  l  +  {^tangay 

Diese  Gleichungen  beziehen  sieb  auf  eine  logarithmische  Spirale.  Mittels 
der  vorstehenden  Werthe  von  ^,  x,  y  lassen  sich  die  Gleichungen  16)  auf 
folgende  Formen  bringen: 

k        \  +  (Ziangay    )        ^  V    ^2        /^        \     ^2        /(' 

y^       4«/iae«»"«"^«  4  ^  .   /     .    »        \  (     i'^        \( 

^  = —  {^  tanga  stniwA a  1  —  ros  1  w  H a  |> . 

k        \  +  {^Ztangaf  \        ^  \2         /  \^2        /) 

Durch  diese  Gleichungen  ist  wieder  eine  logarithmische  Spirale  be- 
stimmt, welche  mit  der  vorhergehenden  identisch  ist.  Da  im  vorliegenden 
Falle  4^'*  — 3^^"+ 9^*  positiv  i.st,  so  hat  die  logarithmische  Spirale  in  Be- 
ziehung auf  die  Mittelpunkte  ihrer  osculatorischen  Ellipsen  dieselbe  Eigen- 

ZeilMhrm  f  MftthemtUk  u.  Physik,  XIX,  2.  10  i^^^^T^ 
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»chiift,  wie  in  Bezielmng  aaf  die  Mittelpunkte  der  oscnUtorischen  Kreise; 
in  beiden  Fällen  liegen  die^e  Mittelpunkte  anf  der  Cnrve  selbst. 

Es  soll  ftir  das  Folgende  angenommen  werden,  dass  der  Wertb  von  u 
nicht  constant  ist. 

Analog  dem  Problem,  die  Cnrve  zu  finden,  ffir  welche  die  Mittelpunkte 
der  OHCulatorischen  Kreise  gegeben  sind,  entspricht  einer  gegebenen  Cnrvp, 
auf  welcher  die  Mittelpunkte  der  osculatoriscben  Kegelschnitte  liegen,  eine 
primitive  Curve,  oder  besser  unendlich  viele  primitive  Curven,  deren  ana- 
lytische Darstellung  auf  einer  Inversion  der  in  I)  entwickelten  Formeln 
beruht. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

g  cosu 

und  in  den  Gleichungen  18)  nach  21)  >p— M  =  ir| ,  so  erhält  man 

27)  x  =  Xt—pcosWi,     y  =  yi—psinwi. 

In  diesen  Gleichnngeü  ist  p  als  Function  von  iz^i  darzustellen.  Sieht 
man  w  als  Function  von  w^  an,  so  geben  die  Gleichungen  27),  mit  Ruck- 
sicht auf 

nach  Wf  diflPerentiirt 

dtv       f  dp\  ,        . 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar  die  folgenden: 

'        .     ^w  dp 

Qsm^w.—fv)      —^p 

OTVx 

oder  nach  21)  w^  —  fv^- u  gesetzt: 

«o\  .      drv  dp  dtv 

28)  ^5,„„  =^,  -  QCOSU-~:==p. 

€  fi\  OTVi  OfV^ 

o  „. 

Eliroinirt  man  r —  zwischen  diesen  Gleichungen ,  so  folfft 

20)  Qt  —  j^  =  p  tang  u. 

Die  zweite  Gleichung  28),  nämlich 

otv^ 
wird  infolge  der  Gleichung  26)  identisch;  setzt  man  nämlich  für  p   seiDen 
Werth  ein,  so  folgt 
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„,  (-«')|^='. 

welche  Gleichung  direct  durch  Differentiation  der  Gleichung  21)  nach  «», 
folgt,  wenn  w  und  ?/  als  Functionen  von  w,  angesehen  werden.  Es  ist  dann 
auch 

du       du    dm        ,  dw 

dfVx      dfv  dfVi  dwf  ' 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  30)  giebt 

du  u  dw 1 

dtv^       l  —  f/  '     dn\       1  —  u 
oder 

du  '  .. 

31)  M=— -         , ^=l  +  ö —  =  ^ — . 

du        1  —  M  ötv^       dwi 

Znr  Bestimmung  von  p  ist  ausser  der  Gleichung  29)  noch  eine  zweite 
Gleichung  nöthig,  mit  deren  Hilfe  die  Quantität  tangu  ans  der  Gleichung 
20)  entfernt  werden  kann.    Führt  man  in  die  Gleichung  17),  nämlich 

mittels   der  Gleichungen   31)   w,    statt   w   als   unabhängige  Variabele   ein, 

so    folfft  r.  '  rs        \ 

-  —^  =  3  (  1  +  TT—  )  /« wgr  M . 
Q   dw^         \        om^J 

Bedeutet  A-,  eine  Constante,  so  ergiebt  die  vorstehende  Gleichung  in- 

tegrirt  .    r         . 

"  ßjtangudwx 

oder 
gesetzt 

Aus  der  Gleichung  32)  leitet  man  successive  die  folgenden  ab: 

_}_   dj[_  '       ^      1    ^'y  __  {]_    ^gV 

^r  ^w, '     oos'w  ^Wj       f/  drv^       \q   dfvj  ^ 

vos^uX        drv{)  q  dw^ 

Setzt  man  in  der  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  31) 

80    folgt 

(\^u)co^^u       q  V'^dw.V' 
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Miiltiplicirt  man  diese  Gleicbnng  mit  der  Gleicbnng  33),  so  folgt  mit  Rück- 
Rieht  auf  den  Werth  von  p  ans  26): 


M)  p==*.^(,+^,). 


Sotzt  man  in  20)  für  Umgu  seinen  Werth  aa.s  32),  so  geht  die  Gleichung 
über  in 

_  ap        p    dq  _}    dpq 
dw^        q   dWf       q   cw^ 
Setzt  man  hierin  endlich  den  Werth  von  p  ans  34),  so  folgt 

oder  entwickelt 

Ist  q  mittels  der  vorstehenden  Gleichung  als  Function  von  ir,  bestimmt, 
HO  folgt  der  Werth  von  p  mittels  der  Gleichung  34).  Sind  nun  x^^y^  ge- 
geben, und  zwar  in  Function  von  it^i,  so  geben  die  Gleichungen  27)  Xy  y  als 
Functionen  von  w^ ,  durch  welche  Gleichungen  dann  die  Curve  bestimmt 
ist,  welche  einer  gegebenen  Curve  der  Mittelpunkte  der  osculatorischen  Ke- 
gelschnitte entspricht,  also  zu  der  gegebenen  Curve  in  einem  analogen  Ver- 
hältnisse steht  wie  die  Evolvente  zur  Evolute.  Sieht  man  in  der  Differen- 
tialgleichung 35)  ^1  als  eine  beliebige  Function  von  rv^  an,  so  scheint  die- 
selbe nicht  allgemein  integrabel  zu  sein ,  oder  besser,  q  lässt  sich  nicht  in 
allen  Fällen  direct  als  Function  von  w^  .darstellen.  Dieses  lässt  sich  leicht 
an  einem  Beispiel  zeigen,  indem  man  den  umgekehrten  Weg  einschlägt. 
Ist  die  primitive  Curve  die  Evolvente  eines  Kreises,  sind  a  und  b  Cnnstan- 
ten, so  hat  man 

a:  =  fl  cosrv  +  (6  +  0 w)  sin  w,     y  =  a  sin w  —  {b-^-  (im)  cos rv. 
Diese  Gleichungen  geben 

9  =  6 +  a«),    ^  =  a,    ^"=0, 
36)  q'  a 

/flWpM  =  ^  = 


3p      b-^wa 


Da  nun  w,  =  -—  +  w  —  m  ,  so  ist 


logq  =:  j  lang u  dWf  =  j  tang udw  —  / tang u  d u. 
Nun  ist  nach  36) 

/  tangudw  =  /  -— dw  =  log  {b^a w) , 

folglich 

q=^{b'\'aw)cosu, 
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Setzt  man  hierin  nach  30)  b  +  afV  =  acotu  and  «  = (w,— w),  so  erhält 

man 

««'(w,  — w)       b+aw      ^       , 

Die  zweite  der  voruteheudcn  Gleichungen  gieht  zwischen  w  nnd  w^ 
eine  transcendente  Gleichung,  von  deren  Lösung  ebenfalls  die  Bestimmung 
von  g  in  Function  von  w^  abhängt. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  35)  für  q  eine  Function  von  w^ ,  so  erhälft 
man  ^|  in  Function  von  it^,,  also  dann  auch  x^,  ^,  und  p  und  schliesslich  au8 
den  Gleichungen  27)  x  und  y  als  Functionen  von  n^j. 

IV.  Durch  besondere  Annahmen  tiber  die  Art  des  osculatorischen  Ke« 
gelschnitts  ergeben  sich  in  d»*r  allgemeinen  Gleichung  1)  Relationen  zwi- 
schen den  Coefficienten  A^  A^^  B^  C,  C^  nnd  E\  jeder  Belation  entspricht'  eine 
Verminderung  der  Ordnung  des  Contacts  um  eine  Einheit.  Soll  z.  B.  der 
Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein,  so  können  nur  die  Gleich 
ungen  3),  5),  6)  und  7)  stattfinden,  an  Stelle  von  8)  tritt  J  +  ^,  =0.  Die 
Gleichungen  11)  und  12)  gehen  im  vorliegenden  Falle  über  in 

.      \%QSintv-^Q  costv  ^  ,Zqcosw  +  g'sinw 

{(Z-jj,)  cos(n>-<p)+{F-yi)  sin{i»-<p)\*~\{X~a!,)  sin{n>-^)-{F~y,)cot{w-q))\* 

^M 9* 

q'^  +  9(>*  3^  cos2q>  +  q  sin2fp  ' 

wu  Zqsin2q>^ifcos2fp,  Soll  der  Berührungspunkt  {x^y)  im  Endpunkte 
einer  der  Hauptaxen  der  Curve  1)  liegen,  so  kann  im  Allgemeinen  nur  noch 
von  einer  Berührung  zweiter  Ordnung  die  Rede  sein.  Da  nämlich  im  Punkte 
F  die  Curve  und  der  Kegelschnitt  dieselbe  Normale  haben ,  so  enthält  die 
Normale,  welche  dann  eine  der  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  ist,  seinen 
Mittelpunkt  {x^^yx).    Es  ist  also  in  diesem  Falle 

37)  (^i  —  x)  cos  w  +  (yi  —  y)  sin  w  =  0, 

Bleibt  man  bei  dem  Contacte  zweiter  Ordnung  stehen,  so  gelten  die 
Gleichungen  3),  5)  und  6),  mithin  auch  die  Gleichungen  11).    Eliminirt  man 
x^—x  und  yi—y  zwischen  der  Gleichung  37)  und  den  Gleichungen  12),  so  . 
folgt 

(Ai  —A)  sinw C08W  +  B C082w=s0 
oder  auch 

.  .  _  sinw  .  ^        ^  „cosw  ,  ^ 

38)  A^-^B +<,     A,^--B- h<, 

^  cosw  smw 

wo  t  eine  Unbestimmte  bedeutet.  Mittels  der  vorstehenden  Gleichungen 
reducirt  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  auf  t{fy  welcher  Ausdruck  nur 
für  besondere  Punkte  verschwinden  kann,  welche  ^'=0  entsprechen.     Ea 
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kann  nicht  /  =  0  sein,  sonst  folgte  aus  38)  i^^,  —  Z/*=0,  welche  Gleichung 
keinen  Kegelschnitt  mit  einem  Mittelpunkte  zulässt.    Hieraus  ergiebt  sich, 
dass  die  Gleichungen  38)  die  Gleichung  7)  ausschlicssen :  es  kann  kein  Con- 
tact  dritter  Ordnung  stattfinden;  ein  Resultat,  welches  su  erwarten  war. 
Setzt  man  die  Werthe  von  A  und  ^,  aus  38)  in  11),  so  findet  man 

39)  (-: n{a;i—x)  =  Qlsmw,   (-- ')  {yi-'y)  =  -' Q^cosw. 

'\stnwcosw      /'  \stHWCosw       J  ^^       ^'  ^ 

Für  J=iAi  ist  nach  38)  ß  =  Oj  die  Gleichungen  39)  bestimmen  daun  den 
Mittelpunkt  des  Krümmungskreises.  Für  eine  gleichseitige  Hyperbel,  also 
A  +  Ji  =  0,  geben  die  Gleichungen  38)  • 

B 

—  =2/. 
stnw  cosw 

Die  Gleichungen  39)  nehmen  in  diesem  Falle  die  einfachen  Formen  an: 

Xx  —  X  =  Q  sinrv^     y^ — y  =  — ^cosw. 

Hat  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  einer  Curve  einen  Contact  zweiter 
Ordnung,  so  dass  der  Berührungspunkt  ein  Scheitelpunkt  der  Hyperbel  ist, 
so  liegt  ihr  Mittelpunkt  auf  der  Normalen  in  einer  Entfernung  vom  Berüh- 
rungspunkte, welche  gleich  dem  Krümmungshalbmesser  ist.  Die  Mittel 
punkte  der  Hyperbel  und  des  Krümmungskreises  liegen  auf  entgegengesets- 
ten  Seiten  der  Curve. 

V.  Die  osculatorische  Parabel,  welche  mit  einer  Curve  im  Punkte 
(a;,  y)  einen  Contact  dritter  Ordnung  hat ,  ist  durch  die  Gleichungen  3),  5), 
6)  und  7)  bestimmt  nebst  der  Relation  AAx^B^=Q,  Setzt  mau  die  Werthe 
von  E^  Cy  Cf  aus  den  Gleichungen  3)  und  9)  in  die  Gleichung  1),  so  nimmt 
dieselbe  die  Form  an: 

^  -|-  2 ^  (^  cos^ w  +  25  sin  tv  cos  w  +  A^  sin^ w)  j  (A—  x)  sin  w  —  ( Y—  y)  cos  w }  =0. 
Die  Gleichung  7),  nämlich 

A  (qcos*  w  —  Sq  sin  w  cos  tv)  +  A^  {gsin*  «;  +  3  ^  sin  tv  cos  tv) 
^  Ä  —  5  {qsin2tv  +  %QC0s2tv) , 

in  Verbindung  mit  AA^  —  ß*  =  0  giebt 
42)  A  {gsin^iD  —  3p  sin  w  costv)^Ax  {gsin*  w  +  ^q  sin  tv  cos  w)  =  +  3  5  (>. 

Für  das  obere  Zeichen  giebt  die  Gleichung  40) 

{JC—  x)  sin  tv  —  ( J^—  y)  costv  =  0^ 
was  die  Gleichung  der  Tangente  ist.    Für  das  untere  Zeichen  erhält  man 
aus  41)  und  42) 

A  Qsin  w  +  3  p  CO»  w       ^i  _       p'^^s  w  —  3  (>  *i>i  pj 

B  Qcos  rv  —  ^QSintv^     B  gstn  tv  +  ZQ  cos  tv ' 

Hierdurch  lässt  sich  die  Gleichung  40)  auf  folgende  Form  bringen: 
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43] ^ 


\(X'-x){i/sinw  +  9Q  cosw)  —  (-T— y) {q'cosw^  Zq  sinrv)  +  -j  j~J 

Für  die  Coordinaten  Xt^  y^  des  BrennpunkteB  hat  man  die  Gleichungen 

9p»p' 
p   -f- vp 


(a:,-j:)(p'co5W^3p.«>i  w)  +  (y,  -.y)(p'W;ifi;  +  3pco5«;)+ 1  "t^  j^q ',  =  4  •  -f^rA  » 

p    "l-wp  p    -|-p 

nnd  bieraas 

Setzt  man 

44)  p'=3p/an^t<, 

Bo  werden  die  Gleichungen  für  Xiy  ffi  einfacher : 

P  Q 

45)  apj  =  x  — —  C05um(ti+n;),     y,  =y  +  ^  co^ti  co5(u  +  n;). 

Diese  Gleichungen  nach  tv  differentiirt,  geben,  mit  Rücksicht  auf  44): 

Haben  für  die  Curve,  welche  der  Brennpunkt  beschreibt,  pi,  w^  und  Sf 
im  Punkte  (a?,,y,)  analoge  Bedeutungen  wie  p,  iv  und  s  im  Punkte  (x^y)  der 
primitiven  Curve,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  4ö) 

;t-^=P ,       «;,s=2M  +  W 

oder  auch 

47)  ^,_  =  ^__,     «;,  =  2tl  +  W, 

da.  dSf=iQ^dfv^.    Sieht  man  wieder  n;,  u  und  p  als  Functionen  von  rv^  an,  sa 
giebt  die  Gleichung  Wi=2u+Wy  nach  it^i  differeintiirt : 

'=(■+"')£,- 

Aus  dieser  Gleichung  und 

du  ,  dw 

erhält  man 

/'  du\   ,     du  du       dw 

\  <7W|/  OWi  OWi        OWi 

Führt  man  w^  als  unabhängige  Variabele  mittels  der  vorstehenden 
Gleichungen  in  die  Gleichung  44)  und  die  erste  Gleichung  47)  ein,  so  erhält 
man 
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48) 


1    do    '(  du\ 

-  ^  =  3(l-2r— jtenfifM, 


Die  Gleichungen  45)  geben,  w=«;,  —  2m  gesetzt: 
49)     X  =^Xi  '\-  \q  cos u  sin (w,  —  m),     t/^^t/t  ^  ^Q  ^os u  cos (a?,  —  u). 

Durch  die  Gleichungen  48)  und  49)  ist  die  primitive  Curve  bestimmt, 
wenn  der  Ort  der  Brennpunkte  der  osculatorischen  Parabeln  zweiten  Gra- 
des gegeben  ist.  Von  einigen  besonderen  Fällen  abgesehen,  scheint  die  all- 
gemeine Integration  der  Gleichungen  48)  nicht  ausführbar  zu  sein.  Fallen 
die  Brennpunkte  aller  Parabeln  zusammen ,  so  sind  Xi  und  ^i  constaiit;  die 
die  Gleichungen  46)  geben  dann  l  =  w',  folglich  M=3ir  — f«;„,  wo  Wq  eine  Con- 
staute  ist.    Die  Gleichung  44)  wird  dann 


Hieraus  folgt 


^=3towöf(v— iTo)« 


wo  k  eine  Constante  ist.    Für  den  vorstehenden  Werth  von  g  geben  die 
Gleichungen  25) 

(o?— Xo)  cosiCo  +  (y  — yo)  ^^^^0  =  ^  ^ng{fv-^fVQ)  , 

-  (rr-o^o)  «««^0+  (y-yo)  COSfV,  =  ^^^^^^_^^y 

Durch  Elimination  von  w-^Wo  zwischen  den  vorstehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich  die  allgemeine  Gleichung  der  Parabel.  Liegt  der  Punkt  (xj,  y,) 
auf  einer  Geraden,  wird  dieselbe  der  rr-Axe  parallel  genommen,  so  ist  j^, 
constant.  Die  zweite  Gleichung  46)  giebt  dann  2u  +  tr  =  0.  Hierdmcb 
geht  die  erste  Gleichung  46)  über  in 

dxi^    1  — ti' 

oder,  v  =  —  2«  gesetzt : 

TZ i^' 

Bedeutet  also  x^  eine  Constante,  so  ist 

50)  a:,-«o  =  -4/p^«. 

Die  Gleichung  44)  wird  für  «;  =  — 2m 

Q  du 
Hieraus  folgt 

61)  Q  =  k{cosuy. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  46)  w +  «;=—«,  ferner  für  a?,  und  q  ihre 

Werthe  aus  50)  und  51),  endlich  y^^y^,  wo  y^  eine  Confitante  ist,  so  folgt 
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a?  =  fljjj  —  I Ar /  (cosu)*  du (cosuy  sinuy 

y^yo--^{cosuy. 

Die  in  der  ersten  Gleichung  vorkommende  Integration  lasst  sich  be- 
kanntlich leicht  bewerkstelligeji ,  man  kann  dann  durch  Elimination  von  u 
die  Gleichung  der  Curve  herstellen;  für  manche  Zwecke  ist  es  einfacher, 
die  beiden  Gleichungen  in  der  obigen  Art  beizubehalten. 

Mittels  der  Gleichung  43)  ergiebt  sich  für  die  Directrix  der  Parabel 
folgende  Gleichung: 

( JT— 0?)  {qcosw  —  8 ^  sin w)  +  ( ^— y) {gsin w-^-Zqcosw) 

Durch  Einführung  des  Winkels  u  aus  44)  erhält  mau  nach  gehöriger 
Reduction 

52)  (^— ^)  ««(ir— ti)  —  (T— y)  cos^w—u)  =  \q  cosu. 

Die  Directrix  berührt  eine  Curve,  welche  durch  die  Gleichung  52)  und 
die  Derivirte  dieser  Gleichung  in  Beziehung  auf  tc  bestimmt  i.9t.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  1)  und  44)  findet  man 

{X  —  x)  co5(fir— «)  +  (F— y)  sin{io—  u)  =  ^q  sinu. 
Aujj  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  52)  folgt 

53)  X^x=^^QSinw,     F—y^s^^Qcosio. 

Aus  dem  Vorstehenden  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  der  Schnitt- 
punkt der  Directrixlinie  der  osculatorischen  Parabel  zweiten  Grades  im 
Punkte  P  einer  Curve  die  Normale  des  Punktes  P  in  einem  Punkte  schnei- 
det, welcher  gleichzeitig  der  Enveloppe  der  Directrixlinien  sämmtlicher 
osculatorischen  Parabeln  angehört.  Die  weitere  Untersuchung  der  En- 
veloppe, für  welche  ein  Punkt  (^,  T)  durch  die  Gleichungen  52)  bestimmt 
ist,  bietet  mittels  der  Gleichungen  l)  und  44)  keine  Schwierigkeiten,  weshalb 
hier  ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  und  ähnliche  Untersuchungen  unter- 
bleiben möge. 
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VII. 

Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  der  Bewegung 
ähnlich -veränderlicher  ebener  Systeme. 

Von 

Dr.    L.   BURMESTEB, 

Professor  der  darstellendeu  Geometrie  am  königl.  Polytechnikum  za  Dresden. 

(Hierzu  Taf.  II,  Fig.  1-14) 


Erste  Mittbeilnng. 

In  der  kiDematiscbeu  Geometrie  wurde  bis  jetzt  fast  ausschliesslich  die 
Bewegung  starrer  System«  mit  reichem  Erfolge  behandelt,  und  die  Be- 
wegung veränderlicher  Systeme  fand  nur  in  einem  ganz  speciellen  Falle* 
ein  wenig  Beachtung;  denn  der  Pfad  vom  bewegten  Starren  zum  bewegten 
Veränderlichen  führt  durch  Hindernisse,  die  schwer  und  nicht  auf  einmal 
beseitigt  werden  können.  Die  Lehre  von  der  Bewegung  veränderlicher 
Systeme,  deren  Mannichfaltigkeit  ohne  Grenzen  ist,  bildet  in  geometrischer 
Hinsicht  ein. neues,  kaum  berührtes  grosses  Forschungsgebiet,  welches  das 
fruchtreiche  Feld  der  Bewegung  starrer  Systeme  cinschliesst;  wir  müssen 
uns  daher  begnügen,  wenn  es  uns  ermöglicht  wird,  einen  Theil  dieses  Ge- 
bietes vorwärtsgehend  zu  überschauen.  Die  Lehre  von  der  Bewegung  star- 
rer Systeme  giebt  der  theoretischen  Maschinengetriebelehre  ihre  Grundlage 
und  fördert  ihre  Fortentwickelung,  und  bei  rein  geometrischen  Untersuch 
jingen  zeigt  sie  sich  als  ein  hochnützliches  Werkzeug.  Die  Bewegung  ver 
änderlicher  Systeme  offenbart  sich  in  unendlicher  Mannichfaltigkeit  in  der 
Natur,  in  dem  Bilden  der  Krystalle  wie  in  dem  Wachsen  der  Organismen, 
und  in  theoretischer  Richtung  bietet  sie  dem  Mathematiker  den  ergiebigsten 
Stoff  zur  Untersuchung.  Der  Nutzen  der  Erforschung  der  Bewegung  ver 
änderlicher  Systeme  ist  daher,  wenn  auch  besondere  Bewegungsformen 
vorausgesetzt  werden ,  für  die  Folge   von  grosser  Bedeutung.    Wir  werden 

*  Siehe  Anmerkung  Seite  165. 
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in  unseren  Betrachtungen  vom  Speciellen  zum  Allgemeineren  fortschreiten, 
und  auf  diesem  Wege  wer'leu  wir  zu  iutoressauteu  geometrischen  Resultaten 
und  zu  wichtigen  kinematischen  Beziehungen  gelangen,  weiche  geeignet 
sind,  zu  weiterem  Studium  anzuregen. 

Wir  untersuchen  in  dieser  Abhauilluug  die  Bewegung  eines  veränder- 
lichen, sich  ähnlich  bleibenden  ebenen  Systems  innerhalb  einer  festen 
Ebene.  Dieses  veränderliche  System,  d.  h.  eine  Ebene  mit  allen  in  ihr 
liegenden  veränderlichen  Punkten  uud  Geraden ,  wollen  wir  des  kürzeren 
Ausdrucks  wegen  ein  ahn  lieh -veränderlich  es  ebenes  System  nen- 
nen. Wenn  ein  angenommenes  ähnlich  veränderliches. ebene»  System,  des- 
sen Elemente  Punkte  und  Geraden  sind ,  während  der  Bewegung  in  einer 
festen  Ebene  aus  einem  Zustande  in  einen  andern  übergeht,  so  wollen  wir 
diese  Zustände,  um  die  Wandlung  anzudeuten,  die  Phasen  des  ähnlich 
veränderlichen  Systems  oder  kurz  die  Systemphasen  nennen.  Die 
Punkte  und  Geraden  des  Systems,  die  an  sich  unveränderlich  sind  und 
nur  ihre  gegenseitige  Lage  im  System  ändern,  nehmen  in  jeder  Systemphase 
eine  bestimmte  Lage  in  der  festen  Ebene  an. 

Ein  ähnlich -veränderliches  ebenes  System  ist  durch  zwei  Punkte  be- 
stimmt, und  daher  könneh  wir,  indem  wir  die  Bewegung  zweier  System 
punkte  verfolgen,  aus  ihrem  Laufe  die  Bewegung  des  ganzen  ähnlich -ver- 
änderlichen Systems  erschliessen.  Wir  nehmen  an,  es  seien  A  uud  ß  zwei 
Punkte  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  6',  die  sich  resp.  auf  zwei 
Geraden  a  uud  b  (Fig.  1)  so  bewegen,  dass  die  unbegrenzt  gedachte  Gerade 
A  ß  des  Systems  S  in  ihren  verschiedenen  Lagen  J^  ß^,  ^2  ^2«  -^s  ^s  >  •  •  •  ^^^ 
Geraden  a  und  6,  deren  Schnittpunkt  mit  H  bezeichnet  ist,  in  ähnlichen 
Punktreihen  schneidet.  Wenn  wir  um  die  Dreiecke  ÜA^S^^  H A^ß^, 
HA^B^, ...  Kreise  beschreiben,  so  schneiden  sich  diese  ausser  in  H  noch  in 
einem  zweiten  Punkte  O;  denn  um  die  Krci^mittelpunkte  zu  erhalten,  er- 
richten wir  in  den  Mitten  auf  die  sich  in  H  treffenden  Dreieckseiten  Senk- 
rechte; diese  können  wir,  weil  die  genannten  Mitten  auf  den  Geraden  a,  b 
zwei  ähnliche  Punktreihen  bilden,  als  die  Strahlen  zweier  projectivischer 
Büschel  betrachten ,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  entsprechend  ge 
mein  haben  ,  und  demnach  eine  Gerade  erzeugen ,  auf  der  die  Kreismittel- 
puukte  liegen.  Verbinden  wir  den  Punkt  0  mit  den  Punkten  A^^  A^^  ^s-- 
und  B^,  B^^  ^3--.j  so  sind  die  Dreiecke  OA^ß^y  OA^ß^,  OA^B^  ähnlich, 
denn  es  ist 

^    <)^Oß,A,^<r^OB^A^^<COß^A^=^,,,<r^OHA„ 
und  ausserdem 

Der  Punkt  0  des  ähnlich- veränderlichen  Systems  S  verändert  hiernach 
seine  Lage  während  der  Bewegung  de«  Systems  nicht;  es  ist  der  selbsteu^^ 
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sprechende  Punkt  je  zweier  Systemphasen,  der  Aehnlichkeitspol  ge- 
nannt werden  soll. 

Betrachten  wir  noch  einen  dritten  Systempunkt  C,  dessen  Lagen  resp. 
^11  ^2»  ^3"'  ^^^^  mögen,  so  bewegt  sich  auch  dieser  Punkt  auf  einer  Ge- 
raden c;  denn  die  Dreiecke  OAyC^^  OA^C^,  OA^C^...  sind  ähnlich,  weil  die 
Vierecke  OA^C^B^,  OA^C^B^,  OA^C^B^  •.  ähnlich  sind.  —  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

I.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ähnlich-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  derart  auf  zwei  Geraden, 
dass  sie  auf  diesen  ähnliche  Punkt  reihen  erzeugeu, 
so  bleibt  ein  Systempunkt,  der  Aehnlichkeitspol  aller 
Systemphasen,  unbeweglich;  alle  beweglichen  System- 
punkte bewegen  sich  auf  Geraden,  welche  durch  je 
zwei  homologe  Punkte  zweier  Systemphasen  gehen, 
und  erzeugen  auf  diesen  Geraden  ähnliche  Punkt- 
reihen. 

Diese  Bewegungsfurm  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systenuj 
wollen  wir  die  geradlinige  Bewegung  desselben  und  die  Geraden,  auf 
denen  sich  die  Systempunkto  bewegen,  die  Bdhngeraden  nennen.  Die 
geradlinige  Bewegung  eines  ähnlich  •  veränderlichen  ebenen  Systems  i&t 
auch  nach  obigem  Satze  bestimmt,  wenn  ein  Systempunkt  fest  bleibt  und 
ein  zweiter  sich  auf  einer  Geraden""  bewegt. 

In  Fig.  1  ist  <)tpA^H=<):iOB^H,  <j:iOA^H=:<)C^OB^H  etc.  Hieraasfolgt: 

II.  Die  Geraden,  welche  von  dem  Aehnlichkeitspol 
nach  den  Punkten  einer  Systemphase  gehen ,  bilden  mit 
den  Bahngeraden  dieser  Punkte  gleiche  Winkel. 

Bestimmen    wir   auf  den   Bahngeraden    a,  ö,  c...    resp.   die   Punkte 

A:c,   ^x  I   Car  .  .  . ,  SO   daSS 

Aj^  Ax      B^  Bx      C^  Cx 

^x  ^2         ^*  ^2        ^*  ^2 

ist,  dann  bilden,  die  Punkte  A^^  Z?^,  Cr . . .  eine  Phase  S^  des  ähnlich   ver- 
änderlichen Systems  S, 

Unter  den  unendlich  vielen  Phasen ,  in  welche  das  System  S  während 
der  Bewegung  eintritt,  sind  je  zwei  coiigruent;  denn  ziehen  wir  vom  Aebn 
lichkeitspol  0  (Fig.  1)  nach  einer  Bahngeraden,  etwa  nach  a,  zwei  gleich- 
lange  Gerade  OAm  und  OAny  so  sind  die  Systemphasen  S^  und  5«,  welche 
den  Geraden  OA^n  und  OAn  entsprechen,  congruent.  Hiernach  sind  die 
Bahngeraden  die  unbegrenzt  gedachten  Verbindungsgeraden  dei; homologen 
Punkte  zweier  congruenter  Systeme  5«,  und  S».  —  Wenn  wir  den  Aehnlich- 
keitspol ausschliessen ,  so  entspricht  jedem  Systempunkte  eine  durch  ihn 
gehende  Bahngerade  in  der  festen  Ebene ,  und  wenn  wir  die  Geraden  aus- 
schliessen, welche  durch  den  Aehnlichkeitspol  gehen,  so  entspricht  jeder  Ge- 
raden der  festen  Ebene  ein  auf  ihr  Hegender  Systempunkt.   Ist  />„,  die  Lage 
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eines  Systempunktes  D  In  der  Phase  S^  und  />„  der  homologe  Pnnkt  in  der 
Phase  5«,  so  ist  Dm^n  die  Bahngeiade  dos  Systempunktes  7>.  —  Ist  e^^  eine 
in  der  festen  Eb.ene  liegende  Rahngerade  und  betrachten  wir  sie  einstweilen 
zum  System  <S„  gehörig,  so  erhalten  wir  den  sich  auf  ihr  bewegenden  Sy- 
stempnnkt  E  in  der  Lage  Em%  wenn  wir  die  homologe  Gerade  e^  bestimmen 
und  zum  Durchschnittspunkt  E^  der  Geraden  /»^  j  ^n  den  homologen  Punkt 
E^  construiren.  Auf  diese  Weise  kann  man  leicht  zu  einem  beliebig  an- 
genommenen System  von  Punkten  die  entsprechenden  Bahngeraden  und  zu 
einem  beliebig  angenommenen  System  von  Bahngeraden  die  entsprechen- 
den Punkte  bestimmen. 

Betrachten  wir  im  ähnlich- veränderlichen  System  S  eine  Curve  k  und 
bezeichnen  wir  zwei  congruente  Phasen  derselben  mit  k^  und  Ar„,  so  ent- 
sprechen den  Curvenpunkteu  eine  Schaar  von  Bahngeradeu,  welche  durch 
die  homologen  Punkte  der  Curven  Ar„i,  k^  gehen  und  eine  in  der  festen 
Ebene  liegende  Curve  x  umhüllen.  Auf  einer  beliebigen  Phase  A-,  der  Curve 
A-  giebt  es  im  Allgemeinen  einen  Curvenpnnkt  Pr,  dessen  Tangente  mit 
seiner  Bahngeraden  zusammenfällt;  demnach  fällt  auch  die  Tangente  eines 
unendlich  nahe  an  P^  liegenden  Punktes  Py  der  unmittelbar  folgenden 
Systemphase  ky  mit  seiner  Bahngeraden  zusammen.  Hieraus  folgt  der 
Salz: 

III.  Die  Curve,  welche  die  Bahngeraden  der  Punkte 
einer  Systeme  urve  um  hüllen,   wird  auch  von  den  Pha 
sen    der    System  curve    während    rler    geradlinigen    Be- 
wegung  des    ähnlich    veränderlichen  Systems  umhüllt. 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  nicht  alle  Bahngeraden  und  nicht 
alle  Phasen  bei  dem  Umhüllen  zur  Geltung  kommen. 

Eine  Curve  A-,  deren  Phasen  eine  andere  Curve  x  umhüllen,  wollen  wir 
die  Hüllcurve,  und  die  von  den  Phasen  umhüllte  Curve  jc  in  der  festen 
Ebene  die  IlüUbahn  nennen. 

In  Fig.  2  sind  zwei  congruente  Phasen  ^m,  /r„  einer  Systemcnrve  k 
gegeben ;  der  Aehnlichkeitspol  0  ist  dann  als  selbstentsprechender  Punkt 
der  Systeme  ^Swi  ^n  bestimmt.  Fällen  wir  von  0  Senkrechte  auf  die  Bahn- 
geraden A^Any  BmBny  CfaC„,  .!.,  SO  Hegen  die  Fusspunkte  in  den  Mitten 
dieser  Geraden  und  bilden  eine  Curve  ki,.^  welche  die  kleinste  Phase  der 
Curve  A  ist.    Hieraus  folgt : 

IV.  Die  kleinste  Phase  einer  Systemcnrve  ist  die 
Fusspunktcurve  der  von  den  Bahngeraden  eingehüll- 
ten Cjnrve    in  Bezug  auf  den   Aehnlichkeitspol   als  Pol. 

Nehmen  wir  die  Tangenten  einer  beliebigen  Curve  x  (Fig.  3)  als  Bahn- 
geraden und  einen  beliebigen  Punkt  0  als  Aehnlichkeitspol,  so  erhalten  wir 
die  kleinste  Phase  k^  der  Hüllcurve  Ar,  welcher  die  Curve  x  als  Hüllbahn 
angehört,  wenn  wir  für  0  als  Pol  die  Fusspunktcurve  A-jt  der  Curve  x  con- 
struiren.   Es  giebt  demnach,  da  O  beliebig  angenommen  wurde,  unendlich 
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viele  Hüllcurven,  denen  dieselbe  Hüllbahn  k  entspricht.  Nehmen  wir  aber 
auf  zwei  beliebigen  Tangenten  oder  Bahngeraden  a,  b  zwei  Paare  homo- 
loger Punkte  i4, ,  A^  und  ^, ,  B^  beliebig  an,  so  ist  der  Aehnlicfakeitspol  0 
bestimmt,  denn  es  ist  der  zweite  Dnrchschnittspunkt  der  um  die  Dreiecke 
y4,  B^  H^  A^  B^H  beschriebenen  Kreise. 

Nach  dem  Satze  II  können  wir  leicht  eine  beliebige  Phase  kx  der  Hull- 
cnrve  k  construiren.  Wir  nehmen  auf  einer  beliebigen  Bahngeraden,  etwa 
auf  a,  einen  Punkt  A^  der  zu  bestimmenden  Phase  k^  an,  fällen  von  0  auf 
n  eine  Senkrechte  OAk  und  ziehen  von  0  Gerade  unter  dem  constanten 
Winkel  OA^Ak  in  gleichem  Sinne  nach  allen  Bahngeraden,  dann  bilden  die 
Schnittpunkte  A^^  BxyC:^.,.  die  Phase  k^*  Soll  die  zu  bestimmende  Phase 
kx  die  Hüllbahn  x  in  einem  gegebenen  Punkte  D^  berühren,  so  erhalten  wir 
diese  Phase,  wenn  wir  von  0  Gerade  unter  dem  Winkel  ODxDk  gegen  die 
Tangenten  ziehen.    Aus  dieser  Construction  ergiebt  sich  der  Satz: 

V.     Zieht  man   von  einem  beliebigen,   in  der  Ebene 
einer  ebenen   Ourve   liegenden   Punkte   nach   den  Tan- 
genten  der  Curve  Gerade   unter  gleichem  Winkel  und 
in  gleichem  Sinne,  so  bilden  die  Scheitel  der  constan- 
ten,Winkel  eine  Curve,  welche  der  jenem  Punkte  ent- 
sprechenden Fusspunktcurve  ähnlich  ist. 
Ist  die  Hüllbahn  ein  Punkt  U^  so  gehen  die  Bahngeraden  durch  diesen 
Punkt  und  die  Fusspunkto  der  von  0  auf  diese  Geraden  gefällten  Senkrech- 
ten liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  011  ist.     Die  Phasen 
eines  durch  den  AehnlichkeitspolO  gehenden  Systemkreises 
schneiden   sich   ausser   im   Punkte   0  noch   in    einem   zweiten 
Punkte/Z,  und  alle  Punkte  des  Systerakreises  bewegen  sich 
auf  Geraden,  die  durch  den  I*unkt  17  gehen. 

Sind  drei  beliebige  Geraden  a,  6,  c  (Fig.  4)  gegeben  und  nehmen  wir 
zwei  Lagen  .4,,  ^4,,  ^,,  B^  zweier  Systempunkte  A^  B  an,  so  ist  der  Aehn- 
lichkeitspol  0  bestimmt.  Fällen  wir  von  0  auf  die  Bahngeraden  Senkrechte, 
dann  bilden  die  Fnsspunkte  A^^  B^^  Ck  ein  Dreieck,  welches  die  kleinste 
Phase  des  Systems  Dreieck  ABC  ist,  dessen  Eckpunkte  sich  auf  den  Ge- 
raden ö,  6,  c  bewegen.  Nehmen  wir  0  beliebig  an,  dann  ist  das  System- 
dreieck  ABC  auch  bestimmt.  Hieraus  folgt:  Bewegen  sich  drei 
Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen  Systems  auf  drei  Ge- 
raden, so  bewegen  sich  alle  Punkte,  mit  Ausnahme  des  Aehn- 
lichkeitspoles,  auf  einer  Geraden,* 

Ist  die  Hftllcnrve  k  eine  Gerade  AB^  so  umhüllen  die  Bahngeraden 
aller  Punkte  derselben  eine  Parabel  jr;  denn  die  Bahngeraden  sind  die  Ver- 
bindungsgeraden zweier  ähnlicher  Punktreihen.   Die  Systemgerade  AB  um- 


*  Dieser  Satz  wurde  von  Herrn  Petersen  in  iVow».  Annales  de  math,  2^  s^ie 
i.  V,  p.  480  mitgetheilt. 
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hüllt  nach  dem  Satze  III  während  der  Bewegung  dieselbe  Parabel  tc.  Fällen 
wir  von  dem  Aehnlichkeitspol  0  (Fig.  5)  auf  die  Lagen  /f,  B^,  A^B^.A^  ^„... 
der  Sjsterageraden  AB  Senkrechte,  so  liegen  die  Fufl.spnnkte  f*,,  /^„  Fj..., 
weil  die  Dreiecke  OA^  F,,  OA^F^^  OA^  ^s  ••  •  ähnlich  sind,  auf  einer  Geraden, 
welche  die  Scheiteltangente  der  von  AB  umhüllten  Parabel  n  ist.  Die  Ge- 
rade AB  fällt  während  der  Bewegung  nach  nnd  nach  einmal  mit  den  Bahn- 
geraden  ihrer  Punkte  zusammen  und  demnach  geht  dio  Scheiteltangente 
der  Parabel  n  durch  nlie  FuHspunkte  der  von  0  auf  die  Bahngeraden  ge- 
fällten Senkrechten.  Hieraus  folgt  der  Satz: 

VI.     Jede   Systemgerade    eines    ähnlich  -  veränder- 
lichen Systems  umhüllt  während  der  geradlinigen  Be- 
wegung desselben  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  der 
Aehnlichkeitspol   ist   und    deren   Scheiteltangente   die 
Fnsspunkte    der   vom    Aehnlichkeitspol   auf  die   Bahn- 
geraden   aller    Punkte    der   Systemgeraden    gefällten 
Senkrechten  enthält. 
Aus   diesem   ergiebt  sich  noch  der  bekannte  Satz:    Bewegt  sich  der 
Scheitel  eines  Winkels  auf  einer  Geraden,  während  der  eine  Schenkel  durch 
einen    festen  Punkt  geht,  so  umhüllt  der  andere  Schenkel  eine  Parabel, 
deren  Brennpunkt  der  feste  Punkt  ist. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  ein  Punkt,  etwa  A^^  der  Mittelpunkt  eines  Bü- 
schels von  Systemgeraden,  so  umhüllen  alle  diese  Geraden  Parabeln,  die  den 
Aehnlichkeitspol  0  als  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  haben.  Alle  diese 
Geraden  fallen  während  der  Bewegung  einmal  mit  der  Bahuj^eraden  a  des 
Punktes  A  zusammen ;  folglich  schneiden  sich  die  Scheiteltangenten  der  von 
dem  Geradenbüscheln  umhüllten  Parabeln  in  dem  Fnsspunkte  F^  der  vom 
Aehnlichkeitspol  0  auf  die  Bahngerade  a  gefällten  Senkrechten  und  die 
Scheitel  dieser  Parabeln  liegen  auf  einem  über  OFo  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise, 

Die  Systemgerade  des  Büschels  ^,  welche  durch  0  geht,  umhüllt  den 
Pnnkt  0  und  die  Bahngeraden  aller  Punkte  dieser  Systemgeraden  sind  paral- 
lel.* Für  diesen  Fall  ist  die  eingehüllte  Parabel  in  eine  in  0  einerseits 
begrenzte  Gerade,  welche  jenen  Bahngeraden  parallel  ist,  übergegangen; 
der  Scheitel  der  Parabel  ist  mit  dem  Brennpunkte  zusammengefallen. 

Die  Punkte,  in  welchen  dio  Systemgeraden  das  Büschel  A  in  einem 
bestimmten  Moment  (etwa  wenn  A  sich  in  A^  befindet)  die  Parabeln  berüh- 
ren, kann  man  leicht  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  errichten  wir  in  A^  auf 
die  Hahngerade  a  und  in  0  auf  OA^  eine  Senkrechte;  vom  Durchschnitt  N 
dpr  beiden  Senkrechten  ziehen  wir  Senkrechte  auf  die  Geraden  des  Bü- 
•»chels  A^.  Dann  sind  die  so  erhaltenen  Fnsspunkte  P\^  P^f-y  welche  auf 
fiinem  Kreise  liegen,  die  genannten  Berührungspunkte.    Diese  Punkte  be- 


*  Hier  macht  nur  der  AehnHchkeitspol  0^  der  seine  Lage  nicht  ändert,  eineAusnahme. 
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wegen  sich  in  dem  bestimmten  Moment  In  der  Richtung  der  Geraden  f^^A^^ 
P'\A^y  ...,  welche  durch  den  Punkt  A^  gehen,  und  werden  daher  auch  die 
Gleitungspnnkte  genannt. 

Da  eine  Systemgerade  während  der  geradlinigen  Bewegung  eines  ähn- 
lich-veränderlichen SjHtems  dieselbe  Parabel  erzeugt,  welche  die  Bahn- 
geraden umhüllen ,  so  wird  auch  eine  geradlinige  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen   Systems    hervorgebracht,    wenn    wir   die   beiden   Schnitt- 
punkte,   welche  eine  sich  an  einer  Parabel  entlang  bewegende  Tangente 
mit  zwei  anderen  festen  Tangenten  derselben  Parabel  bildet,  als  zwei  Sy- 
stempunkte eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  betrachten.    Vier  belie- 
bige Gerade  können  wir  stets  als  vier  Tangenten  einer  Parabel  ansehen, 
und  können  daher  auch  in  einem  Vierseit  Fig.  6  einerseits  die  Punkte  ^i,  B^ 
und  A^y  Bt   und  andererseits  die  Punkte  A^^A^   und  ^,,  B^  als  homologe 
Lagen  von  zwei  Paar  Punkten ,  welche  demselben  ähnlich  •  veränderlichen 
System  angehören,  betrachten.    Der  Aehnlichkoitspol  0  ist  dann  der  zweite 
Durchschnittspunkt  der  um  die  Dreiecke  HA^B^^  HA^B^  und  ferner  um  die 
Dreiecke  lA^A^^  IB^  B^  beschriebenen  Kreise.  Hieraus  fnlgt  der  wichtige  Satz: 
VII.    Beschreibt  man  um  die  vier  Dreiecke,  welche 
von  den  Seiten   eines  vollständigen  Vierseits  gebildet 
werden,    Kreise,    so    schneiden    sich    diese    Kreise    in 
einem  Punkte.* 
Dieser  Satz  führt  uns  zu  einem  für  die  Folge  sehr  wichtigen  Princip, 
das  für  die  Bewegung  starrer  Systeme  von  Llonardo  da  Vinci**  her- 
rührt  und   seine  Geltung  auch  für  die  Bewegung  ähnlich -veränderlicher 
Systeme  bewahrt.    Nach  diesem  Princip  ist  die  Bewegung  umkehrbar;  man 
kann  ohne  Einfluss  auf  das  Umhüllungsgebilde  das  Starre  als  veränderlich 
und  das  Veränderliche  als  starr  betrachten. 

Nehmen  wir  an,  in  Fig., 3  seien  Ar«  und  kk  zwei  beliebige  Phasen  einer 
Curve  k  eines  ähnlich- veränderlichen  Systems  S,  und  A,  B^  C...  Punkte 
der  Curve  Ar,  welche  sich  auf  den  in  einer  festen  Ebene  b  liegenden  Bahn- 
geraden «,  /),  (?...  bewegen  und  in  jenen  Phasen  resp.  die  Lagen  Ajc,  ß*,  Cr  — 
und  Ak^  Bki  Ck^.,  einnehmen,  so  können  wir  uns  alle  Phasen  der  Curve  k 
auf  einmal  in  einer  festen  Ebene  e  erstarrt  denken  und  die  Ebene  e  in  der 
Ebene  e  als  beweglich  betrfichten,  ferner  annehmen,  dass  die  in  b  liegenden 
Punkte  und  Geraden  ein  ähnlich  veränderliches  System  S'  bilden.  Auf  den 
beiden  in  der  festen  Ebene  e  erstarrten  Phasen  Ar^.,  k/e  bilden  die  Pankte 
Ax^  Bgcy  C^ .,.  und  Ak^  B/(y  Ck .  .  ähnlic' e  krumme  Punktreihen  und  die 
Punktpaare  A^Ak,  B^Bk,  C^Ck,  ...  bestimmen  die  Phasen  S'«,  5';t,..-  des 
ähnlich-veränderlichen  Systems  S\  in  dem  auch  die  Lage  des  Systemponk- 
tes  0  unveränderlich  ist. 


*  Dieser  Satz  wurde  auch  von  Herrn  Petersen  a.  a.  O.  miigetlieilt. 
*•  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie  von  Sohncke,  1839,  S.  447. 
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Ziehen  wir  die  Geraden  A^Bgi  -^k^k^  welche  sich  in  /  treffen,  und 
denken  wir  uns  um  die  Dreiecke  IJ^^k^  ^^x^k  Kreise  beschrieben,  «o 
Hchneiden  sich  dieHe  nach  obigem  Satze  auch  in  dem  Aohnlichkeitbpo]  0. 
DaHselbe  gilt  von  allen  Punktpaaren  der  ähnlichen  krumo)en  Punktreiiieu. 
liieraas  ergiebt  sich  der  Satz: 

VIII.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ähnlich -ver- 
änderlichen ebenen  Systems  derart  aufzwei  ähnlichen 
Curven,dass  sie  auf  diesen  ähnliche  krumme  Punkt- 
reihen erzengen,  80  bleibt  ein  Syst empnnkt,  derAehn- 
lichkeitspol  aller  Systernphasen,  unbeweglich;  alle  be- 
weglichen Systempunkte  bewegen  sich  auf  ähnlichen 
Cnrven  und  erzeugen  auf  diesen  ähnliche  krumme 
Punktreih'en. 

Diese  Bewegnngsform  eines  ähnlich -veränderlichen  ebenen  Systems 
wollen   wir  die  einförmig-krummlinige  Bewegung  desselben  und  die 
ähnlichen  Curven ,  auf  denen  sich  die  Systempunkte  bewegen,  die  Bahn 
cnrven  nennen. 

Die  einförmig -krummlinige  Bewegung  eines  ähnlich- veränderlichen 
ebenen  Systems  ist  auch  nach  obigem  Satze  bestimmt,  wenn  ein  System- 
pnnkt  fest  bleibt  und  ein  zweiter  sich  auf  einer  Onrve  bewegt. 

Blicken  wir  auf  die  Fig.  3  zurück,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen  : 

IX.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  X\  k'  des  ähnlich- 
veränderlichen  ebenen  Systems  S'  auf  den  ähnlichen 
Curven  kj^yki^  derart,  dass  sie  c^ie  ähnlichen  Punktreihen 
y^,,  y?x,  Cx-A  nnd  Am,  Bky  Ck^..  erzeugen,  so  umhüllt  die 
Systemgerade  X' K'  während  der  Bewegung  eine  Curve  x, 
dieselbe  Curve,  welche  die  Phasen  der  Curve  A' bei  der 
geradlinigen  Bewegung  des  ähnlich  -  veränderlichen 
ebenen  Systems  S  umhüllen. 

Geht  bei  der  einförmig -krummlinigen  Bewegung  eines  ähnlich- ver- 
änderlichen Systems  S'  dieses  System  aus  einer  beliebigen  Phase  S'j.  in 
eine  unendlich  nahe  Phase  S'^  über,  so  durchlaufen  die  Systempunkte  auf 
ihren  Bahncurven  unendlich  kleine  Strecken,  welche  man  als  geradlinig 
ansehen  kann,  und  demnach  kann  man  auch  die  Bewegung  des  Systems  S' 
aus  der  Phase  5'«  in  die  unendlich  nahe  Phase  S'  als  geradlinig  und  die 
Tangenten  in  den  betreffenden  Punkten  an  ihren  Bahncurven  als  Bahn- 
^orade  betrachten,    tlioraus  folgt  nach  Beachtung  des  Satzes  II: 

X.  Die  Geraden,  welche  von  dem  Aehn lichkeitspol 
•               nach    den    Punkten    einer   Systemphase    gehen,    bilden 

mit    den    in    diesen    Punkten    an   ihren   Bahncurven   ge- 
zogenen Tangenten  gleiche  Winkel. 
Kür  den  besondern  Fall,  wenn  das  System  starr  ist,  sind  diese  glei- 
chen Winkel  bekanntlich  stets  rechte  Winkel.    Nehmen  wir  in  dem  System 

Z^iUchrifl  f.  Ualheiiiatik  u.  Phy.ik,  XIX,  2.  Pigjy^^  ^^  GOOQIC 
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S'  oine  beliebige  Curve  k'  an,  so  umhüllen  die  Phasen  dieser  Curve  wäh- 
rend der  einförmig-  krummlinigen  Bewegung  des  Systems  5'  eine  Cnrve  k\ 
welche,  wie  bei  der  geradlinigen  Bewegung,  die  HüHbahn  der  Hüllcurvf» 
k'  JHt.  Ans  den  auf  S.  157  für  die  geradlinige  Bewegung  erhaltenen  Fol- 
gerungen oder  ans  dorn  Princip  der  Umkohrnng  d*»r  Bewegung  ergiebt  sich 
«lieh  für  die  krummlinige  Bewegung  eines  ähnlich  -  verHnderlichen  Systems 
der  Satz: 

XI.  Die  Curve,  welche  die  Bahncurven  der  Punkte 
einer  Systemcurve  nmhüllen,  wird  auch  von  den  Pha- 
sen der  Systemcurve  während  der  einförmig-krumm- 
liifigen  Bewegung  des  ähnlich- veränderlichen  Systems 
umhüllt. 

Es  kann  jedoch  der  Fall  eintreten,  dass  nicht  alle  BahncQi*ven  nnd 
nicht  alle  Phasen  bei  dem  Umhüllen  zur  Geltung  kommen. 

Nach  diesen  Erörterungen  wollen  wir  unsere  Betrachtungen  zunächst 
wieder  an  die  geradlinige  Bewegung  eines  ähnlich- veränderlichen  Systems 
/S  anknüpfen.  Ist  die  Hüllcnrve  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  S, 
welches  sich  geradlinig  bewegt,  ein  Kreis  k^  nnd  nehmen  wir  an,  dass  in 
Fig.  7  kfny  k„  zwei  congruente  Phasen  des  Kreises  k  sind,  dann  sind  die 
Mittelpunkte  Mmy  ^n  derselben  zwei  homologe  Punkte.  Ausser  diesen  mfis- 
sen  auf  Ar^  nnd  Arn  noch  zwei  beliebige  Punkte  Amy  ^n  als  homologe  Punkte 
gegeben  sein ,  und  hierdurch  ist  die  geradlinige  Bewegung  des  Systems  S 
bestimmt.  Wir  erhalten  den  Aehnlichkeitspol  0,  den  selbstentsprechenden 
Punkt  der  congruenten  Systerapbasen  S^^  S„^  indem  wir  auf  if»,^«  ii^  der 
Mitte  Mt  und  B^xxf  J^^n  in  der. Mitte  A^  Senkrechte  errichten;  diese  schnei- 
den sich  in  dem  Aehnlichkeitspol  0.  Denken  wir  uns  auf  k^  und  Atm  con- 
gruente homologe  Punktreihen  Am^  ^m«  6^...  und  ^4,,,  ß„,  C«...  bestimmt 
und  diese  homologen  Punkte  durch  die  entsprechenden  Bahngeraden  ver- 
bunden, so  umhüllen  diese  die  Curve  x,  welche  die  Hüllbahn  des  System- 
kreises k  ist.  Denken  wir  uns  ferner  von  0  auf  diese  Bahugeraden  Senk- 
rechte gezogen,  dann  liegen  die  Fnsspnnkte  auf  einem  Kreise  ky^  der  die 
kleinste  Phase  des  Systemkreises  k  ist.  Wenn  aber  der  Scheitel  eines 
rechten  Winkels  sich  auf  einem  Kreise  k^  bewegt,  während  der  eine  Schen- 
kel durch  einen  festen  Punkt  0  geht,  so  umhüllt  der  andere  Schenkel  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Brennpunkt  0,  dessen  Mittelpunkt  M^  der  Mittelpnnkt 
des  Kreises  kfc  und  dessen' Hauptaxe  der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist. 
Dies  führt  uns  zu  folgendem  Satze : 

XII.  Ein  Systemkreis  eines  ähnlich- veränderlichen 
Systems  umhüllt  während  der  geradlinigen  Bewegung 
desselben  einen  Kegelschnitt,  dessen  einer  Brenn- 
punkt der  Aehnlichkeitspol,  dessen  Mittelpnnkt  der 
.Fusspunkt  der  vom  Aehnlichkeitspol  auf  die  Bahn- 
gerade des  Kreismittelpunktes  gefällten  Senkrechten 
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and  dessen  Haaptaxe  gleich  dem  Durchmesser  der 
kleinsten  Kreisphnse  \nt. 

Je  nachdem  der  Aehnlichkeitspol  0  ausserhalb  oder  innerhalb  de» 
Systemkreises  k  liegt,  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  oder  Ellipse. 
Liegt  der  Aehnlichkeitspol  0  nnf  dem  Kreise  k^  dann  degenerirt  der  Kegel- 
schnitt zn  einer  Geraden;  der  Brennpunkt  0  fftllt  mit  dem  einen  Scheitel 
zusammen.  Die  Phasen  des  Kreises  k  umhüllen  dann  ausser  dem  Aehnlich- 
keiiäpol  noch  einen  zweiten  Punkt  und  bilden  demnach  ein  Ohordalkreis- 
System,  dessen  unendlich  grosser  Kreis  in  jene  (rerade  tibergeht.  Die 
Bahngeraden  der  Punkte  des  Kreises  k  schneiden  sich  in  diesem  Falle  in 
dem  genannten  zweiten  Punkte. 

Der  Systempunkt,  dessen  Lage  auf  der  Kreisphase  kf^  mit  einem  Schei- 
tel des  umhfillten  Kegelschnittes  zusammenfallt,  bewegt  sich  auf  der  Schei- 
teltangente. Der  Punkt,  dessen  Lage  auf  der  Kreisphase  k^  sich  im  Be- 
räbrungspunkte  einer  von  0  an  kig  gezogenen  Tangente  befindet,  bewegt  sich 
anf  einer  Asymptote  der  umhüllten  Hyperbel. 

Aus  Obigem  ergiebt  sich  eine  einfache  praktische  Kegelschnittcon- 
Rtruction,  die  besonders  für  die  Hyperbel  sehr  zu  empfehlen  ist.  Es  sei  0 
(Fig.  7)  der  Brennpunkt,  Mk  der  Mittelpunkt  und  Ci^  ein  Scheite]  einer  Hy- 
perbel. Wir  ziehen  durch  M^  und  Ck  Senkrechte  zur  Hauptaxe  der  Hyper- 
bel und  durch  den  Brennpunkt  0  eine  Gerade,  welche  diese  Senkrechten 
in  Mar  und  Cj^  schneidet,  und  beschreiben  um  M^  mit  Mj^Cx  als  Radius  einen 
Kreis,  k^.  Dieser  berührt  dann  die  Hyperbel.  Bestimmen  wir  auf  diese 
Weise  mehrere  Kreise,  so  erhalten  wir  die  Hyperbel  sehr  genau  und  leicht 
als  die  Umhüllte  dieser  Kreise. 

Um  den  Berührungspunkt  B^  einer  Kegelschnittstangente  P„,  Pff  zu 
bestimmen,  errichten  wir  in  0  auf  OBi^  eine  Senkrechte,  ziehen  MjeBja 
welche  die  Senkrechte  in  iV  trifft,  und  fällen  von  N  Avtf  B^Bj^  eine  Senk- 
rechte; dann  ist  der  Fusspunkt  B,  derselben  der  Berührungspunkt.  Diese 
Senkrechte  schneidet  MkM^  in  einem  Punkte  M^gy  und  beschreiben  wir  um 
Mx  mit  MxBx  als  Radius  einen  Kreis  Ar«,  so  ist  auch  B^  der  Punkt,  in  dem 
die  Kreisphase  k^  den  Kegelschnitt  berührt.  Betrachten  wir  k^  als  eine 
beliebig  angenommene  Kreisphase,  so  können  wir  auch  leicht  den  Berüh- 
rungspunkt Bx  bestimmen,  wenn  wir  beachten ,  dass  nach  dem  Satze  II  die 
von  0  nach  Mx  tind  Bx  gezogenen  Geraden  mit  den  Bahngeraden  Mxl^k 
und  BxBic  gleiche  Winkel  bilden.  Errichten  wir  auf  OM^  in  der  Mitte  eine 
Senkrechte,  die  MxMk  in  einem  Punkte  F  schneidet,  und  beschreiben  wir 
um  V  mit  dem  Radius  V Mx  einen  Kreis,  so  geht  dieser  durch  0  und  schnei- 
det kx  in  dem  Berührungspunkte  Bx\  denn  die  genannten  Winkel  sind  dann 
gleich. 

Nehmen  wir  in  dem  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  System  S,  welches 
sich  geradlinig  bewegt,  ein  System  concentrischer  Kreise  an,  so  umhüllen 
diese  Kreise  ein  System  confocaler  Kegelschnitte.     Die  Punkte,  in  denen 
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die  concentiischen  Kreisphasen  in  einem  bestimmten  Momeut  die  umhüll- 
ten Kegelschnitte  berühren ,  liegen  auf  einem  durch  den  Aehnlichkeitspol 
und  durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  der  Kreisphasen  gehenden 
Kreise.  Nehmen  wir  im  System  S  ein  System  von  Chordalkreisen  an,  so 
umhüllen  diese  ein  System  von  Kegelschnitten,  die  den  Aehnlichkeitspol 
hU  gemeinsamen  Brennpunkt  haben  und  deren  Nebenaxen  eine  Parahe.l 
umhüllen. 

Denken  wir  uns  die  Kreisphaseu  eines  Kreises  k  erstarrt,  und  uehraeu 
wir  an :  auf  zwei  erstarrt  gedachten  beliebigen  Kreispbasen  k^  und  A', 
(Fig.  7)  bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ähnlich- veränderlichen  Systems 
derart,  dwss  sie  auf  diesen  Kreisphaseu  ähnliche  Punktreihen  erzeugen,  so 
ist  nach  dem  Satze  VIII  der  Systempunkt  0  unbeweglich  und  alle  bewehr- 
liehen  Systempunkte  bewegen  sich  auf  Kreisen.  Diese  besondere  einförmig- 
krummlinige  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems  wollen  wir 
die  kreislinige  Bewegung  desselben,  und  die  Kreise,  auf  denen  sich  die 
Systempunkte  bewegen,  die  Bahn  kreise  nennen. 

Ks  seien  in  Fig.  8  zwei  Bahnkreise  «  und  6,  deren  Mittelpunkte  «  und 
ß  sind,  gegeben.  Auf  diesen  Bahukreison  nehmen  wir  die  Lagen  ^^j,  A^  und 
ß, ,  ^2  zweier  Punkte  A  und  /^  eines  ähnlich -vcräiiderlicheu  Systems  ^  so 
an,  dass  den  Kreisbogen  Ai^f  ^^^^^  ^\^t  gh^iehe  Centriwinkel  angehönni. 
Durch  A^Bi  und  -^4,^,  sind  zwei  Phas&n  S^  und  5,  des  Systems  S  bestimmt. 
Beschreiben  wir  um  die  Dreiecke  B^i  Z^,,  HA^B^  Kreise,  so  schneiden  sich 
diese  ausser  in  //  noch  in  dem  Aehnlichkeitspol  0.  Denselben  Punkt  erhal- 
ten wir  aber  auch,  wenn  wir  um  die  Dreiecke  lAiA^  und  IB^  D^  Kreise  be- 
schreiben. Die  kreislinige  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems 
ist  auch  l)estimmt,  wenn  ein  Systempunkt  0  fest  bleibt  und  ein  Systempunkt 
A  sich  auf  einem  Kreise  a  bewegt.  Ein  beliebiger  anderer  Systempuukt  C 
bewegt  sich  demnach  auf  einem  Kreise  c,  dessen  Mittelpunkt  y  mit  den 
Kreismittelpunkten  a,  ß  ein  Dreieck  bildet,  welches  dem  Systemdreieck 
ABC  oder  dessen  Phasen  AyB^C^^  A^B^C^  ..  ähnlich  ist.  Zieht  man  vom 
Aehnlichkeitspol  0  nach  «,  j3,  y  Geraden,  welche  die  Kn'ise  «,  ^,  c  re.sp.  in 
den  Punkten  ^jt,  Ag\  B^^  Bg  und  6'jt,  Cg  schneiden,  so  \'i\  AkB^Ck  die  kleinste 
und  AgBgCg  die  grösste  Phase  des  Systemdreiecks  ABC.  Hieraus  ergeben 
sich  die  Sätze: 

Bei   der  kreislinigen  Bewegung  eines  ähnlich- v<"r 
änderlichon  Systems  S  ist   das  Mittelpunktsystem  <l  «m 
Baiinkreise  dem   System  S  ähnlich. 

Bei  der  kreislinigen  Bewegung  eines  ah  n  lieh- vor- 
an de  rli  che  u  Systems  5  tritt  dasselbe  in  eine  klein  >tf* 
und  in  eine  grösste  Phase,  welche  beide  unter  sich  u  ii  «J 
mit  dem  Mittelpunktsystem  in  ähnlicher  Lage  liegen, 
für  welche  der  Aelin  1  ichke  itspol  0  d  e  r  Ae  hnlic  hke  i  ts- 
p unkt  ist. 
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Schliesst  ein  Babnkreis  den  Aehnlichkeitspol  aas  oder  ein,  so  wird  er 
von  allen  Bahnkreisen  ans-  oder  eingeschlossen.  Geht  ein  Bahnkreis  durch 
den  Aehnlichkeitspol)  so  gehen  alle  Bahnkreise  durch  denselben. 

Der  Bahnkreis  d  des  Fnsspunktes  D  der  von  0  auf  die  Systoingerade 
A  B  gefällten  Senkrechten  ist  der  kleinste  von  allen  Bahnkreisen,  auf  denen 
sich  die  Punkte  der  unbegrenzten  Systemgeraden  AB  bewegen.  Der  Baliu- 
kreis  d  berührt  die  Lagen  v^^^ ^it )  AgBg^  welche  die  Systemgerade  AB  resp. 
in  der  kleinsten  und  in  der  grössten  Systemphase  einnimmt.  Der  Mittel- 
punkt 3  des  Bahnkreises  d  ist  der  Fusspunkt  der  von  0  auf  aß  gezogenen 
Senkrechten.    Hieraus  und  aus  dem  Satze  XII  folgt: 

Jede   Systemgerade    eines   Ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  umhüllt  während  der  kreislinigeu  Be- 
wegung   desselben    einen    Kegelschnitt,     dessen    einer 
Brennpunkt  der  Aehnlichkeitspol,  dessen  Mittelpunkt 
der  Mittelpunkt   des   der  Systemgeradenentsprech  en- 
den kleinsten  Bahnkreises  und  dessen  Hauptaxe  gleich 
dem  Durchmesser  dieses  Kreises  ist. 
In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  Bahnkreise  durch  den  Aehnlichkeits- 
pol gehen,  umhüllt  jede  Systemgerade  einen  Punkt.*    Nehmen  wir  in  dem 
ähnlich- veränderlichen  System  ein  Strahlenbüschel    an,   so  umhüllen  die 
Geraden  desselben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  den  Aehnlich 
keitspol  als  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunkt  haben  und  deren  Mittel- 
punkt auf  einem  durch  diesen  Brennpunkt  gehenden  Kreise  liegen.      Die 
Gleitungspunkte  lassen  sich  sehr  leicht  in  ähnlicher  Weise,  wie  auf  Seite 
159  angegeben,  bestimmen. 

Betrachten  wir  in  dem  ähnlich*  veränderlichen  ebenen  System  einen 
Kreis  k  als  Hnllcurve,  so  können  wir  die  Hüllbahn  x,  welche  die  Phasen  des 
Kreises  k  bei  der  kreislinigen  Bewegung  umhüllen,  leicht  construiren.  Es 
sei  in  Fig.  9  0  der  Aehnlichkeitspol,  jü  der  Mittelpunkt  des  Bahnkreises  m, 
anf  dem  sich  der  Mittelpunkt  M  des  Systemkreises  k  bewegt,  kg  die  grösste 
Kreisphase  und  Mg  der  Mittelpunkt  derselben.  Den  Mittelpunkt  o  des  Bahn- 
kreises «,  auf  dem  sich  der  auf  0^  liegende  Punkt  Ag  der  Kreisphase  kg  be- 
wegt, erhalten  wir,  wenn  wir  durch  0  eine  beliebige  Gerade  legen,  auf 
dieser  Ofi  =  0(i,  OM'g=OMg  machen  und  (jta  parallel  M'gAg  ziehen.  Legen 
wir  durch  0  eine  beliebige  Gerade  OM;g^  welche  die  Kreise  m  und  a  einer- 
seits resp.  in  den  Punkten  M^c  und  Ax  trifft,  und  beschreiben  wir  um  Mj;  mit 
MjcAx  als  Radius  den  Kreis  kx,  so  ist  dieser  eine  Phase  des  Systemkreises  k 
unü  die  Punkte  Ag^  A^  und  Mg^  M^  liegen  auf  Parallelen.    Bestimmen  wir 


*  Diese  specielle  kreislinige  Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  Systems 
wurde  von  Herrn  Durand  {Nouv.  Annales  de  vialhetnatiques y  2.  sirie  T,  VI  p.  60}  sehr 
kurz,  von  Herrn  Wiener  {Anriali  di  matematicay  seria  II  T.  I  p,  I3U)  und  Flerrn 
Affolter  (Grunert's  Archiv  für  Math.,  55.  Theil  S.  175)  ausführlicher  behandelt, 

Digitized  by  VjOOQIC 


166  Kinematisch   geometrische  Untersachangen  etc. 


auf  diese  Weise  eine  hinreichende  Anzahl  solcher  Kreisphasen,  dann  ergiebt 
sich  die  Carve  x  als  UmhüUungscarve  derselben.  Die  Punkte  Bx  und  (7«, 
in  denen  k^  die  Curve  x  berührt,  kann  man  nach  der  in  Fig.  7  auf  Seite  163 
angegebenen  Weise  bestimmen;  dennman  kann  die  Bewegung  momentan 
als  geradlinig  ansehen.  Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  in  M^;  au  den  Kreis 
m  die  Tangente  MgU^  errichten  auf  OMg  in  der  Mitte  eine  Senkrechte, 
welche  die  Tangente  in  V  trifft,  und  beschreiben  um  V  mit  VM^  einen 
Kreis;  dieser  geht  durch  0  und  schneidet  Ar«  in  den  Berührungspunkten  Bjc 
und  C«,  und  die  Geraden  ÜBa:  und  üCs  sind  zwei  Tangenten,  welche  die 
Curve  X  io  den  Punkten  B^  und  C^  berühren.  Nach  dem  Satze  XI  nmhäl 
len  auch  die  ßahnkreise  der  Punkte  des  Kreises  k  die  Curve  x.  Um  z.  B. 
den  Mittelpunkt  ß  des  Bahnkreises  b  für  den  Systempunkt  B^  dessen  Lage 
auf  kg  der  Punkt  Bg  ist,  zu  bestimmen,  ziehen  wir  OBg  und  ^ß  parallel 
MgBg,  —  Nach  dem  Princip  der  Umkehrung  der  Bewegung  können  die 
Kreisphasen^  und  die  Kreisbahnen  ihre  Rolle  vertauschen;  wir  können  diese 
als  Kreisphasen  und  jene  als  Kreisbahnen  betrachten.  Dann  erhalten  wir 
eine  neue  kreislinige  Bewegung,  die  denselben  festen  Aehnlichkeitspol  0 
besitzt  und  dieselbe  Curve  x  als  Hüllbahn  eines  Hüllkreises  liefert. 

Die  kreislinige  Bewegung  können  wir  noch  von  einem  ganz  andern 
Gesichtspunkte  aus  betrachten.  Wir  nehmen  an,  es  seien  in  Fig.  10  ^j,  Bf ^ 
und  ./,,  W^  die  Lagen  zweier  Punkte  Ä^  Bf  eines  um  €f  rotirenden  starren 
ebenen  Systems  S ^  dessen  Lagen  wir  resp.  mit  S\  und  S\  bezeichnen; 
ferner  seien  jf^  B^  zwei  Punkte  eines  festen  starren  Systems  S®,  welches  dem 
System  S'  ähnlich  ist.  Denken  wir  ans  nun  alle  homologen  Punkte  der 
Systeme  ^  und  S\  verbunden  und  auf  den  Verbindungsgeraden  J^  ^u 
Bf^ B\,.,  die  Punkte  ^'i,  i9V*  ^o  bestimmt,  dass 

ist,  dann  bilden  die  Punkte  i^\,  ^V*-  ®ii>^  Phase  ^^  ^ines  ähnlich -ver- 
änderlichen ebenen  Systems  5^  welches  nach  den  Erörterungen  Seite  156 
dem  System  S*  oder  ^  ähnlich  ist.  Bestimmen  wir  in  gleicher  Weise  für 
denselben  Werth  von  n  auf  den  Geraden  J^Ä^^  Bf^B^^,,,  die  Punkte ^4^,, ^*, ..., 
dann  erhalten  wir  eine  zweite  Phase  S\  des  ähnlich-veränderlichen  Systems 
S\  Dreht  sich  das  starre  System  S'  um  den  festen  Punkt  (/,  so  nimmt  das 
ähnlich- veränderliche  System  S^  eine  kreislinige  Bewegung  an.  Der  Bahn- 
krei.s  a^  des  Punktes  A^  und  der  Bahnkiois  6^  des  Punktes  B^  entsprechen 
resp.  dnn  Kreisen  a\  b\  auf  denen  sich  die  Punkte  ^i',  Bf  des  starren  Sy- 
stems S'  bewegen.  Die  Mittelpunkte  a^  /?'...  der  Bahnkreise  a\  6^...  bil- 
den ein  jenen  Systemen  ähnliches  System ,  welches  mit  dem  festen  starren 
Syblcui  5^  ähnliche  Lage  hat,  für  welche  Qf  der  Aehnlichkeitspunkt  ist.  Dem 
Drehpunkte  Cf  in  S'  entspricht  der  Aehnlichkeitspol  0^  in  5^  Geben  wir  dem 
n  verschiedene  Werthe,  so  erhalten  wir  verschiedene  kreislinige  Beweg- 
ungen. In  Fig.  10  sind  noch  die  Lagen  i4"i  P"i,-4"iÄ"t  zweier  Punkte  eines 
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äbnlich-verftnderlichen  Systems  8^\  die  den  Pankten  /f't  B"^ ,  ^,  ^t  eotspre- 
cbeOf  für  einen  bestimmten  negativen  Werth  von  n  angegeben.  NAhert  sich 
der  Werth  von  n  der  Grense  Nnll,  dann  werden  die  Bahnkroise  unendlich 
klein  nnd  ihre  Mittelpunkte  fallen  mit  den  betreffenden  Pankten  des  festen 
starren  Systems  S°  zusammen. 

Bei  den  bisherigen  Bewegnngsformeu  der  ähnlich  -  veränderlichen  ebe- 
nen Systeme  war  stets  ^der  Aehnlichkeitspol  festf  wenn  wir  aber  znr  all- 
gemeinen  Bewegnngsform  eines  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen   Systems 
übergehen ,  dann  ändert  auch  der  Aehnlichkeitspol  zweier  unendlich  naher 
Systemphasen  seine  Lage  und  bei  der  Umkehrung  der  Bewegung  tritt  dem 
äbnlicb  -  veränderlichen  System  ein   anderes  gesetzmässig  -  veränderliches 
System  gegenüber.   Die  allgemeine  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  S  ist  beAtimmt,  wenn  wir  zwei  beliebige  Curven  a  und  6 
<^Fig.  11)  alä  Bahncurven  zweier  Punkte  A  und  B  des  Systems  S,  nnd  eine 
dritte  beliebige  Cnrve  n  als  Hüllbahn  der  Systemgeradea  i^^'annehmen. 
Bewegt  sich  die  Gerade  AB  berührend  an  der  Curve  n  entlang^  so  ent- 
sieht die  allgemeine  Bewegung  des  Systems  S,    Wir  bestimmen  zunächst 
den  Aehnlichkeitspol  0  zweier  unendlich  naher  Systemphasen,  nämlich  die 
Systemphase  S^ ,  welche  durch  die  Punkte  AiB^^  und  die  Systemphase  ^, 
welche  durch  die  unendlich  nahe  an  Ai,  B^  liegenden  Punkte  J^  B^  bestimmt 
ist.    Blicken  wir  auf  Fig.  6  zurück  nnd  nehmen  wir  an,  die  Punkte  A^^  B^ 
liegen  resp.  unendlich  nahe  an  den  Punkten  A^^  B^^  so  erhalten  wir  die  Figur 
lÄ^B^H  (Fig.  11);  zwei  Vierecksseiten  sind  in  der  Geraden  Ax  B^  zusammen- 
gefallen, H  ist  der  Berührungspunkt  der  Geraden  A^  B^  an  der  Curve  x  nnd 
ii^i,  IBx  sind  Tangenten  an  den  Bahncurven  a,  6.    Um  den  Aehnlichkeits- 
pol O  zu  bestimmen,  beschreiben  wir  einen  durch  A^  und  H  gehenden  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  m«  auf  der  Curvennormale  A^  N^  liegt,  ferner  einen  durch 
f ,  und  i7  gehenden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  m^  anf  der  Curvennormale  Bi  H/^ 
liegt.    Diese  Kreise  schneiden  sich  ausser  im  Punkte  H  in  dem  Aehnlich- 
keitspol 0,  durch  den  auch  der  um  das  Dreieck  A^B^I  beschriebene  Kreis 
geht.    Die  Kreisdurchmesser  A^ffay  B^N^  schneiden  sich  in  dem  Endpunkte 
P  des  Kreisdurchmessers  IP,    Ziehen  wir  die  Nurmale  im  Punkte  H  an  die 
Curve  »,  so  gehen  die  beiden  ersten  Kreise  durch  die  Punkte  JV«,  iV^,  in 
denen  diese  Normale  die  Normalen  A^  iV«,  B^  N^  trifft.    Die  Bestimmung  des 
Aeknlichkeitspoles  vereinfacht  sich  demnach  folgendermassen : 

Wir  ziehen  in  A^  und  B^  an  die  Bahncurven  a,  b  die  Normalen,  ferner 
in  B  an  die  Curve. x  die  Normale,  welche  die  ersten  Normalen  in  Na  und 
N^  schneidet,  und  beschreiben  über  A^  N^  und  Bt  N^  als  Durchmesser  Kreise; 
diese  schneiden  sich  ausRer  in  ff  in  dem  Aehnlichkeitspol  0.  Ist  der  Schnitt 
der  Kreise  nicht  genau,  so  erhalten  wir  den  Punkt  0  auch  ebenso  leicht, 
wenn  wir  auf  die  Verbindungsgerade  der  Kreismittelpunkte  m«,  m^  von  ff 
die  Senkrechte  ^/'ziehen  nnd  auf  dieser  0F=:  Fff  machen.  Den  so  bestimm- 
ten Punkt  0  wollen  wir  den  Aehnlichkeitspol  der  Systemphase  S^  nennen. 
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Construiren  wir  in  der  angegebenen  Weise  für  die  Phasen  S,,  5,,  S,..., 
welche  in  Fig.  12  durch  die  Punktpaare  ^,  ^,,  A^B^^  A^B^...  bestimmt  sind, 
die  entsprechenden  Aehnlichkeitspole  0^,  0^^,  0^^,..,  dann  bilden  diese  in 
der  festen  Ebene  eine  Curve  co,  welche  wir  die  Aehnlichkeitspolbabn 
nennen.    Bestimmen  wir  die  Punkte  0\  0^  0'...,  so  dase 

AO^A^B^  ~  Aöi^ji?,, 

AO^A.B.r^  A(fi^A^B^, 

AO'A  B^c^A  O^A^ B^ 


,dann  liefern  die  Punkte  O*,  0*^0^,,,  eine  Curve  o,  welche  Aehnlichkeits- 
pol  curve  heissen  soll.  Bei  einem  bewegten  starren  System  gehen  die 
Curven  oo  und  o  resp.  in  die  Polbahn  und  Polcurve  über. 

In  Fig.  13  sind  ausser  den  beiden  gegebenen  Bahncurven  a,  b,  auf  denen 
sich  die  Systerapunkte  A^  B  bewegen,  noch  die  Bahncurven  c,  rf,  e  der  Sy* 
stempunkte  C,  />,  E  construirt.  Alle  Bahncurven  schneiden  sich  in  Fig.  13 
in  einem  Punkte  W^  dem  Durchschnittspunktc  der  gegebenen  Curven  <r,  6, 
und  das  ähnlich-veränderliche  System  wächst  gleichsam  organisch  aus  dem 
Punkte  W  heraus.  Wir  wollen  deshalb  in  der  Folge  einen  solchen  Punkt 
einen  Keimpunkt  nennen. 

Für  die  Systemphase  5,,  welche  durch  die  Punkte  y/,  B^  bestimmt  wird, 
ist  der  Aehnlichkeitspol  0  in  der  oben  angegebenen  \yeise  construirt. 
Ziehen  wir  von  0  nach  allen  Punkten  der  Phase  5,  Gerade,  so  bilden  diese 
nach  dem  Satze  X  gleiche  Winkel  mit  den  in  diesen  Punkten  an  ihre 
Bahncurven  gezogenen  Tangenten.  Hiernach  kann  man  leicht  die  Tangen- 
ten der  Bahncurven  construiren.  Aus  der  Gleichheit  der  genannten  Winkel 
folgt  der  Satz : 

XIII.     Die   Tangenten    sowie    die   Normalen   an  den 
Bahncurven,    welche   durch   die   Punkte   eines    Syste In- 
kreises beschrieben  werden,  umhüllen   für  jede  Kreis- 
phase   einen    Kegelschnitt,    dessen    einer    Brennpunkt 
der  entsprechende   Aehnlichkeitspol  ist. 
Wenn  der  Systemkreis  in  eine  Gerade  übergeht,  dann  ist  der  Kegel- 
schnitt eine  Parabel.     Für   die  Punkte  einer  durch  den  Aehnlichkeitspol 
gehenden  Kreisphase  schneiden  sich  sowohl  die  Tangenten ,  als  die  Nor 
malen  an  den  betreffenden  Bahncurven  in  einem  Punkte,  und  diese  beiden 
Punkte  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  der  Kreisphase.    Betrach- 
ten wir  z.  B.  in  Fig.  11  den  um  das  Dreieck  A^  B^I  beschriebenen,  durch  0 
gehenden  Kreis  als  eine  Kreisphase,  so  gehen  die  Tangenten,  welche  iu  den 
auf  diesem  Kreise  liegenden  Punkten  die  Bahncurven  beflRiren ,  durch  den 
Punkt  1  und  die  Normalen  durch  den  Punkt  P, 

Wir  können  die  allgemeine  Bewegung  eines  ähnlich- veränderlichen 
ebenen  Systems  noch  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aus  auffassen.  Wir 
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nehmen  an,  es  bewegen  sich  zwei  Punkte  j[ ^  ff  eines  starren  Systems  S' 
auf  zwei  gegebenen  Curven  «',  h*  (Fig.  14) ,  nnd  eine  Lag«  5*,  des  Systems 
5'  sei  durch  die  Pankte  Ä ^ ,  B\  bestimmt.  Es  seien  a',  fJ'  die  Krümmungs- 
niittelpunkte  für  die  Curvenpunkte  ^', ,  ff ^  und  ferner  seien  ^,  ff^  zwei 
Punkte  eines  Testen  starren  Systems  5^  welches  dem  System  S'  ähnlich  ist. 
Bestimmen  wir  in  analoger  Weise  wie  in  Fig.  10  auf  den  Verbindungsgera- 
den der  homologen  Punkte  A^Ä  ^ ,  Ef^  B\  ...  die  Punkte  A^ ,  B^ ,  so  dass 

YY  =  Y^  =  •  •  •  «  (eonstant) 

ist,  dann  bilden  die  Punkte  A^  Bi .  .  eine  Phase  S^  eines  ähnlich-veränder- 
lichen Systems  S,  welches  dem  System  S'  oder  S^  ähnlich  ist.  Einer  zwei- 
ten Lag«  S',  des  starren  Systems  5'  entspricht  eine  zweite  Phase  5,  des 
Systems  S  u.  s.  w.  Die  Punkte  A^  B  des  ähnlich- veränderlichen  Systems  S 
bewegen  sich  auf  den  Curven  a,  b,  welche  den  Curven  a\  b'  resp.  ähnlich 
sind.  Den  Krümmungsmittelpunkten  a\  ^  entsprechen  die  Krümmungsmit- 
telpunkte a,  /5,  die  den  Curvenpunkten  4i  ^\  angehören;  dem  Pol  0'  für 
die  Lage  ^,  des  starren  Systems  5'  entspricht  der  Aehnlichkeitspol  0  für  die 
Phase  iS,  des  ähnlich -.veränderlichen  Systems  S  und  mau  erhält  denselben, 
wenn  man  zu  0'  den  homologen  Punkt  O^  construirt  und  auf  der  Geraden 
W  den  Punkt  O  so  bestimmt,  dass  er  die  Strecke  (ßO'  in  obigem  Verhält- 
nisse theilt.  Denken  wir  uns  um  die  vier  Dreiecke,  welche  in  dem  vollstän- 
digen Vierseit  A^  B^aßPO  auftreten,  Kreise  beschrieben,  so  schneiden  sich 
diese  vier  Kreise  in  dem  Punkte  0,  und  die  Krümmungsmittelpunkte  a,  ß 
liegen  auf  einem  durch  O  und  den  Schnittpunkt  P  der  Normalen  a^, ,  ßBi 
gehenden  Kreise.  Demnach  kann  man,  wenn  ein  Krümmungsmittelpunkt 
bekannt  ist,  den  andern  leicht  bestimmen. 

In  einer  zweiten  Mittheilung  wird  die  Fortsetzung  dieser  kinemati- 
schen Untersuchungen  erfolgen,  und  immer  mehr  wird  sich  die  ausser- 
ordentliche Fruchtbarkeit  derselben  entfalten.  Wir  werden  von  der  Be- 
wegung der  ähnlich  veränderlichen  Systeme  leichten  Schrittes  zu  der  Be- 
wegung der  collinear- veränderlichen  Systeme  gelangen  und  der  Satz  I  wird 
sich  als  ein  specioller  Fall  des  folgenden  Satzes  manifestiren : 

Bewegen  sich  vier  Punkte  eines  collinear -veränder- 
lichen ebenen  Systems  derart  auf  vier  Geraden,  dass 
sie  auf  diesen  collinear e  Pnnktreihen  erzeugen,  welche 
von  einer  bestimmten  Geraden  in  entsprechenden  Punk- 
ten geschnitten  werden,  so  bleibt  ein  Systempunkt  fest 
und  unter  Umständen  bleiben  auch  drei  Systempunkte 
unbeweglich;  alle  beweglichen  Systempunkte  bewegen 
sich  aufGeraden,  welche  durchje  zwei  homologePunkte 
zweier  Systemphasen  gehen,  und  erzeugen  auf  diesen 
Geraden  coUineare  Punktreihen. 
Dieser  Satz  wird  dann  die  Grundlage  weitergehender  Unters uclmngen 
Uiideu.  Digitized  by  VjOOQIC 
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Vn.   Znr  Erzeugung  vos  Cniren  vierter  nnd  dritter  Ordnung  dnreh 
swei  oollineare  Strahlsysteme.  . 

Herr  Professor  Schro'ter  hnt  in  Math.  Ann.  Bd.  5  S.  50  flg.  die  all- 
gemeine Erzeugang  von  Curven  dritter  Ordnung  aus  zwei  collineareo  Strahl- 
systemen in  reducirter  Lage  geometrisch  entwickelt. 

Wenn  die  Verbindnngsgerade  der  beiden  Centra  zweier  collinearen 
Systeme  zu  zwei  entsprechenden  Strahlenpaaren  gehört,  so  werden  /.  c.  die 
Systeme  als  Systeme  in  halbperspecti vischer  Lage  bezeichnet; 
für  wesentlich  denselben  Fall  hat  bereits  früher  Herr  Professor  Weyr  (in 
seiner  „Theorie  der  mehrdeutigen  Elementargebilde*',  Leipzig  1809)  den 
Ausdruck  reducirte  Lage  gewählt,  der  anzweifelhaft  dem  oben  vcirzn- 
ziehen  ist. 

Es  sei  mir  gestattet,  einige  Bemerkungen  mitzutheilen ,  die  durch  den 
Aufsatz  des  Herrn  Professor  Schröter  veranlasst  worden  sind. 

Sind  i4  =  0,  ^  =0,  -^i  =0,  ^j  =0  die  Gleichungen  von  vier  Strahlen 
zweier  Systeme  und  entsprechen  sich  die  Paare 

AB^O  und  ^1  B^  =0, 
ferner  die  Paare 

aJ*  +  AB  +  bB^:=0  und  a.^,*  + ^,5,  + /J^,»  =  0, 
so  wird  durch  je  zwei  collineare  Systeme,  in  denen  diese  beiden  Paare  sich 
entsprechen,  eine  Ctirve  des  Büschels  erzeugt: 
I)     CxY  =  AB{aA,*  +AtB^+ß  B^^)  -  k  A^  Bi  {aA^  +  A B  +  bff')=^0. 

Um  k  zu  bestimmen ,  ist  noch  ein  Punkt  von  Cjy  beliebig  zu  wählen 
oder,  was  dasselbe  bedeutet,  es  müssen  noch  zwei  entsprechende  Strahlen 
der  beiden  Systeme  gegeben  sein ;  —  in  Uebereinstimmung  damit,  dass  swei 
collineare  Involutionen  durch  zwei  entsprechende  Doppelpaare  nud  ein 
Paar  entsprechende  Elemente  bestimmt  sind. 

Die  Curve  Ciy  hat  die  Centra  der  Strahlsysteme  zu  Dop- 
pelpunkten. 
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Denn  irgend  eine  Gerade  dorcfa  das  Ceutruin  eines  der  beiden  Systeme 

2)  I    A=icB^  bea.  A^  =  yB^ 

schneidet  Cj^  in  Punkten,  welche  den  Gleicbnngen  genügen,  die  sich  durch 
die  Snbstitationen  2)  in  l)  ergeben : 

^[c(a^,«  +  J^B,+  ßB,")  -kJ,  B, (ac*  +  c  +  <»)]  =  0, 
bez. 

B,^[JB{af  +  y  +  ß)'-k{aA^  +  AB  +  6Ä«)]  =  0. 

Die  Factoren  5*,  bez.  F,'  lehren,  dass  die  Gerade  A  =  cl>  im  Punkte 
B=A  =  0  und  die  Gerade  A^^=yB^  im  Punkte  Bi^=Ai=iQ  die  Curve  in 
zwei  zusammenfallenden  Punkten  üchueidet. 

Dem  Paare  des  einen  Systems,  welchem  die  Centrale 
beidtir  Systeme  angehört,  entspricht  offenbar  dieTangen- 
teupaar  im  Centrum  des  andern  Sybtem^. 

Um  »u  erfahren ,  inwieweit  diese  Bemerkungen  umkehrbar  sind ,  be- 
ziehe man  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  reellen  Doppelpunkten  auf 
ein  Axeudreieck  A^A^A^^  in  welchem  ^t,  A^  zwei  Doppelpunkte  und  A^A^^ 
sowie  A^A^  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  sind.  Die  Gleichung  der 
Curve  sei 

3)  £ftikim  ^t  flP*  a?/  a?!»  =  0 , 

wobei  für  iklm  alle  Kombinationen  von  1,  2,  3  mit  Wiederholung  zu 
sefzen  sind. 

Soll  A^  ein  Doppelpunkt  sein ,  so  muss  die  Gerade 

4)  a?i  =  iix^ 

für  beliebige  f*  zwei  in  x^=x^=0  zusammenfallende  Schnittpunkte  mit  der 
Curve  ergeben.  Substituirt  man  also  4)  in  3),  so  müssen  das  von  x^  befreite 
und  das  mit  x^  multiplicirte  Glied  unabhängig  von  (i  verschwinden.  Dies 
ergiebt 

6)  «3331  =  «3332  ^=  ^8388  ~  ^• 

Ebenso  folg(  als  Bedingung  dafür,  dass  A^  ein  Doppelpunkt  ist: 

Die  Axe  A^A^  ist  Tangente  im  Doppelpunkte,  wenn  sie  in  A2  die  Curve 
dreimal  schneidet,  wenn  also  die  Substitution  0:3=6  in  3)  ein  Resultat  giebt, 
das  weder  ein  Glied  mit  x^^^  noch  mit  x^  oder  x^^  enthält.  Unter  den  Co- 
efficienten  a,  deren  Indices  3  nicht  enthalten,  müssen  also  die  verschwin- 
den, die  1  gar  nicht,  oder  nur  einmal  oder  zweimal  enthalten.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  neue  Bedingung 

7)  «2211  =  0- 
Ebenso  folgt  daraus,  dass  A^Ä^  Tangente  sein  soll; 

8)  «Wtt  =  0. 
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Die  Gleichung  der  Ourve  reducirt  sieb  hiernach  anf 


^1*  +  «lll2^l'^2  +  «1118^1^^3  +  «1123^1'^ 
T   ^2233^2   ^B    "r  ^1223^1^2   ^^3    l    '^l  233  ^1  ^2  ^3    ^^  ^• 


Die  zweite  Tangente  im  Punkte  A2  findet  man,  indem  man  x^  =  vx^ 
substituirt  und  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  v  wählt,  für  welchen 
das  mit  x^^  multiplicirte  Glied  des  Substitutionsresultats  verschwindet. 
Man  erhält 

^2233  +  ^1223^  =  0»' 

also  die  Gleichung  der  Tangente 

10)  M  =  0^223  .Ti  +  «2233  ^8  =  ^' 

Ebenso  erhält  man  für  die  zweite  Tangente  in  J^ 

11)  N  =  aiaagO?!  +  «8233^2  =  ^' 

Soll  nun  die  Curve  durch  zwei  collineare  Involutionen  erzeugt  werden 
können,  so  müsbcn  die  beiden  Tangenten  des  einen  Doppelpunktes  dem 
Paare  entsprechen,  welches  von  ^2"^^  ^^^  einer  durch  den  andern  Doppel- 
punkt gehenden  Geraden  gebildet  wird;  es  müssen  also  die  Punkte,  in  wel- 
chen die  Tangenten  je  eines  Doppelpunktes  die  Curve  schneiden,  auf  einer 
Geraden  liegen,  die  durch  den  andern  Doppelpunkt  geht. 

Die  letztere  Bedingung  ist  zugleich  ausreichend.    Denn  sind  P  and  Q 
die  beiden  letztgenannten  Geraden  durch  J^y  ^^^'*  -^31  ^^  bilde  man   zwei 
collineare  Systeme  mit  den  entsprechenden  Paaren: 
x^P  =  0  entspreche  jr2iV  =  0, 
x^M  =  0  „  XjP  =  0, 

und  nehme  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Oolliueation  der  beiden  t>y- 
steme  noch  zwei  nach  einem  beliebigen  Curvenpunkte  y  gezogene  Strahlen 
als  entsprechend. 

Die  durch  diese  beiden  Systeme  erzeugte  Curve  hat  dann  mit  der  ge- 
gebenen die  Doppelpunkte  und  die  Tangenten  in  denselben  gemein  —  was 
zehn  gemeinsamen  Punkten  äquivalent  ist;  ferner  die  Punkte,  in  welchen 
P  das  Paar  ac^N  und  die,  in  welchen  0  das  Paar  x^M  schneidet,« endlich  den 
Punkt  I';  im  Ganzen  also  15  Punkte,  die  wegen  der  Willkürlichkeit  von  T 
nicht  zu  einem  Schnittpuuktsystem  zweier  Curven  vierter  Ordnung  gehören. 
Mithin  ist  die  durch  die  coUinearen  Systeme  erzeugte  Curve  mit  der  ge- 
gebenen identisch. 

Um  nun  zu  ermitteln,  unter  welcher  Bedingung  die  ausserhalb  A^  vor- 
handenen Schnittpunkte  von  x^N^O  und  der  Curve  mit  A^  '^  einer  Ge- 
raden (P)  liegen,  substituirt  man 

0^2=0    und    «1233^1  + «2233  ^P  =  ^ 

der  Reihe  nach  in  9)  und  setze  die  beiden  sich  ergebenden  Wertbe  von 
x^:a,\  einander  gleich.    Man  erhält  dann  die  Bedingung 

^ '^)  «1111  («1233 «1233  ~  «1123  «2233/  +  ?1112  ^'llW  «2233  ^p$'  j 
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Die  Symmetrie  dieser  Formel  für  2  und  3  zeigt,  dass  sie  zugleich  auch 
die  Bedingung  dafür  ist,  dass  dio  ausser  A^  vorhandenen  Schnittpunkte  von 
a\^M=0  und  der  Curve  mit  A^  in  einer  Geraden  {Q)  liegen. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

We nn  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  reellen 
Doppelpunkten  die  Tangenten  in  dorn  einen  Doppelpunkte 
die  Curve  in  zwei  fe rn eren  Punkten  schneiden,  die  mit  dem 
andern  Doppelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  schnei- 
den auch  die  Tangenten  des  andern  Doppelpunktes  die  Curve 
noch  in  zwei  Punkten,  die  mit  dem  erste  reu  Doppelpunkte 
auf  einer  Geraden  enthalten  sind.  Dann  und  nur  dann  lässt 
sich  die  Curve  —  und  zwar  nur  in  einer  Weise  —  durch  zwei 
collineare  Strahlsysteme  erzeugen,  deren  Centra  die  beiden 
Doppelpunkte  sind.  In  diesem  Systeme  entsprechen  dann  die  beiden 
Tangenten  des  einen  Doppelpunktes  dem  Paare  des  andern  Systems,  wel- 
ches aus  der  Verbindungsgeraden  des  Doppelpunktes  und  aus  der  Geraden 
(hirch  die  beiden  Punkte  besteht,  in  denen  die  beiden  Doppelpunktstangen- 
ten die  Curve  noch  ausserhalb  des  Doppelpunktes  schneiden. 

Wählt  man  zwei  Strahlensysteme  in  reducirter  Lage,  indem 
man  etwa  A  und  A^  mit  der  Centrale  i"*  der  Systeme  zusammenfallen  lässt, 
so  wird  aus  Gleichung  1) 

r  lB{an  +rB^  +  ß  B^^)  -  k  B^{an  +  rB  +  bB^)\  =  0. 
Die  erzeugte  Curve  vierter  Ordnung  reducirt  sich  also  auf  den  Verein 
der  Geraden  7'=0  und  der  Curve  dritter  Ordnung: 

13)        C„i  =  i? {an  +  rB^  +  FB^^)  -^kB^ial^ +  rB  +  b B^)  =  0. 

Die  Geraden  Ä  =  0,  5^=0  schneiden  die  Curve  C\\\  in  Punkten,  die 
noch  ausserdem  den  Bedingungen  genügen 

akBy^n^Ü,     aBn^O. 
B  hat  aUo  im  Punkte  2?=r=0  und  B^  im  Punkte  ^j  =  rc=0  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  mit  der  Curve  gemein;    beide  Geraden   berühren 
also  die  (Jurve.    Je  zwei  entsprechende  Strahlenpaare  haben  die  Gleich- 
ungen 

,4>  an  +  rB,+  ßB,^  +  KcB,r=0 

^  und  an+  FB  +  bB^+  aBF   =0. 

Umgekehrt  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  eine  Curve  dritter  Ordnung 
vi)n  zwei  Punkten  A^A^  aus,  welche  denselben  Tangentialpunkt  haben,  durch 
zwei  collineare  Strahlsysteme  in  reducirter  Lage  projicirt  werden  kann. 

Denn  wählt  man  A^^A^  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  zu  Axen 
eines  Coordiuatendreiecks,  auf  welches  man  die  Curve  bezieht,  und  setzt 
man   deren  Gleichung  in  der  Form  voraus 

HU  ruft  die  besondere  Lage  der  Axen  die  Bedingungen  hervor: 
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16)  a^ii  =  «222  =  «333  =  «228  =  «113  =  ^' 

Der  hierdurch  vereinfachten  Curvengleichnng  kann  man  die  Form  geben 

jgN  ^1  («122  V  +  ^«123«2-'^3  +  «133^8^) 

+  ^2  [«112  ^1*  +  (1  -  f*)  «123  ^1  ^3  +  «213  ^3^]  =  ^  » 

welche  in  der  That  mit  18)  übereinstimmt. 

Ist  einer  Cui  ein  vollständiges  Vierseit  eingeschrieben ,  so  sind  die  in 
je  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  sich  schneidenden  Seiten  entsprechende 
Paare  der  von  diesen  Ecken  ans  zur  Erzeugung  der  Curve  constrnirten  In- 
volutionen. Sind  also  A^A^^  B^B^y  C^C^  die  Gegeneckenpaare  eines  voll- 
ständigen Vierseits,  so  werden  die  drei  Paare  A^A^^  B^B^^  ^1^2  sowohl 
von  den  Centren  A^  und  A^^  sowie  von  den  Centren  B^  und  B^  ans  dnrcb 
entsprechende  Strahlenpaare  projicirt. 

Piese  Beobachtung  veranlasst  zu  untersuchen,  oh  vielleicht  alle 
Paare  gegenüberliegender  Schnittpunkte  von  entsprechen- 
den Strahlenpaaren  der  von  A^  und  A^  ans  constrnirten  In- 
volutionen von  jedem  dieser  Paare  aus  durch  entsprechende 
Strahlenpaare  zweier  Involutionen  projicirt  werden. 

Sind  nun 

{x^  +  ax^){x^  +  bx^)=rO  und  (aJs  +  «a?i)(a^3  +  i'^i)  =  <> 
zwei    entsprechende    Strahlenpaare    und    B^  B^    zwei    gegenüberliegende 
Schnittpunkte  derselben ,  nämlil^h 

B^  der  Schniti  von  äTj  +  aar,  => 0  und  »3  +  aar,  =  0 , 
^2     »>         n        »»      a:3  +  6j?jj  =  0     „     cc^  +  ßx^=rO, 
so  lässt  aich  die  Gleichung  der  Curv^  zunächst  schveiben 

17)  ^1  (a?3  +  «^2)  (^3  +  *  ^2)  —  »*2  (^3  +  «  ^'1)  (^3  +  /J*i)  =  0. 
Sind  ferner 

(a:3  +  warjj)(a?3  +  pa?g)=0  und  («g  +  va^i)  («^3  +  «a?i)  =  ^ 
irgend  zwei  andere  entsprechende  Strahlen  paare ,  welche  OiO%  ^^  g^"?^"' 
überliegenden  Schnittpunkten  haben,  nämlich 

Q^  auf  {x^  +  nx^  =  iS  und  (a?3  + va?i)=0, 

Q%    n     K  +  P^2)  =  Ö     „     (a?3  +  jra:J  =  0, 

so  müssen  für  einen  noch  unbestimmten  Werth  von  c  die  Identitäten  gelten 

(arg  +  wa?2)(^3  +^^2)  =  (^3  +  ««^2)  ^^\  +  ^^2)  +  <^^s*2' 
{x^  +  «'^i)(«3  +  ^^1)  =  (^3  +  «^1)  (^3  +  ß^i)  +  ^^x%Xi . 
woraus  die  Bedingungen  folgen 

np=:ab,     n  +  p  =  a  +  b  +  6, 

Für  die  Involutionen  mit  den  Centren  ^j,  B^  sind  entsprechende  Strab- 
lenpaare 

(3^3  +  a arj)  {x^  +  ««,)  =  0  und  {x^  +  bx^) {x^  +  ßx^)  =  0. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilangen.  175 

Haben  ferncnr  für  nocli  nnbefttimmte  Wertbe  X(i  die  TaiigeDten  m  B^^^ 
die  Gleicbnngen 

^a  +  «a?i  +  l(Ä-s  +  «arjj)  =  0  und  x^  + ßx^  + ii{x^  +  bx^)^i>, 
so  lässt  sieb  der  Grieicbang  der  Curve  auch  die  Farm  geben  v 

-v[x^  +  ax^+k  (xg  +  ««2)]  («3  +  ^^'2)  (a^s  +  ß^^i)  =  <^- 
Vergleicht  man  17)  und  19),  so  ergiebt  sich 

«(a-/3) 
Mit  Hilfe  dieser  Wertbe  wird  aus  19) 


lin-b-xa'ß)x^-h(a^b)x^  +  xß{a-ß)x^]{x^  +  ax^)(x^  +  ax^) 
-  [(flr-6  -  K  a-ß)  x^-a  {a-b)  x^  +  xa  («-/?) a;J  [x^  +  bx^){x^  +  ßx^)=^0. 

Benatzt  mau  die  Gleichung  für  die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt 

der  Strahlen 

(x3  +  r;rg)  =  0  und  {x^-^- sx^)  =zQ 

mit  dem  Schnittpunkte  der  Strahlen 

(ar3  +  ^a?j)  =  0  und  (oTj  +  tfar^)  ==  0 
verbindet: 

21)  G^{ra  —  sq)x^  +  rQ  (0— 5)  afg  +  ^ff  (r— ^)  a:^  =0, 
und  setzt  darin 

für  r,  5,  (>,  a  die  Wertbe  0,  «,  6,  /J, 

so  erhält  man  die  Gleichung  von  B^B^  zu 

22)  ^1-^2  =  (a(5  —  «6)  X^  +  ab  (ß—a)  x^  +  aß  (a— 6)  o?!  =  0. 

Zwei  entsprechende  Strahlenpaare  der  auf  B^  B^  liegenden  coUinearen 
Involntionen  haben  daher  die  Gleichungen 

23)  0  =  ^  =  (0:3  +  nx^{x^  +  aX^ 

+  T  [(a— 6  —  »  fl— /5)  x^  —  a  (a—  b)  x^  +  xa  (or— /3)  x^ 
[f^aß^ab)  x^^ab{a-ß)  x^  +  aß  {a-b)  x,]\ 

0  =  M'={x,  +  bx,){x,  +  ßx,) 

+  T[(a-6-xtt-/5)x,-6(a-6)a?,  +  x/3(of-l5)a:3] 

{{aß  -  ab) ^ß -  ab{a-ß)  x^  +  aß  (a-^b)  arj. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  B^Q^^,  B^Q^,  ^2^1»  ^2^2  werden  aus  21) 
erhalten,  wenn  man 

r     $     Q     a  ersetzt  durch 

a    a     n     V  (für  B^Q^), 

a     a     p     n  (für  B^Q^), 

b    ß     n     V  (für  B^Q^), 

h     ß     p    7t  (für  B^O^). 
Dann    ergeben   sich    die   Gleichungen    für    die   Paare   {B^^Oi)  {B^O^)   ^md 

Digitized  by  CjOOQIC 


176  Kleinere  Mittheilungen. 


24)     0  =  {B^Oi){B,  0^)  =  [(ö  V  -  an)  x.,  +  an  (v-a)  x^  +  av  {a-n)x^] 

X  [{an  —  ap)  a'3  +  ap  (7t  — a)  x^  +  an  (n  —  p)  arj , 
0  =  {B^O,){B^O,)  =  Wjv-ßn)x,  +  bn(v-ß)x,  +  ßvih--n)x,\ 

X  [(^> 7t--ßp)a:^  +  bp{7t-ß)x^  +  ß7t{b-p)  x^). 
Sollen  nun  diese  beiden  Paare  entsprechende  Paare 'der  auf  ^ffj  und  B^ 
liegenden   collinearen  Involutionen    sein ,   so    müssen    für   eine    be8timmte 
Wahl  von  c,  d  die  Identitäten  erfüllt  werden 

25)  (B^O^)(BM^cM,     {BMili^O^)=dM'. 

Vergleicht  man  die  Glieder  auf  beiden  Seiten,  so  ergeben  sich  die  Be- 
dingungen 

aaa 
20)  ex  =  - 


{a^b){a-ß)  ' 
c  +  CT  [(n  —  h)  —  K  {a—ß)\  {aß  —  ab)  =  aa  {aß  +  ah  —  pv  —  nn)  , 

(«-6)(«-^)  ' 
d+  dt  [(a  —  h)  —  K  {a  —  ß)]  {aß—  ab)  =  bß  {aß  +  ah  -- pv  —  Ttn). 

Setzt  man 

c=iaa  .  e,     d=hß  ,  e, 

'  so  werden  diese  Gleichungen  erfüllt  für 


6-= 


{a-^b){a^ß) 


[{a  —  b)  —K  {a  —  ß)]  {aß  —  ab)  +  aß  +  ab  —  pv  —  Jtfi , 


e{a-^b){a-^ßy 

Die  Existenz    eines   solchgn  Werthes    von    t   bestätigt  den  oben   aus- 
gesprochenen Satz. 

Dresden,  am  5.  September  1873.  Dr.  R.  Heger. 


Vm.    Elementare  Beweise  zweier  bekannten  Theoreme  ans  der  Optik. 

aiierzii  Taf.  I ,  Fig.  7  und  8.) 

1.  Wenn  zwei  v  erschiedene  homogene  Medien  durch 
eine  ebene  Grenzfläche  voneinander  getrennt  sind,  so 
gelangt  ein  Lichtstrahl  von  einem  Punkte /^  des  einen 
Mediums  zu  einem  Punkte  Ö  des  andern  Mediums  in  der 
kürzesten  Zeit,  wenn  die  Sinusse  des  Einfalls-  und 
Brechungswinkels  sich  zu  einander  verhalten  wie  die 
Geschwindigkeiten  Cj  und  c,  des  Lichtes  innerhalb  der 
einzelnen  Medien,  wenn  also  sin  u  i  sin  v  =  Ct  :  c^  ist. 
Denkt  man  siel,  durch  die  Punkte  P  und  Q  (Fig.  7)  einen  Normal- 
schnitt  PMQN  durch   die  Ebene  gelegt,   ist  PS  der  einfallende,   SQ  der 
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gebrochene  Lichtstrahl  und  bezeichnet  man  das  Loth  PD  mita,  das  Loth 
QE  mit  b^  den  Abstand  DE  mit  d\  seien  ferner  die  Zeiten,  in  welchen  der 
Licfatstrabl  von  P  über  Ry  5  und  7  nach  Q  gelangen  würde,  beziehendlich 
f\  t  nnd  f  und  darunter  t  ein  Minimum,  so  finden  folgende  Gleichnngen 
statt : 


I) 

Ti  COSU" 

C^COSV*   ' 

IV) 

H) 

a 

1  —                ^ 

c,  cos  V  * 

V) 

Ci  cos  u 

III) 

C|  COSU 

CtCOSV 

VI) 

Aus  I)  und  III)  folgt 

a  (an  w"+  6  ton  v"=  rf, 
fl  /rtw M  +  b  tanv  =d^ 
a  tan  n  +  b  tan  v  =  </. 


r-f^    ±(_l,,__l,)+A(_L,__i_,) 

r,  \co5 ti        COSU  /      c,  \cos  y       cos  v  / 

C,  -COSU  cos u"  Cj  C05y'C05l?"  ' 

r-(^        _      2a  sin 4  (»'+  O      26  ^^^(p^O   ^  i(t^") 
siVi ^ (u"—  w')  C|     COSU  COSU '       r,     cos v  cos v"  ' sin^(ti—u'y 

Ans  IV)  ijnd  VI)  folgt  weiter 

5m  4  (»'—»")  a  cos^{u'-u")   cos v' cos v' 

Sin4(M  — M   )  b     C0S^{V—V   )    COSU  COSU 

Demzufolge  erhält  man 

/'W_  2a  to4(ti^+0      j?m4(p^+0   co54(ti^-i/")i 

SfW  4  (m"—  U)  ""  C05  tt'  C05  m"  I  C,  C,  *  C05  ^  (v—  v'))  ' 

Nun  ist  klar,  dass  ein  Lichtstrahl  von  P  aus  auf  geradlinigen  Wegen 
über  die  Punkte  F  und  /T,  welche  ausserhalb  DE  liegen,  in  um  so  längeren 
Zeiten  gelangen  würde,  je  weiter  diese  Punkte  von  E  und  D  entfernt  liegen. 
Daraus  folgt,  dass  zwischen  E  und  D  wenigstens  ein  Minimum  von  /  liegen 
muss.  Ein  solches  möge  also  in  S  liegen ;  alsdann  müssen  sich  zu  beiden 
Seiten  wenigstens  immer  je  zwei  gleiche  Werthe  T  und  /  angeben  lassen,, 
so  dass  f — /'  gleich  Null  ißt.    Demzufolge  ist  für  je  zwei  solcher  Werthe  l\ 

^""^  ^  sin^{u'+u') ^ sin^(v+vZ)   cos\{u'^u") 

C|  c,        *'  cos^(v  —  vy 

Nimmt  man  ^'=/,  so  wird  auch  {=1,  also  u'=>u=^u  und  v"=t>=^Vy 

woraus  folgt 

Sinu\stnvs^c^\Ci. 

Ist  C|  >c,,  so  ist  sinu>sinv,  und  weil  u  und  v  positive  und  spitze 
Winkel  sind:  «  >  r.  Deshalb  muss  dieses  Minimum  t  einem  Punkte  zwi- 
schen i^-und  ü  entsprechen. 

Dass  es  nur  ein  einziges  Minimum  <  giobt,  lässt  sich  indirect  bewei- 
sen. Angenommen  nämlich,  es  gäbe  noch  ein  zweites  Minimum  für  den  Ein- 
fallswinkel m'",  so  wäre  ebenfalls  sinu'":  sinv''==  c^ic^,  mithin 
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^';i u    :  sin v   =  sin w.sinv. 
Wäre  n"^u^  also  aus  einfachen  geometrischen  Gründen  p"'<r,  so  müs^fe 
sin i/" >  .«m u ,  dagegen  si« v'"<  sin v  sein ,  folglich  sinu":  sin p'">  ^ u  :  «tnr, 
was  der  vorigen  Gleiclinng  widerspreclion  würde. 

Bei  dieser  Betrachtung  ist  durch  die  Construction  des  Normalschnittes 
J^  N  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  der  einfallende  und  gehrochene 
Lichtstrahl  in  einer  Ehene  liegen.  Aher  man  erkennt  leicht,  dass  jeder  in 
dem  Normalschnitte  M-A  der  Grenzebene  liegende  Punkt  für  sich  einem  Mi- 
niinnm  von  /  mit  Be/.iehnng  auf  alle  in  seiner  Normalen  liegenden  Punkte 
der  Khene  entspricht.  Denn  es  sei  G-ÄTdie  in  der  ebenen  Grenzfläche  der  bei- 
den Medien  gelegene  Normale  des  Punktes  S  and  5^  irgend  ein  Punkt  in 
derselben,  so  ist  PS'^PS  und  QS'^QS.  Da  der  von  dem  Lichtstrahl 
durchlaufene  Weg  PSQ  in  jedem  der  Medien  einzeln  kürzer  ist  als  der 
Weg  PS'Q^  so  ist  natürlicli  die  Zeit  /  ein  absolutes  Minimum  bezüglich  aller 
Punkte  der  ebenen  Grenzfläche. 

Verbindet  man  alle  Punkte  der  Ebene  miteinander,  für  welche  f  con- 
stant  ist,  so  erhält  man  lauter  geschlossene  Curven,  welche  sämmtlich  ein 
ander  und  den  Punkt  S  umhüllen.  Dieselben  werden  durch  den  NorniaK 
chnitt  in  symmetrische  Hälften  getheilt.  Bezeichnet  man  die  Abscisse  DR 
mit  X,  die  Ordinate  RR'  mit  y,  so  erhält  man  für  die  Curven  die  algebraische 
Gleichung  ^ ,_.__... 

Die  Curven  sind  also  vom  vierten  Grade.  Ist  rf  =  0,  ist  also  Pin  der  Nor 
malen  de«  Punktes  öi  so  is*  ^  +  y*  ein©  constante  Grösse,  also  die  Curven 
sämmtlich  concentrische  Kreise,  ausserdem  f  ein  Minimum  für  j:*  +  ^  =  0, 
d.  h.  also  für  den  Fusspunkt  der  Normalen. 

2.      Wenn    zwei    verschiedene    Medien    durch    eine 
ebene    Grenzfläche   MN   (Fig.  8)    voneinander    getrennt 
sind,  so  erblickt  ein  in  Pbcfindliches  Auge  den  im  dich- 
teren Medium  befindlichen  Punkte  in  einem  Punkte  Q\ 
welcher   der   Oberfläche   näher  liegt,   und  ein  in  Q  be- 
findliches Auge  einen  in  dem  dünneren  Medium  befind- 
lichen  Punkt   P  in    einem   Punkte    P\    welcher    von    der 
Oberfläche  weiter  absteht. 
Dieser   bekannte  Erfahrungssatz   dürfte    wohl  kaum  in  irgend  einem 
Lehrbuche  der  Physik  fehlen;  dagegen  wird  der  mathematische  Beweis  des- 
selben   merkwürdigerweise    überall   vermisst.     Der  wahre  Sachverhalt  ist 
wohl  von  vornherein  nicht  so  evident,  dass  derselbe  keines  Beweises  be- 
dürfte; denn  es  giebt  doch  in  der  Verlängerung  der  Gesichtslinie  PT  eine 
unendliche  Menge  von  Punkten,  deren  Entfernung  von  der  Oberfläche  Jf 3* 
grösser  als  QC  ist.    Man  wird  sehen,  dass  der  Beweis  ziemlich  umständlich 
ist  unl  die  Betrachtung  unendlich  kleiner  Winkel  erfordert. 
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QTP  und  QÜR  seien  zwei  so  nahe  gelegene,  das  Brechnngsgeüetz  be- 
folgende Lichtstrahlen,  dass  sie  zugleich  in  das  bei  PR  befindliche  Auge 
gelangen  können  Der  sehr  kleine  Winkel  TQU^  welchen  beide  im  unteren 
Medium  miteinander  bilden,  sei  ö.  Denkt  man  ihn  unendlich  klein,  so  sind 
Einfallswinkel  und  Brechungswinkel  für  beide  nahezu  gleichgross.  Es 
möge  ferner  das  nnendlich  kleine  Stück  TU  des  Normalschnitteb  MN  mit  / 
ond  die  Strecke  QU  mit  r  bezeichnet  werden.  Der  scheinbare  Ort  oder  das 
virtuelle  Bild  des  Punktes  Q  ist  der  Durchscbnittspunkt  Q'  der  Strahlen  PT 
und  RU'j  der  Winkel  PQ'R  sei  d"  und  der  Abstand  T^  gleich  9.  Man  ziehe 
TA  senkrecht  gegen  TQ\  ÜB  senkrecht  gegen  QT.  Bezeichnen  wir  endlich 
noch  der  Kürze  halber  QC  mit  6,  Q'D  mit  b\  die  Geschwindigkeiten  des 
Lichtes  im  oberen  und  nnteren  Medium  beziehendlich  mit  c,  und  c, ,  so  ist 
I.  für  den  Strahl  QTP:  sin v  :  sin u^c^iCi'y 
IL    „      „        „      QURi  sin{V'-6):sin(u—(f)  =  c^:Ci. 

Aus  der  Gleichung  II)  folgt 

sin V  cosd  —  cosv  sin 6  ^c^ 

sin  u  cos  ^—  cos  u  sin  (f      c^ 

und,  da  man  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  d  und  i'  cos 8^1^  sind  =  6 

setzen  kann: 

sinv  —  d  cosv       c-      ,  ,    Ci    .  ^i  •  •* 

==_■  Q(jer  auch  -^stnv 0  cos y  =  st« m  —  0  cos u, 

sinu  —  icosu       c,  Ct  ^t 

Wegen  des  Brechungsgesetzes  —  sinv  =  sin u  erhält  mau  nun 

S :  i=  e^  cos u : C|  cosv. 

Ferner  ist 

Icosv         .     w     Icosu 
0  =3 und    0  = , 

also  '^  ^ 

•#  •  •      sinv   cost^ 

Q  ',r=:  ö  cosu  :  ocosv=s  c-  cosu* :  c*  cos p'  =  -; — : i. 

^  stnu  cosu* 

Endlich  ist  noch  b'=QCosu  und  b^rcosv^  folglich  Q:r  =  b' cosv:  b cosu 

und  a 

III)  b':  b  =  sin  v  cos  ti* :  sin  u  cos  1^. 

Die  Gleichung  III)  bestimmt  die  relative  Nähe  des  Bildes  an  der 
Grenzfläche.  Ist  nun  Cj^c,,  so  ist  sinu^stnv  und  cosu ^ cos v^  also  in  der 
That  6'<6.    Ist  im  speciellen  Falle  M  =  (f,  so  ist  auch  »  =(f,  also 

COSUe=aCOSV=l, 

Wenn  also  if  der  Ort  des  Auges  ist,  Q"  der  scheinbare  Ort  des  Objects  Qy 
80  ist,  wenn  (/"C  mit  6"  bezeichnet  wird : 

6":  6  =  sin  v^ :  sin  t/p  =  Ct :  c, 
und  die  Verkürzung  also  dem  Brechungsexponenten  gleich.     Für  ein  in  Q 
befindliches  Auge  und  ein  in  P  befindliches  Object  gelten  die  vorigen  Sätze 
umgekehrt. 
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Lässt  man  den  Ort  des  ObjecU  Q  unveräDdert  und  bewegt  das  Auge 
von  K  durch  P  nach  B^  so  wächst  der  Eiufallswiukel  von  0^  bis  90^  und  es 
ist  die  Curve  Q^'Q'Q'"  der  scheinbare  Ort  des  Objects  Q.  Ist  nämlich  14  =  90^, 
seist  sinu=l  und  cosu=zO,  also  auch  q=^0  und  sin  v=  CfiCt,  Ferner  ist 
TD  =  QSinu,  767=r««r,  also  TD:TC^cost^icosv^<,i. 

Man  findet  ausserdem  leicht 

/» =  6*  +  0'"C»  =  6«  +  /« «1«  V*  =  6*  +  r'«  (c, :  c,)', 
also  r'e=c,  fr  :  ^c,'— c,*.    Ist  c,:c,  =  3:4  (Wasser),  so  ist  r'=  1,51  fr. 

Hierdurch  wird  nun  die  bekannte  Thatsache  erklärlich,  dass  der  Bodeu 
der  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefässe  um  so  mehr  gehoben  erscheint,  je 
grösser  die  Neigung  der  Gesichtslinie  gegen  die  Niveaufläche  ist,  bib  end 
lieh  der  Boden  bei  einer  Neigung  der  Gesichtslinie  um  90®  gegen  das  Bin- 
fallsloth  mit  der  Niveaufläche  zusammenzofallen  scheint.  Auch  nähert  sich 
das  virtuelle  Bild  eines  auf  dem  Boden  Hegenden  Objects  Q  mit  dem  Auge 
fortwährend  bis  in  Q''\  Die  Grösse  der  Annäherung  beträgt  für  Wasser  bei 
constanter  Entfernung  r  des  Auges  vom  Objecte  Q  nahezu  0,51fr,  also  an 
gefähr  die  anderthalbfache  Tiefe  des  Gefässes;  dagegen  beträgt  die  Grösse  < 
der  Annäherang  für  das  in  K  befindliche  Auge  nur  0,25fr. 

Husum.  Prof.  Dr.  Ludwig  Matthibssem. 


IX.    üeber  die  Cnrve,  die  entsteht,  wenn  sich  leichte  haftende  Körp^r- 
chen  auf  einer  krummen  Fläche  anf hänfen. 

(Hierzu  Taf.  I,  Fig.  9— II.) 

Die  Fläche  sei  eine  Cj^linderfläche,  die  Axe  sei  wagerecht;  ein  zur 
Axe  senkrechter  Querschnitt  sei  ADBC,  (Fig.  0.)  Senkrecht  zu  AB  fallen 
Schneeflocken. 

Wegen  der  Adhäsion  der  Schneeflocken  an  die  Oberfläche  kann  mas 
absehen  von  der  Schwere. 

Angenommen  die  Schneeflocken  fielen  auf  AB,  so  würden  sie  sieb 
gleichmässig  darüber  verbreiten ,  und  da  ein  Schueetheilcben  als  ein  prib- 
matisches  Körperchen  betrachtet  werden  kann,  dessen  Ausdehnung  in  der 
Richtung  der  Axe  nicht  berücksichtigt  wird,  so  würde  sich  eine  gleichmäs 
sig  hohe  Schichte  von  prismatischen  Körpercheu,  deren  (Querschnitt  als  ein 
Rechteck  berechnet  werden  kann ,  über  AB  verbreiten.  Nehmen  wir  den 
Querschnitt  eines  solchen  Theilchens  =idh.dx,  wo  dk  die  Höhe  und  dx  die 
Breite,  so  ist  der  Ausdruck  dA.(fa;  =  constant,  da  man  die  Schneetheilcheo 
als  von  gleichem  Volumen  betrachten  kann. 

Das  Volumen  dh,dx  lagert  sich  nun  anf  dem  Bogen  ds^  so  wird  es  deu 
Bogen  nicht  ausfüllen,  und  zwar  um  so  weniger,  je  grösser  ds  im  Verhalt- 
niss  zu  dx  ist.  ds  ist  im  Verhältniss  zu  dx  am  grössten  gegen  die  Funkte 
A  und  B  hin.    Dort  müssten  also  die  ScLueeflocken  am  dichtesten  falleo, 
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um  eine  gleichmiissige  Schneedecke  heranstellen.  Dies  ist  jedoch  nicht  der 
Fall,  und  so  wird  denn  die  Schneedecke  von  D  nach  A  und  B  bin  allmälig 
au  Dicke  abnehmen.  Der  Erfolg  ist  derselbe,  wenn  man  annimmt,  das 
Theiichen  dh.dx  verbreite  sich  über  ds  und  verliere  dabei  entsprechend  an 
üöbe.   Die  Höhe,  die  es  dann  haben  kann,  sei  dm,  so  ist 

I)  d9,dm=idh.dxj 

worin  d»  =  da: .  —  ,  weil  a:*+y'='^. 

y 

In  Fig.  10  sei  C  ein  Punkt  der  gesuchten  Curve,  dessen  Coordinaten 
Ä,  ß\  die  Coordinaten  von  B  seien  a*,  y,  JB  =  r^  5C=dm,  so  ist 

r  +  dm_  ß  _^  a 

also 

dm  =?  r  .  - — ^  =  r. . 

y  iP 

Die  Werthe  von  ds  und  dm  eingesetzt  in  1)  giebt 

II)  .^^^=.dH^ 

III)  r\^^^^  =  dh. 

xy 

Um  die  Gleichung  der  Sehneecurve  zu  finden ,  hat  man  aus  II),  III) 
und  j^ -^  ^  =  r^  Xy  y  zu  eliminiren.  dh  ist  constant  und  hat  die  messbare 
Grösse  h. 

Man  erhält 

oder 

IV)  {x'+i^r^(a^+y'){r'  +  2hy)^yH\ 
wenn  man  schliesslich  anstatt  a^  ß  x^  y  setzt 

In  Polarcoordinaten  wird  die  Gleichung  der  Curve  einfach.  Es  ist  q 
der  Leitstrahl ,  t  die  Anomalie  und 

x'  +  y*  =  ^*,    y  =  Q  sinl^    x  =*  q  cos  t. 
Die  Curvengleichung  wird  dann 

^<  =  ^«  (r*  +  2hq  sint)  —  Ä*^*  siii^t 
oder 

^*  —  2Ä^  «>i(  +  Ä*  sin^t=:r*y 
daraus 

also 

^  =  r  +  Ä  «>f  /. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  eine  einfache  Construction  für  die 
Curve.    Es  sei 

j4B=zr,  BMz=zk,  LMAF^LBMD^t, 


80  ist 
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BD^hsint  and  AC  =  r  +  hsint, 
wenn 

BD  =  BC. 

DieCorve  (Fig.  11)  hat  in  Gleichung  aod  Form  einige  Aehnlichkeit  mit 
der  Cardioide. 

Schreibt  man  die  Gleichung  IV) 

(a:'+y')[r'  + 2Äy- (a:«+y«)]  =y«.Ä' 

und  nimmt  k  im  Verhältniss  zu  r  sehr  klein,  so  verschwindet  I  -  j   gegen  — 

und  die  Gleichung  ist 

Transformirt  man  die  Coordinaten,  so  dass  y  =  y''{'fny  so  hat  man 
a:'  +  y«  =  r«  +  Ä«. 

Je  kleiner  also  h  im  Verhältniss  zu  r,  desto  mehr  nähert  sich  die  Gurre 
dem  Kreise,  dessen  Radius  r  und  dessen  Mittelpunkt  von  dem  Mittelpankte 
des  gegebenen  Kreises  in  der  Richtung  der  Verticalen  um  h  absteht. 

Mainz.  E«  Ritsert. 


X.    Bestimmang  der  Ordnnng  und  Classe  der  Erolnta  einer  beliebigen 

Cnrve  n^«'  Ordnnng. 

Die  Evolute  einer  beliebigen  ebenen*  Curve  (7*  von  der  »*"  Ordnung 
und  ;i(n— i)^*'"  Classe  lässt  sich  auf  folgende  Art  nach  Ordnung  und  Classe 
bestimmen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene  miti  und  i^ 
und  suchen  zuerst  die  Classe  der  Evolute.  Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt, 
a  eine  variable  Gerade  durch  ihn,  welche  //|  oder  ^«o  in^  schneidet;  es  sei 
B  der  harmonische  Gegenpunkt  von  A  bezüglich  IIi  und  ß  die  erste  Polare 
von  B  in  Bezug  auf  C".  Wenn  a  sich  um  P  dreht,  so  durchläuft  ß  die 
Curven  eines  Büschels  (n  — l)^®*^  Ordnung  mit  (n— l)'  Grundpnnkten  and  es 
sind  die  Büschel  P{a,,,)  und  (/?...)  in  projectivischer  Beziehung.  Der  Ott 
der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  ist  eine  Curve  (£"  n^^^  Ordnung, 
welche  C  in  w*  Punkten  trifft,  deren  Verbindungslinien  mit  P  die  n*  Nor- 
malen von  P  an  C*  liefern.  —  Wir  lassen  nun  P  eine  Gerade  /  durchlaufen. 
Joder  Lage  von  P  entspricht  eine  Curve  6"  und  alle  Curven  6"  bilden  ein 
Büschel  mit  n'  Grundpnnkten.  Erstens  gehören  zu  diesen  Grundpnnkten 
die  (n— i)'  Grundpunkte  des  Büschels  (/?..).  Die  Curven  dieses  Büschels 
schneiden  die  Gerade  //|  in  den  Punktgrnppen  einer  Involution  vom 
(n  — 1)**"  Grade,  welche  projectivisch  zur  Punktreihe  -4...  auf //|  liegt  and 
mit  ihr  n  entsprechende  Punkte  gemein  hat.  Durch  diese  muss  auch  jede 
Curve  6"  gehen.  Die  Gerade  /  endlich  kann  als  ein  Strahl  angesehen  wer- 
den, der  jedem  der  Büschel  P  angehört;  ihm  entspricht  eine  Curve  ß^  welche 
er  in  n— 1  Punkten  schneidet,  und  auch  durch  diese  müssen  alle  (£"  gehen. 
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Also  gehen  alle  6»  durch  («— l)»+2««-l=n«— 2n+l +2n  — l  =  n*  Punkte 
und  bilden  also  ein  Büschel.  Cremona  (Einleitung  in  eine  geometrische 
Theorie  der  ebenen  Curven)  hat  gezeigt,  dass  es  in  einem  Büschel  »**'' Ord- 
nung höchstens  3w  {n  —  1)  Curven  giebt,  welche  eine  Curve  «**•"  Ordnung 
berühren.  Ist  nun  Pein  j^olcher  Punkt,  dass  die  ihm  zugehörige  Curve  6" 
die  gegebene  Curve  C"  berührt ,  so  lassen  sich  von  P  nur  n* —  1  Normalen 
an  C"  ziehen  und  P  ist  also  ein  Punkt  der  Evolute.  Auf  jeder  Geraden  / 
liegen  aber  3w  («  — i)  solche  Punkte  P,  also  ist  die  Evolute  von  der 
3n(n— 1)'""  Ordnung. 

Wenn  P  ein  Punkt  von  g^  und  Q  der  zugeordnete  harmonische  bezüg- 
lich Ili  ist,« so  kann  man  von  P  nur  «(«  —  1)  Normalen  an  (7"  ziehen,  weil 
sich  von  Q  soviel  Tangenten  an  C^  ziehen  lassen;  also  ist  g^  eine  n fache 
Tangente  der  Evolute ,  und  zwar  fallen  mit  g^  die  n  Normalen  zusammen, 
welche  in  den  n  Schnittpunkten  von  C^  und  g^  sich  ziohen  lassen.  Ist  aber 
1  ein  Schnittpunkt  von  ^^p  und  C",  so  ist  die  Tangente  in  /  zugleich  Nor- 
male in  diesem  Punkte.  In  dem  Falle  also,  dass  C"  durch  /geht,  lassen 
sich  von  irgend  einem  Punkte  P  auf  g^  nur  w  (n  — 1)—  1  oder  «'  —  «  —  1 
Normalen  an  C^  ziehen,  und  ebenso  können  wir  schliessen,  dass  sich  von 
einem  ganz  beliebigen  Punkte  dann  nur  n'  —  1  Normalen  ziehen  lassen. 
Doch  lässt  sich  dies  Resultat  auch  auf  folgende  Art  erhalten.  —  Ist  P  der 
beliebige  Punkt,  so  erhalten  wir,  wie  im  Anfange,  ein  Strahlbüschel  P{a„.)^ 
welches  mit  dem  Büschel  (j5...)  der  ersten  Polaren  in  projectivischer  Be- 
ziehung steht.  Die  dem  Strahl  PI  entsprechende  Cwrve  ßi  ist  diejenige, 
welche  C"  in  J  berührt,  also  ist  I  ein  Punkt  der  dem  Punkte  P  entsprechen 
den  Curve  6"  und  die  Gerade  PI  daher  nicht  unter  die  von  P  an  C"  zu 
ziehenden  Normalen  zu  rechnen.  In  diesem  Falle  ist  die  Evolute  daher 
von  der  (n*  — !)'•"  Classe,  und  wenn  (^  durch  beide  Kreispunkte  geht,  so  ist 
die  Evolute  von  der  («•—2)^''"  Classe  und  hat  g  als  (w  — 2) -fache  Tan- 
gente. 

Um  für  den  Fall,  dass  /ein  Punkt  von  C"  ist,  die  Ordnung  der  Evo- 
lute zu  bestimmen,  lasse  man  P  wieder  eine  beliebige  Gerade/  durchlaufen; 
jeder  Lage  von  P  entspricht  eine  Curve  6"  des  Büschels.  Alle  6"  haben 
/  als  Grundpunkt;  es  giebt  eine  Curve  6,",  welche  C"  in  /  berührt.  Ist  t  die 
Tangente  in  /  an  C",  welche  /  in  Pi  schneidet,  so  lässt  sich  von  Pi  eine 
Tangente  weniger,  als  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die  Evolute  ziehen. 
Im  Ganzen  wird  also  /  die  Evolute  in  drei  Punkten  weniger  schneiden ,  als 
wenn  C*  uicht  durch  /ginge.  —  Geht  C"  durch  beide  Kreispunkte  /und  /,, 
so  wird  dadurch  die  Ordnung  der  Evolute  um  6  verringert  und  ist  in  diesem 
Falle  3n(fi— l)— 6  =  3(n*— n  — 2). 

Wir  nehmen  endlich  an ,  die  Gerade  g^^  sei  eine  Tangente  von  C"  und 
es  sei  C  der  Berührungspunkt;  dann  schneiden  sich  alle  Polaren  ß  in  C  und 
die  irgend  einem  Punkte  P  entsprechende  Curve  6"  geht  auch  durch  C, 
Da  nun  P  C  keine  Normale  ist ,  so  wird  in  diesem  Falle  die  Classe  der  JBvo        j 
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lote  um  eine  Einheit  verringert,  di#Ordfiiing  derselben  aber  nm  zwei  Ein- 
heiten ,  80  dass  also  die  Classe  der  Evolute  ;?'  ^  1  and  die  Ordnang 
3«(w  — 1)  — 2  ist. 

Wir  erhalten  dadurch  die  Sätze: 

„Die  Evolute  einer  Curve  C*  «**'  Ordnung  ist  eine 
Curve  von  derClasse«'  und  der  Ordnung  3n(n — 1);  geht 
C^  durch  einen  der  Kreispunkte,  so  ist  die  Classe  der 
Evolute  n*  — 1  und  die  Ordnung  3(«*  — n  — l);  berührt 
endlich  C^  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  der 
Ebene,  so  ist  die  Classe  der  Evolute  n'— 1  und  die 
^Ordnung  3n(«  — 1)  — 2. 

Tilsit.  MiLiHOWSKi. 
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VIII. 

üeber  den  BeschleanigangsziiBtand  des  ebenen  nnver- 
ftnderlichen,  in  der  Ebene  beweglichen  Systems. 

Von 

W.  Schell,  - 

Professor  am  Polytechniknm  zu  Carlsnihe. 


(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1  —  14.) 


Der  momentane  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen  ebe- 
nen, in  der  Ebene  beweglichen  Systems  zur  Zeit  i  ist  darch  die  Lage  des  Mit- 
telpanktes  C  der  Geschwindigkeiten  (des  Momentancentrums),  die  Grösse  co 
nnd  den  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  vollkommen  bestimmt.    Die  Ge- 
schwindigkeit  v  =  rto   eines  Systempunktes  M  in  der  Entfernung  CM=sr 
von  C  ist  auf  concentrischen  Kreisen  um  C  nach  Grösse,  auf  den  Strahlen 
dieses  Pnnktes  nach  Richtung  constant,  fär  Punkte  desselben  Strahles  auf  ver« 
schiedenen  Seiten  von  C  aber  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt.   Die  Punkte 
M  beschreiben  in   dem    auf  (  folgenden   Zeitelemente  dt  Bogenelemente 
ds^=r<odl  senkrecht  zu  CM  und  dem  Sinne  nach  harmonirend  mit  o.    Der 
Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten,  dessen  Geschwindigkeit  momentan  Null 
ist,  wechselt  im  Allgemeinen  im  System,  wie  in  der  Ebene,  in  welcher  die 
Bewegung  erfolgt.  Der  Ort  aller  Mittelpunkte  C  in  der  Ebene  der  Bewegung 
ist  eine  Curve  (C),  der  Ort  der  Systempunkte  /^,  welche  nach  und  nach  Mit- 
telpunkte der  Geschwindigkeiten  werden,  eine  Curve  (/*)  im  System,  und  es 
rollt  im  Laufe  der  Bewegung  die  Curve  (F)  auf  der  Curve  (C),   ohne  zu 
gleiten,  8o  dass  der  Berührungspunkt  beider  Curven  Mittelpunkt  der  Ge- 
schwindigkeiten ist  für  die  Lage  des  beweglichen  Systems,  welche  durch 
die  zugehörige  Lage  der  Curve  (F)  auf  der  Curve  {€)  charakterisirt  wird. 
Aehnliches  gilt  von  dem  Beschleunigungszustande   des  Systems  zur 
Zeit  ^,  welcher  zu  dem  Geschwindigkeitszustande  dieser  Zeit  hinzutritt,  um 
ihn   in    den  Geschwindigkeitszustand  des  nächstfolgenden  Moments  i  +  di 
überzuführen,   d.  h.   die  Winkelgeschwindigkeit   oo   um  C  in  die  Winkel- 
geschwindigkeit a>  +  ^fto  nm  den  folgenden  Mittelpunkt  C'  umzuändern^ 
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folgenden  Betr  ach  langen  sollen  die  cfaarakteristischeB  Eigensehafter  des 
Beuch leaDiguDg<»za&faD des  des  ebenen  Systems  mit  Hufe  rein  geometrischer 
Methoden  entwickeln. 

Vorliegende  Arbeit  beabsichtigt,  der  Beschleonig^ngstheorie  ebener 
Systeme  eine  rein  geometrische  Grundlage  sa  geben  und  dieselbe  im  Ein- 
zelnen eingehender  zn  bearbeiten,  als  bisher  geschehen.  Sie  bietet  eine 
nene  Behandlang  des  Mittelpunktes  der  Beschlennigangen  ond  der  beideo 
Kreise,  welche  die  Orte  verschwindender  Tangential-  ond  Normalbescblea- 
nignng  sind ,  und  schliesst  derselben  die  Entwickelang  einiger  weiterer  Be- 
schlennigang&orte  nebst  der  Lösung  dahin  gehöriger  Probleme  an.  Der  Theorie 
der  Krümmungen  der  Bahnen,  welche  in  neuester  Zeit  von  Herrn  Aronbold 
eine  ausgezeichnete  Bearbeitung  erfahren  hat  („Grundzöge  der  kinematischen 
Geometrie"  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerb- 
fleisses  in  Preussen,  1872),  wurden  nur  einzelne  Bemerkungen  gewidmet 
Der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  und  jene  beiden  Kreise  wurden 
bereits  1853  von  B  r  e  s  s  e  gefunden  {Memoire  sur  un  theoreme  nouveau  concer- 
nant  les  mouvements  plant  el  sur  VappUcaUon  de  la  cinemaiique  a  la  deiermi- 
naiion  des  rayons  de  courbure,  Journal  de  tecole  polyteehnique  ^  J.  X^p.  89). 
Wesentlich  neu  dürfte»  die  Einführung  des  Mittelpunktes  der  Winkel- 
beschleunignng  sein,  worauf  vorzugsweise  die  hier  erreichte  geometrische 
Klarheit  hinsichtlich  der  Entwickelung  des  Beschleunigungsznstandes  im 
ebenen  System  beruht. 

§  1.    Die  Winkelbetchleimigang  und  ihr  Mittelpunkt 

Es  seien  o  und  m-^-dm  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Systems  zu  den 
Zeiten  i  und  l+di^  so  dass  dasselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  <d  während 
des  ersten  auf  i  folgenden  Zeitelements  um  Cy  mit  o3-|-£f(o  während  des  zwei- 
ten Zeitelementes  um  (f  rotirt.  (Fig.  t.)  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  oi  +  ^fi>  ^^^  zweiten  Zeitelementes  äquivalent  der 
Winkelgeschwindigkeit  rnnmC  und  der  unendlicb  kleinen  Winkelgeschwin- 
digkeit dm  um  ein  gewisses,  mit  C  und  C'  in  gerader  Linie  Hegendes  Cen- 
trum H.  Indem  wir  diese  beiden  Coraponenten  an  die  Stelle  von  lo-f-dai 
während  des  zweiton  Zeitelementes  treten  lassen,  besteht  die  Bewegung  des 
Systems  in  einer  Rotation  um  C  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  zwei  Zeit- 
elemente hindurch  und  einer  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  d» 
um  H  während  des  zweiten  dieser  Zeitelemente.  Da  die  Punkte  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung  von  C  vermöge  der  Rotation  um  diesen  Funkt  zwei 
Zeitelemente  hindurch  unveränderliche  Geschwindigkeit  o  besitzen,  so  ist 
ihre  Tangentinibeschleunigung  Null  und  haben  dieselben  blos  centripetale 
Beschleunignng  nach  C  hin  gerichtet  gleich  a>^  Vermöge  der  Rotation  um 
H  erlangen  die  Punkte  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  von  H  den  un- 
endlich kleinen  Geschwindigkeitszusatz  dm  senkreclA  zu  deji  Strahlen  die* 
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ses  Punktes,  auf  welchen  sie  liegen.    Diese  unendlich  kleine  Gescbwindig- 

keitsfindernng  dn  nennen  wir  die  Elementarwinkelbesehleunignng 

des  Systems  zur  Zeit  /  und  H  ihren  Mittelpunkt;  dieselbe  Grösse  aber« 

dm 
auf  die  Zeiteinheit  bezogen,  nämlich  o  =  — ,  dessen  Winkelbeschleu- 

nignog  und  H  ebenso  jhren  Mittelpunkt.  Die  Winkelbeschleunigung  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  di»  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nach- 
dem die  Winkelgeschwindigkeit  m  wächst  oder  abnimmt.  Der  Mittelpunkt 
der  Winkelbeschleunigung  liegt  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Curveu 
(C),  (r)  auf  dem  Halbstrahle  vom  Sinne  CC  bei  positivem,  auf  dem  Halb- 
strahle  des  Sinnes  C'C  bei  negativem  d(o  im  Abstände  CH,  welcher  aus  der 
Proportion  CC  _C'H  _     CH 

dm        OD       m  -{-  dta 
folgt.   Verbinden  wir  hiermit  die  Geschwindigkeit  {7,  mit  welcher  der  Mit- 

CC' 
telpunkt  6^  der  Geschwindigkeiten  wechselt,  nämlich  die  Grösse  ^  =  -— ,  so 

ergiebt  sich  Mr  den  gesuchten  Abstand  Cff,  den  wir  mit  c  bezeichnen 
wollen:  ^^^j 

a  ' 
Diese  Entwickelung  führt  uns  zu  dem  Satze : 

DerBeschleunignngszustand  des  beweglichen  ebe- 
nen Systems,  welcher  den  Geschwindigkeitszustand 
desselben  zur  Zeit  /ändert,  wird  durch  zwei  Beschleu- 
nigangscomponenten  dargestellt:  die  Centripetalbe- 
scbleunigung  und  die  Winkelbeschleunigung.  Die  er- 
stere  ist  nach  dem  Mittelpunkte  Cder  Geschwindigkei- 
ten gerichtet  und  hat  in  der  Einheit  der  Entfernung 
von  diesem  die  Intensität  o>*,  letztere  ist  senkrecht  zu 
deo  Strahlen  ihres  Mittelpunktes^,  welcher  auf  der  ge- 
meinsamen Tangente  der  Curven  (C),  (F)  liegt,  und 
besitzt  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  von  die- 
sem die  Intensität  «  =  ---.    Die  Entfernung  cder  Mittel- 

dt 

tüJ] 
punkte  C  und  H  voneinander  ist  c  =  — .     Die  Punkte  in 
■^  a 

der  Einheit  der  Entfernung  vonCundi^erlangendurch 

diese    Beschleunigungscomponen ten     die    elementaren 

Oescbwindigkeitsänderungen  od' ^/ und  adt  =  dfOy  erstere 

nach   C  hin  gerichtet,  letztere   senkrecht   zum  Strahle 

des  Punktes  B. 

Ist  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  stationär,  also  ü=^  0,  so 

fällt  der  Mittelpunkt  B  der  Winkelbeschleunigung  mit  ihm  zusammen^  Ist 
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die  WiDkelgescb windigkeit  0  eonstniit,  obne  dass  17=0  ist,  so  rückt  B'vu 
Unendlicbe.  Wird  a  zar  Zeit  /  s=0,  ohne  dass  ü  anendlicb  wird,  so  fallen 
H  nnd  C  ebenfalls  zasamnien. 


§  2.    Die  Besehleunigimg  der  Systenpuakte. 

Mit  Hilfe  der  im  Torigen  Paragraphen  benatzten  Zerlegung  der  Be- 
wegung des  Systems  in  eine  Rotation  nm  C  mit  der  Winkelgescbwindigkeit 
0  wahrend  beider  Zeitelemente  nnd  eine  Rotation* mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit dm  Jim  E  während  des  zweiten  dieser  Zeitelemente  ergiebt  sich 
ebenso  der  Satz  (Fig.  2): 

Die  Beschlennigang  9>  eines  Systempnnk^es  if,  des- 
sen  Entfernungen   vom   Mittelpunkte  C  der  Geschwin- 
digkeiten   r   und    vom   Mittelpunkte   B  der    Winkelbe- 
schleunignng  r  ist,  hat  zwei  Componenten:  die  centri- 
petale  Beschleunigung  m*r  nach  (7  gerichtet  und  die  von 
der    WInkelbeschlennignng    herrührende   Beschleuni- 
gung a/senkrecht  zu  /und  dem  Sinne  nach  mita  har- 
monirend   oder  nicht  harmonirend,  je  nachdem  a  posi- 
tiv oder  negativ  ist. 
Wir  wollen  dem  System  für  das  zweite  Zeiteleroent  um  C  die  unendlich 
kleine  Winkelgeschwindigkeit  gleich  der  Elementarwinkelbeschlennignog^a 
in  deren  Sinn  nnd  zugleich  im  umgekehrten  Sinne  ertheilen  (Fig.  S)  nnd  von 
diesen  beiden  zugefügten  Componenten  die  erstere  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit CO  des  zweiten  Zeitelementes  um  C  zu  (o  -i'dm^  die  andere  aber  mit 
der   Elementarwinkelbeschleunigung   dm   um    H  zu    dem    Rotationspaare 
(dm,  —  rf«)    verbinden,    welches    einer    unendlich    kleinen    Translations- 
geschwindigkeit Cff,dai  =  cdm==:cadt^==müdi  parallel  zur  Normalen  der 
Curve  (C)  Äquivalent  und  nach  derjenigen  Seite  der  Tangente  von  (C)  ge 
richtet  ist,  nach  welcher  die  Winkelgescbwindigkeit  co  das  System  nicht  in 
Rotation  versetzt.    Das  System  rotirt  alsdann  im  ersten  Zeitelemente  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  co  um  C,  im  zweiten  Zeitelemente  mit  0  +  ^^ 
gleichfalls  um  C  und  besitzt  in  diesem  Zeitelemente  zugleich  die  anendlicb 
kleineTranslationsgeschwindigkeit  mÜ  dt.   Die  Beschleunigung  des  System - 
punktes  M  setzt  sich  daher  zusammen  aus  der  Beschleunigung,  welche  von 
dieser  Rotation  herrührt  und  in  die  ceutripetale  Beschleunigung  o)'r  nnd  die 

tangentiale  r-j-:=^ctr  zerfällt,  sowie  aus  der  für  alle  Systempunkte  gleichen 

Beschleunigung  wC/,  welche  durch  das  Rotationspaar  veranlasst  wird.  Die 
letztere  Componente  rührt  allein  von  dem  Wechsel  des  Mittelpunktes  der 
Geschwindigkeiten  her  und  verschwindet,  wenn  das  System  blos  um  C rotirt 
Wir  können  sie  als  das  Winkelbesohleunignngspaar  (a,  — a)  mit  dem  Mo- 
mente ar  =  (oV  auffassen.    Wir  erhalten  hierdurch  den  Sa^z  (Fig.^4): 
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Die  BesTshleuiDigang  des  Systempunktes  M  ist  dar» 
stellbar  durch  zwei  CompoQenten,  von  denen  die  eine 
dieBeschleanigangist,  welche  der  Systemp unkt  haben 
würde,  wenn  (ier  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten 
C  nicht  wechselte,  während  die  andere  von  diesem 
Wechsel  des  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten 
herrührt.  Die  erstere  zerfällt  in  die  centripetale  Com- 
pone^te  o'r,  welche  nach  dem  Mittelpunkte  C  hin  ge- 
richtet ist,  und  in  die  Tangentialbeschleunigung  ar 
senkrecht  zu  demStrahle  des  Mittelpunktes  C,  welcher 
durch  M  geht,  und  bildet  mit  der  Normalen  CM  «der 
Bahn  des  Sjrstempunktes  den  constanten  Winkel  A,  für 

welchen  iangk  =  --  ist.    Die  letztere  Componente  ist  von 

ar  " 

der  Lage  des  Punktes  Af  im  System  unabhängig,  senk- 
recht zur  Tangente  der  Curve  {C)  und  nach  derjenigen 
Seite  dieser  Tangente  gewandt,  nach  welcher  die  Win- 
kelgeschwindigkeit CO  das  System  nicht  dreht;  sie  wird 
durch  das  Moment  ac  =  mü  des  Winkelbeschleunigungs- 
.paares(a,— ff)  ausgedrückt. 

Hieraus  erhellt,  dass  sämmtliche  Punkte  des  Systems  eine  gemeinsame 
BeschleuQigungscomponente  haben.  Sie  ist  die  Besclileanigang  des  Mittel- 
punktes C  der  Geschwindigkeiten.  Denn  für  ihn  ist  wegen  r=^0  die  Be- 
schleunigung,  welche  von  der  Rotation  um  C  herrührt,  Null;  die  von  der 
WinkelbeschlennigUDg  a  um  ZT  herrührende  ist  aber  ccc  und  senkrecht  zu  c. 

'  §  3.    Mittelpunkt  der  Beschlennigang. 

Es  kann  gefragt  werden,  ob  es  im  System  Punkte  gebe,  deren  Be- 
schleunigung Null  ist.  Ans  dem  ersten  Satze  des  §  2  folgt,  dass  ein  solcher 
Punkt  den  Bedingungen  genügen  müsse:  1.  dass  die  Compouenten  co'r  und 
ccr\  von  denen  die  erste  längs  r  gerichtet,  die  zweite  senkrecht  zu  r  ist,  in 
eine  Gerade  fallen,  2.  dass  dieselben  entgegengesetzten  Sinnes  seien  und 
3.  dass  ihre  Grösse  dieselbe  sei.  Der  ersten  Bedingung  zufolge  kann  ein 
solcher  Punkt  nur  auf  dem  Kreise  liegen,  'der  über  der  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  und  der  Winkelbeschleunigung  als 
D.nrcbmesser  beschrieben  werden  kann.  Verfolgt  man  aber  die  Pnnkte 
dieses  Kreises,  so  erkennt  man  leicht,  dass  nur  die  Punkte  der  einen  Hälfte 
desselben  der  zweiten  Bedingung  genügen.  Für  positive,  wie  negative 
Werthe  von  a  haben  nur  die  Punkte  auf  der  Seite  von  CH  entgegengesetzte 
Bescbleanigungscomponeuten,  nach  welcher  die  Rotation  nicht  erfolgt;  die 
der  andern  Seite  haben  Beschleunigungscomponenten  o'r  und  ar\  welche 
beide  nach  C  hin  gerichtet  sind.    Die  Beschleunigung  ist  auf  dem  ersteren     j 
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Halbkreise  (o*r—ar\  auf  dem  aweiten  •/r  +  ^^r'.  Der  dritten  Bedingung 
gemäss  muss  eo'r —  ar'=0,  d.  h. 

-7  =  —.  =  iangX 
r       ar 

sein.  Der  Ort  der  Punkte,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  ist  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  auf  CH  Hegt  und  welcher  die  Strecke  CH  im  VerbSlt- 
nisse  a  :  o'  harmonisch  theilt.  Dieser  Kreis  schneidet  mithin  den  vorbio 
bezeichneten  Halbkreis  über  CH  in  dem  einzigen  Punkte,  dessen  BeschleD- 
nigung  verschwindet.  Der  Strahl  des  Punktes  (7,  welcher  nach  diesem 
Punkte  geht,  büdet  mit  der  Normalen  der  Curve  (C)  den  Winkel  L  Daher 
(Fig.  5): 

Es    giebt    in    dem    beweglichen    System   für  jeden 
Zeitmoment  nur   einen  Punkt,  dessen  Beschleunigung 
Null,  dessen  Geschwindigkeit  in  diesem  Momente  also 
nach  Grösse  und  Richtung  stationär  ist. 
Wir  nennen   diesen   Punkt    den   Mittelpunkt   der  Beschleuni- 
gungen und  bezeichnen  ihn  mit  G» 

Der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  liegtstets 
auf  derjenigen  Seite  der  gemeinsamen  Tangente  der 
Curven  {C)  und  (F),  nach  welcher  die  Rotation  desSy- 
stems um  C  nicht  erfolgt,  und  mit  dem  Mittelpunkte  H 
der  Winkelbeschleunignng  auf  gleicher  Seite  der  Nor- 
malen dieser  Curven. 
Die  Abstände  %,  r^  des  Punktes  G  von  C  und  H  ergeben  sich  mit  Hilfe 
der  Gleichungen 

©'r^  —  ar  0  =  0 ,     r*  +  r\  =  c«, 
nämlich 

ac  taU  ,  99* c  ea*  ü 


Eine  Linie   durch  G  parallel  zur  Normalen  der  Curve  {€)  tbeilt  die 
Strecke  CH  im  Verhältniss 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  constaut,  also  <r=0,  so  wird 
c  =  —  =  00,   mithin  ro  =  oo,  aber  ro=  — . 

O  (0 

Der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  fällt  dann  in  die  Normale  der  Curve 
(C).  Seine  Lage  in.  diesem  Falle  ist  ein  Punkt/,  welcher  in  späteren  Para- 
graphen  eine  RoUe  spielen  wird;   man  nennt  ihn  den  Wendepol.    i^* 

ro  =  — =  — .  — =  c.rö'A, 
(0         a      0» 

so  ist  J  der  Schnittpunkt  der  Geraden  HG  mit  der  Normalen  an  (C). 

Ibt  £/=:0  oder  w  =  0,  so  fallen  die  drei  Punkte  (7,  Ä  C  in  C  zusammcD. 
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Fällt  der  Mittelpankt  C  der  Geschwindigkeiten  ins  Unendliche  und 
wird  a)s=0,  aber  so,  dass  rm  endlich  und  für  alle  Punkte  coustant  gleich 
p  wird ,  80  hat  das  System  eine  Translationsgeschwindigkeit.  Für  sie  fällt 
G  mit  C  und  H  im  Unendlichen  zusammen.  Die  parallelen  Richtungen  der 
Normalen  der  Bahnen  der  Systempunkte  gehen  durch  G  und  die  Beschlen- 
nigaugen  aller  Punkte  sifkd  parallel ,  gleich  und  gleichen  Sinnes. 

§  4.    Darstellung  der  Beschleunigung  der  Systempnnkte  mit  Hilfe 
des  Mittelpunktes  der  Beschleonigangen. 

Es  seien  (Figg.  6  und  7)  6\  H,  G  die  Mittelpunkte  der  Geschwindigkei- 
ten, der  Winkelbeschleunigung  und  der  Beschleunigung,  und  CH=c,  CG=^r^^ 
HG  =  r  0  ihre  Entfernungen  voneinander.    Ein  beliebiger  Systempunkt  M  in 
den  Entfernungen  €M^=r^  HM=^r\  GM  =  p   von  diesen  Punkten  besitzt 
die  beiden  Beschleunignngscomponenten  (o'r  längs  MC  nach  C  hin  gerichtet 
and  ar  senkrecht  zu  HM  und  dem  Sinne  nach  harmonireud  mit  a.    Wir  zer- 
legen die  centripetale  Oomponente  o'r  nach  p  und  parallel  GC-^  vermöge 
der  Aehnlichkeit  der  hierzu  dienenden  Figuren  erhalten  wir  hierdurch  statt 
a>'r  die  Componenten  o'p  nach  G  hin  gerichtet  und  oV^  parallel  GC.    Die 
letztere  ist  von  der  Lage  des  Punktes  M  im  System  unabhängig,  für  alle 
Punkte  dieselbe  nach  Grösse,  Kichtung  und  Sinn  und  stellt  die  centripetale 
Beschleunigung  des  Punktes  G  dar.    Die  von  der  Winkelbeschleunignng  a 
herrührende  Oomponente  ar  lösen  wir  ebenfalls  in  zwei  Componenten  auf. 
Zu  dem  Ende  denken  wir  zunächst  dem  System  um  G  zwei  gleiche,  unend- 
lich   kleine    Oeschwindigkeitscoroponenteu    gleich    der    Elementarwinkel- 
beschleunigung dfa  ertheilt  und  erhalten  dadurch  anstatt  d(a  um  H  die  Ele- 
mentarwinkelbeschleunigung  dm  um  G  in  Verbindung  mit  dem  Rotations- 
paare (doo, — dm)^  dessen  Moment  daa  .  GH  eine  unendlich  kleine  Trans - 
lationsgesch windigkeit  senkrecht  zu  GH  und  dem  Sinne  nach  mit  dm  um  H 
barmonirend  darstellt.   Indem  wir  mit  dem  Zeitelemente  dt  dividirt  denken, 
tritt   hierdurch   an  die  Stelle  der  Winkelbeschleunigung  a  um  H  dieselbe 
Winkelbeschleunigung  a  um  <?  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung  ar\ 
senkrecht  zu  GH.    Die  Winkelbeschleunigung  a  um  G  veranlasst  im  Punkte 
M  die  Beschlennignngscomponente  ap  senkrecht  zum  Strahle  GM  und  har-      • 
monirenden  Sinnes  mit  a,  welche  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung  ar\ 
die  aus  der  Winkelbeschleunigung  er  entspringende  Beschleunigungscompo- 
nente  ar  vertreten  kann.    Die  Oomponente  a/^  ist,  wie  a>*r^,  von  der  Lage 
des  Systempunktes  unabhängig  und  stellt  die  aus  der  Winkelbeschleunignng 
stammende  Beschleunigung  des  Punktes  G  dar.    Diese  beiden  letztgenann- 
ten Coniponenten  tilgen  sich  daher  an  jedem  Systempunkte  if ,  wie  sie  sich 
am  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  tilgten  (S  3).    Demnach  bleiben  dem 
Punkte  M  die  Componenten  o»'p  und  ap,  so  dass  wir  zu  folgendem  Satze 
gelangen: 
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Die  Bescfaleunigang  q>  eines  Systempnnktes  M  in 
der  £ntfernaDg  p  vom  Mittelpunkte  G  der  Beschlenni- 
gangen  kann  durch  zwei  Componenten  dargestellt  wer- 
den: die  centripetale  Bescblennignng  afp^  nach  dem 
Punkte  G  hin  gerichtet  und  der  Entfernung  pvondiesem 
proportional,  und  die  Beschleunigung  op,  Ton  der 
Winkelbeschleunigung  o  herrührend,  senkrecht  sam 
Strahle  GM  dos  Beschlennigungsmittelpnnktes,  bar. 
monirenden  Sinnes  mit  a  und  gleichfalls  dem  Abstände 
p  proportional. 
Ans  diesen  zueinander  rechtwinkligen  Componenten  o'p  und  ap  erbalt 

man  die  Grösse  q>  der  Beschleunigung  und  ihre  Neigung  X  gegen  den  Strahl 

GM,  nämlich 

Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Beschleunigung  des  Sys tempnnkte 8  ist  der  Ent- 
fernung  vom  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  pro- 
portional   und   auf  concentrischen  Kreisen   um  diesen 
Punkt  constant.     Sie   bildet  in   allen   Punkten  des   Sy- 
stems mit  demStrahle  dieses  Punktes  Constanten  Win- 
kel und  ist  längs  eines  und  desselben  Strahles  Qonstant 
nach    Richtung,   in    zwei   Punkten    desselben   Strahles 
aber,   welche   auf  verschiedenen  Seiten  des  Beschlea- 
nigungsmittelpunktes    liegen,     dem    Sinne    nach    ent- 
gegengesetzt. 
Die  Existenz  der  centripetalen  Beschleuuigungscomponente  io*p  be- 
wirkt, dass  der  Winkel  A,  den  97  mit  dem  Strahle  GM  bildet,  nicht  grösser 
als  igit  sein  kann. 

Die  vorstehende  Redaction  der  Beschleunigungen  ist  anwendbar  nicht 
blos  für  den  Punkt  G^  sondern  auch  für  jeden  tfndern  Punkt  P\  nur  tilgen 
sich  bei  der  Wahl  eines  solchen  die  Componenten  wie  co'to  und  ar\  nicht. 
Man  kann  die  Beschleunigung  auch  hier  aus  zwei  Componenten  oo*.  PM  und 
a,PM  bilden,  die  erste  nach  P  gerichtet,  die  zweite  senkrecht  zu  PM^  bq 
welchen  aber  noch  o»^.  PC  und  a.  PH  hinzutreten,  von  denen  die  eine  pa- 
rallel PC,  die  andere  senkrecht  zu  PH  ist. 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken ,  dass  das  System  der  centripe- 
talen Beschleunigungen  wie  a)'r  von  einem  Centrum  auf  das  andere  über- 
tragen werden  kann,  wenn  man  allen  Systempunkten  eine  gemeinschaftliche 
Beschleunigung  hinzufügt,  gleich  dem  Producte  aus  dem  Quadrate  der  Win> 
kelgesch windigkeit  und  dem  Abstände  beider  Centra,  parallel  diesem  Ab- 
stände und  von  dem  Sinne,  welcher  vom  zweiten  Centrum  nach  dem  ersten 
hiuzeigt.    Ebenso  kann  jedes  von  einer  Winkelbeschleunigung  herrührende 
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System  von  Beschleunigangen  auf  ein  anderes  Centram  der  Winkelbeschlea- 
nig^og  bezogen  werden,  wenn  zugleich  dem  System  eine  Translations- 
beschleunigung  gleich  dem  Momente  des  Paares  von  Winkelbeschleuni- 
gUDgen  zugefügt  wird,  welches  durch  die  Winkelbeschleunigung  um  das 
erste  und  die  entgegengesetzte  Winkelbeschleunigang  um  das  zweite  Cen- 
tram  gebildet  wird. 

Wenn  man  auf  die  hier  angedeutete  Weise  z.  B.  die  Beschleunigungen 
afp  und  ap  von  G  auf  C  Überträgt,  so  ergeben  sich  co'r,  ar  in  Verbindung' 
mit  o'r,  parallel  CG  und  ar^  senkrecht  zu  CG^  welche  beide  zusammen  die 
Componente 

(s.  S  3)  liefern ,  welches-  die  Beschleunigung  des  Punktes  C  ist.  Dies  Resul- 
tat stimmt  mit  dem  zweiten  Satze  des  S  2  überein.  Man  erkennt  hierin  mit 
Leichtigkeit  den  etwas  allgemeinen  Satz: 

Man  kann  Beschleunigungen  des  Systems  vom  Be- 
schleunigungsmittelpunkte G  auf  jeden  andern  Punkt 
P  übertragen,  indem  man  zugleich  allen  Sjstempunk- 
ten  die  Beschleunigung  des  Punktes  P  ertheilt. 

§  5.    Ort  der  Systempunkte,  deren^  Beschleunigung  der  Iformalen 
oder  der  Tangente  der  Curve  C  parallel  ist. 

Der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  hat  keine  nach  c  gerichtete 
Centripetalbeschleunigung,  seine  Beschleunigung*  rührt  blos  von  der  Win- 
kelbeschlennigung  o  um  H  her;  dieselbe  ist  ac^=^  mü  und  parallel  zur  Nor- 
malen der  Curve  (7.  Da  die  Beschleunigungen  aller  Punkte  eines  Strah- 
les von  G  parallel  sind,  so  ist  die  Gerade  CG  der  Ort  aller  Punkte,  deren 
Beschleunigung  der  Normalen  der  Curve  {C)  parallel  ist. 

Der  Mittelpunkt  H  der  Winkelbeschleuuigung  besitzt  blos  Centripetal- 
beschleunigung nach  C  hin.  Daher  ist  die  Gerade  GH  der  Ort  aller  Punkte, 
deren  Beschleunigung  parallel  der  Tangente  der  Curve  (C)  ist. 

Von  den  beiden  hier  erwähnten  Geraden  bildet  die  erste  mit  der  Nor- 
malen, die  letztere  mit  der  Tangente  der  Curve  (C)  den  Winkel  A,  für  wej- 
cben  tgX^=^aifo^\  da  sie  sich  in  G  schneiden  und  durch  C  und  H gehen,  so 
sind  sie  senkrecht  zueinander  und  können  zur  Auffindung  des  Mittelpunktes 
der  Beschleunigungen  dienen. 

§  6.     Der  Ort  der  Systempunkte,  deren  Tangentialbesohleunigung 

verschwindet.      *   . 

Die  Gerade  CM  ist  die  Normale  der  Bahn  des  Systempunktes  M.  Für 
Punkte  ohne  Tangentialbeschleunigung  müssen  die  beiden  Componenten  der 
Beschleunigung,    die  centripetale ,  nach  C  gerichtete  co'r  und  die  zn  MB 
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senkrechte,  von  der  WinkelbescUennigang  um  H  herrührende  in  diese  Nor- 
male fallen.  Für  sie  müssen  also  CM  und  MH  zueinander  rechtwinklig 
werden.    Daher: 

Der  Kreis,  welcher  über  dem  Abstände  der  Mittel- 
punkte C  und  H  der   Geschwindigkeiten   und   der  Wio- 
kelbeschleunigung  als  Durchmesser  beschrieben  wer- 
den kann,  ist  der  Ort  der  Systempunkte  ohne  Tangen- 
^  tialbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  dieses  Kreises  ist  blos  Normalbeschleo- 
nigung  9>n  =  fl>*'' +  «''S  wo  das  Zeichen  ( — )  für  die  iPnokte  auf  der  Seite 
von  CH  gilt,  auf  welcher  der  Beschleunigungsmittelpunkt  liegt,  das  Zeichen 
(+)  für  die  andere  Seite  und  die  Beschleunigung  positiv  nach  C  hin  gerech 
net  ist. 

Da  die  Tangentialbeschleunigung  der  Punkte  des  Kreises  Null  ist,  so 
ist  ihre  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  stationär,  also,  im  Allgemeinen  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  in  Bezug  auf  Zeit  oder  Ort. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  H^C,  den  die  Strahlen,  welche  von  irgend 
einem  Systempunkte  M  nach  den  Mittelpunkten  C  und  iT  der  Geschwindig- 
keiten und  der  Winkelbeschlennigung  gezogen  werden  können,  miteinan- 
der bilden,  positiv  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  co  gerechnet,  mit  f, 
so  ist  die  Tangentialbeschleunigung  tpt  bestimmt  durch  die  Gleichung 

q)f=i  a  rcos  e 
und  positiv  ftir  die  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  über  CH  als  Durchmes- 
ser, negativ  für  die  Punkte  im  Innern  desselben.    Daher  der  Satz:    > 

Der  Kreis,  welcher  den  Ort  der  Systempunkte 
ohne  Tangentialbeschleunigung  darstellt,  scheidet  die 
Punkte,  deren  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  wächst,  von 
denen,  deren  Geschwindigkeit  im  Abnehmen  begriffen 
ist;  die  ersteren  liegen  ausser  hal  b,  die  letzteren  inner- 
halb desse  Iben. 
Der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  hat  keine  Tangentialbescblea- 

nigung  und  liegt  auf  dem  genannten  Kreise  (S  3). 

« 

§  7.    Der  Ort  gleicher  Tangentialbeachlennigang. 

Die  Punkte  M  gleicher  Tangentialbeschleunigung  a  genügen  der  Be- 
dingung arco$ec=a.  Bezeichnet  &  den  Winkel,  welchen  der  Radiusvector 
CM=^r,  vom  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeitennach  if  gezogen,  mitCH 
bildet,  so  ist  die  Sehne,  welche  er  in  dem  Kreise  der  Punkte  ohne  Tangen- 
tialbeschleunigung bestimmt,  c  cos{^  =  r''  rcosB.  Hiermit  erhftit  man  für 
die  Punkte  M  die  Gleichung 


r  =  ccosO-] . 

a 
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Der  Ort  derselben  wird  daher  erhalten ,   indem  man  auf  den  Strahlen  des 

Punktes  C  von  ihrem  Schnittpnnkte  D  mit  dem  Kreise  die  Länge  DM=^  — 

auftiUgti  und  ist  daher  eine  PascaTsche  Schneckenlinie  (Fig.  8). 
Für  die  Punkte  dieser  Cnrve  ausserhalb  des  Kreises  ist  die  Tangential- 
beschleunigung der  positive  Werth  von  asssaiDMy  für  die  inneren  der  ne- 
gative; der  Doppelpunkt  C  der  Curve  genügt  der  Forderung  nicht,  da  seine 
Beschleunigung  uc  Tangentialbeschleunigung  ist.  Für  a  =  C€c  wird  die 
Carve  eine  Cardioide,  für  a=0  der  Kreis  über  CH  als  Durchmesser. 

Die  Tangentialbeschleunigung  ist  constant  auf 
den  einaelnen  Curven  eines  Systems  PascaTscher 
Schneckenlinien,  welche  den  Mittelpunkt  der  Ge- 
schwindigkeiten zum  Dopelpunkte,  die  Tangente  der 
Curve  (C)  zur  Symmetrieaxe  und  den  Kreis  verschwin- 
dender Tangentialbeschleunigung  zur  Basis  haben. 

§  8.    Der  Ort  der  Systempunkte,  deren  Hormalbesehleunigung 
versehwindet. 

Die  Normalbeschleunigung  tp^  des  Systempunktes  Af  besteht  aus  der 
ceotripetalen  Componente  o'r  und  dem  Beatandtheile  arsins  der  von  der 
Wiokelbeschleunigung  o  um  &  herrührenden  Beschleunigung  ttr\  deren 
anderer  Bestandtheil  arcoss  die  Tangentialbeschleunigung  tpt  bildet.  Sie 
ist  daher  qpn==(»'r  —  arsins^  wenn  hinsichtlich  des  Sinnes  von  e  die  obige 
Bestimmung  festgehalten  wird.  Die  Punkte  M^  deren  Normalbeschleuni- 
gung verschwindet,  gentigen  daher  der  Bedingung  o>'r  — arme  =  0  und 
da  cco8&'=r$ine  ist,  wenn  ^'  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  r  mit  der 
Normalen  der  Curve  (C)  bildet  (Fig.  9) ,  so  geht  diese  Bedingung  über  in 

r= —CO« -^^  oder,  da  ac  =  orZist,  in  r=  -cosd^'.     Trägt   man   daher   auf 

der  Normalen  von  {C)  nach  der  Seite  von  Cff,  auf  welcher  der  Mittelpunkt 

der  Beschleunigungen  Hegt,  die  Länge  03^=-"  auf,  so  sind  die  Punkte  M 

ohne  Normalbeschleunigung  die  Projectionen  des  Punktes  J  auf  die  Strah- 
len des  Mittelpunktes  C  der  Geschwindigkeiten.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Ort  der  Systempunkte  ohne  Normalbeschleu- 
nigung.ist  ein  Kreis  vom  Durchmesser  — ,   welcher  die 

(0 

Curve  (C)  im  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  be- 
rührt und  mit  dem  Beschleunigungsmittelpunkte  auf 
derselben  Seite  der  Tangente  dieser  Curve  liegt. 

Die  Grösse  — ,   welche  die  Lage  des  Wendepols  (S  3)  bestimmt,  hat 

eine  rein  geometrische  Bedeutung,  die  sich  später  ergeben  wird. 
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Der^Mittelpankt  G  der  Beschleunigangen  liegt  aaf  dem  Kreise,  da  er 
keine  Normalbeschleunigu  ng  bat. 

Für  die  Punkte  im  Innern  des  Kreises  wird  die  Normalbeschlennigung, 
deren  positiven  Sinn  wir  nach  C  hin  gerichtet  angenommen  haben,  negativ; 
für  äussere  Punkte  ist  sie  positiv.  Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  die 
Punkte  eines  Strahles  von  C  (Fig.  10)  verfolgt.  Für  den  Punkt  M'  seieo 
HM'=  r  und  Winkel  HM'C^  e\  für  einen  andern  Punkt  M"  seien  die  ent- 
sprechenden Grössen  r\  t\  Die  Normalbeschlennigung  beider  ist  daoD, 
wenn  r,,  r,  ihre  Abstände  von  C  sind: 

^!f^,  =z  fo^ri  —  or rsin e  und  <p"„  =  ©'r,  —  ar'sin z\ 
Nun  ist  aber  sowohl  rsin  %  als  auch  r'sin  b'  die  von  H  auf  die  Richtung  des 
Strahles  CM'  geHlllte  Höhe  des  Dreiecks  JZyfif'J/'',  daher  sind  die  subtraeti- 
ven  Glieder  beider  Ausdrücke  tp'n  und  q>\  gleich.  Die  ersten  Glieder  der- 
selben sind  aber  proportional  dem  Abstände  der  Sjstempunkte  von  C. 
Daher  nimmt  ^n  auf  dem  Strahle  mit  der  Entfernung  von  C  ab  und  da  es 
auf  dem  Kreise  verschwindet,  so  ist  es  im  Innenraum  negativ,  im  Aussen- 
raume  positiv. 

Der  Kreis  der  Punkte  verschwindender  Normal- 
beschleunigung scheidet  die  Sjstempunkte  positiver 
Normalbeschlennigung  von  den  Systempunkten  negati- 
ver NornjalGeschleunigung  so,  dass  die  ersteren  ausser- 
halb, die  letzteren  innerhalb  liegen.  Die  Normalbe- 
schleunigung aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  ist 
daher  nach  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten 
hin  gerichtet,  die  Normalbeschleunigung  derPnnktein- 
nerhalb  desselben  ist  von  diesem  Punkte  abgewandt 
Da  die  Normalbeschleunigung  eines  Punktes  immer  nach  dem  Krnm- 
mungsmittelpunkte  seiner  Bahn  gerichtet  ist,  so  folgt  weiter: 

D  ie  Krümmungsmittelpunkte  derBahnen  derPnnkte, 
welche  im   Innern   des   Kreises   ohne   Normalbeschlen- 
nigung  liegen,   fallen   auf  die  Seite  des  Mittelpunktes 
der  Geschwindigkeiten,  auf  welcher  d  ieser  Kreis  liegt; 
die   der  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  auf  die  ent- 
gegengesetzte.    Die  Bahnen  der  inneren  Punkte  wen- 
den   daher    ihre     convexe    Seite,    diese    der    äusseren 
Punkte  ihre  coucave  Seite   dem  Mittelpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten zu.     Die  Bahnen  der  Punkte  des  Krei- 
ses   selbst    bilden    den    Uebergang    und    haben    diese 
Punkte  zu  Wendepunkten. 
Die  letzte  Behauptung  dieses  Satzes  folgt  daraus,    dass  die  Normal- 
beschleunigung, da  sie  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt 
durch  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  ist,  nur  verschwinden  kÄun. 
wenn  letzterer  unendlich  wird,  also  die  Krümmungsmittelpunkte  derBahnen 
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jener  Punkte  des  Kreises  im  Unendlichen  liegen,  für  die  Bahnen  selbst 
also  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente  in  ein  und  dieselbe  Gerade 
fallen.  Dieser  Eigenschaft  wegen  nennen  wir  den  Ort  der  Punkte  ohne 
Normalbeschleunigung  den  Wendekreis  des  Systems  für  Cals  Mittelpunkt 
der  Geschwindigkeiten. 

§  9.    Der  Ort  der  Punkte  gleicher  Iformalbesehleunigung. 

Für  die  Punkte ,  deren  Normalbeschleuni^ung  zur  Zeit  i  den  Werth  b 
hat,  ist 

Q>*r  —  arsin  «  =  6. 

Da  aber  r'm£5=c  cos^%  so  wird  für  sie 

«^        ö.'  .    *      j  ^       «.'  .    ^ 

r=  —-  cosd^  +  -j  oder  r  =  -  cosd"  H — ;. 
w*  cor  0)  or 

Die  Grösse  -  cos^'  ist  aber  die  Sehne,  welche  der  Strahl  r  im  Wendekreise 

bestimmt.    Daher : 

Der  Ort  der  Punkte  gleicher  Normalbeschleunigung 
ist  eine  Pascal'sche  Schneckenlinie  mit  dem  Mittel- 
punkte der  Geschwindigkeiten  als  Doppelpunkt,  der 
Normalen  der  Cnrve  {€)  als  Sjmmetrieaxe  und  dem 
Wendekreise  als  Basis. 

§  10.     Der  Ort  der  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  mit  der 
Iformalen  ihrer  Bahn  denselben  Winkel  ft  bildet. 

Rechnen  wir  den  Winkel  fi ,  den  die  ßeschleunignng  (p  eines  Punktes 
M  mit  der  Normalen  CJH  seiner  Bahn  bildet,  positiv,  wenn  die  Richtung  der 
Beschleunigung  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  um  M  gedreht  werden 
müsste,  um  mit  der  Richtung  MC  zusammenzufallen ,  so  bildet  (Fig.  11)  der 
Strahl  MG  des  Beschleunigungsmittelpunktes,  auf  welchem  M  liegt,  mit 
MC  den  Winkel  k  —  (i.  Daher  ist  der  Ort  aller  Punkte  Üf,  deren  Beschleu- 
nigung mit  der  Normalen  den  Winkel  (i  bildet,  ein  Kreis  über  CG^  welcher 
den  Peripheriewinkel  (i  fasst.  Die  Bescbleunignngsrichtung  dieser  Punkte 
schneidet  die  Normale  der  Curve  {C)  in  einem  festen  Punkte.  Ist  nämlich 
D  der  Punkt,  in  welchem  unser  Kreis  diese  Normale  ausser  C  zum  zweiten 
Male  schneidet,  so  ist  in  dem  Dreieck  CDGj  dessen  Aussen winkel  bei  C 
gleich  X  ist,  der  Winkel  CDG  gleich  k^fi  und  folglich  der  Winkel  CGD 
gleich  fi.  Da  also  der  Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  CD  gleich  jli  ist, 
so  geht  die  Richtung  von  q),  welche  mit  MC  denselben  Winkel  bildet,  durch 
D.  Dies  gilt  Alles  für  positive,  wie  für  negative  (i;  im  letzteren  Falle 
erscheint  nur  X  als  innerer  Winkel  des  Dreiecks  CDG.  Ist  2B  der  Durch- 
messer des  gesuchten  Ortes ,  so  folgt  aus  der  Proportion 
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CD  CG  DG 


sin  (i      sin  {X  -—  fi)      sin  l 
der  Dnrcbmesser 

^^ 

sm{k  —  ii) 

and  der  Abstand  des  festen  Punktes  D  von  C 

sinn 


CD  =  CG. 


'  stn{k  —  (iy 

Für  positive  ^  fttllt  D  auf  die  Seite  von  CB,  auf  welcher  der  Wendekreis 
nicht  liegt;  für  negative  auf  die  entgegengesetzte. 

Der  Ort  der  Punkte  constanten  Winkels  fi  enthält  die  Kreise  ver- 
schwindender Tangential-  und  Normalbeschlennigung  als  speeielle  Fälle. 
Denn   für  fi  =  0  erlangt  die  Beschleunigung  die  Richtung  der  Normalen 

CG 
MC:  hierfür  wird  6D  =  0^  2R  =  "r^  ^  und  geht  mithin  unser  Kreis  in  den 

Kreis  CH  als  Durchmesser  über.    Für  ii  =  —  wird  CD= -.  und  wird 

'^       2  cosk 

der  Kreis  zum  Orte  verschwindender  Normalbeschleanigung.    Wir  könneo 

daher  den  Satz  aufstellen: 

Der  Ort  der  Systempunkte,  deren  Beschleuni* 
gungsrichtung  mit  der  Normalen  ihrer  Bahn  denselben 
Winkel  bildet,  ist  ein  Kreis,  welcher  die  Mittelpunkte  C 
und  6  der  Oescbwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen 
enthält  und  die  Normale  der  Curve  (C)  in  einem  Punkte 
D  schnei<let,  so  d&Bs  CG  mit  dieser  Normalen  den  Win- 
kel k  —  (i  oder  X  +  fi  bildet,  je  nachdem  die  Bescbleani- 
gungsrichtung  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit 
oder  im  entgegengesetzten  Sinne  um  die  Grösse  ji  ge- 
dreht werden  müsste,  um  sie  mit  der  Richtung  der  Nor- 
malen der  Bahn  zusammenfallen  zu  lassen. 


§  11.    Einige  weitere  Orte  von  bestimmten  Eigenschaften  der 
Beschlennigong. 

Durch  jeden  Punkt  des  Systems  kann  eine  Cnrve  gelegt  werden,  deren 
Normalen  die  Richtungen  der  Beschleunigung  der  Curvenpunkte  sind.  Da 
die  Normale  die  Richtung  der  Beschleunigung  haben  soll  und  diese  mit  dem 
Strahle,  welcher  den  Beschleunigungsmittelpunkt  mit  dem  Curvenpunkte 
verbindet,  den  constanten  Winkel  k  bildet,  so  ist  die  Cnrve  eine  logarith- 
mische Spirale,  deren  Pol  im  Beschleunigungscentrum  liegt  und  deren  Tan- 
genten gegen  die  Radienvectoren  dieses  Poles  unter  dem  Winkel  ^n  —  l 
geneigt  sind.  Ebenso  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangenten  die  Be- 
scbleunigungsricbtung  haben ,  eine  logaritbmische  Spirale  von  der  Neigung 
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l  gegen  die  RadienvectoreD.  Ebenso  die  Orte  der  Punkte,  deren  Beschlea- 
DigQDg  mit  der  Tangente  oder  Normalen  constante  Winkel  bilden. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Beschleunigung  durch  einen  festen  Punkt 
/'geht,  ist  ein  Kreis,  welcher  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  ent- 
hält und  den  Winkel  k  als  Peripheriewinkel  fasst.  (Von  den  zwei  mög- 
lichen Kreisen  ist  nur  der  eine  hierher  gehörig.)  Daher  liegen  je  zwei 
Systempnnkte  mit  den  Schnittpunkten  ihrer  Bescbleunigungsrichtungen  und 
dem  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  auf  demselben  Kreise. 

Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  centripetale  Beschleunigung  oo'r 

in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  constantes  Verh&ltniss 

{  zn  der  Beschleunigung  ar  senkrecht  zum  Strahle  r  des  Mittelpunktes 

r      B  cc 
der  Winkelgeschwindigkeit  hat,  ist  der  Kreis  —  =  — ^. 

Ebenso  sind  die  Orte,  für  welche  die  Verh&ltnisse  von  »r,  »'/?,  ap 
constant  sind ,  Kreise. 

§  12.    Die  geometriBOhe  Bedeutung  des  Wendekreites. 

Die  Bewegung  des  ebenen  Systems  ist  bekanntlich  äquivalent  dem 
Rollen  einer  gewissen  Curve  (P),  welche  dem  beweglichen  System  an- 
gehört, auf  einer  gewissen  andern  Curve  (C)  in  der  Ebene  der  Bewegung; 
der  Berührungspunkt  beider  Curven  ist  das  jedesmalige  Momentancentrnm 
oder  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkei'ten.  Für  die  Elemeotarbewegung 
können  beide  Curven  durch  ihre  Krümmungskreise  vertreten  werden,  da  sie 
mit  den  Curven  drei  successive  Punkte  gemein  haben.  Fallen  nun^beide 
Krümmungskreise  auf  entgegengesetzte  Seiten  der  gemeinsamen  Tangente, 
so  ist  der  unendlich  kleine  Winkel  dS,  um  welchen  sich  das  System  dreht, 
nm  aus  der  Lage  für  das  Momentancentrum  C  in  die  folgende,  dem  Mpmen- 
tancentram  C  entsprechende  Lage  zu  gelangen,  die  Summe  der  Contin- 
geazwinkel  di,  de  der  Curven  (C),  (T)  (Fig.  12).  Bezeichnen  ^,  q  ihre 
Krümmangshalbmesser  und  da  das  gemeinsame  Bogenelement  CC,  sowie 
oa  die  Winkelgeschwindigkeit  und  ü  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Mo- 
mentancentrums, so  bestehen  die  Relationen 

,^       .     .    .  '       1      ^«        1       <*«'  «^ö.       TT      <^tf 

Q      d<s       Q       da  dt  di 

aas  welchen  folgt 

ü~  da'^  (^'^  q' 

Liegen  aber  die  Curven  (C),  ( J")  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente,  so  ist  dS  =  dS'-'dB'  und  also  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

-^  —  ist,  welchen  Fällen  eine  Drehung  in  einem  oder  dem  andern  Sinne 

9       Q 

entspricht.    Demzufolge  gilt  hier  die  Relation 
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?  — 1^  — 1—  1 
ü^  da       Q      ^' 

Wir  fanden  nun  aber  (S  8) ,  dass  -  der  Darchmesser  des  Wendekreises  sei. 

Daher  der  Satz : 

Der  Durchmesser    des  Wendekreises  ist  der  reci- 
proke  Wertb  der  Summe  oder  Differenz  der  Krümmun- 
gen   der    beiden    während   der    Bewegung    anfeinander 
rollenden  Curven  {€)  und  (F). 
Die  Formel 

bestimmt  die  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die 
Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancentrums  zueinander  stehen. 

Die  Eigenschaft  des  Wendekreises,  dass  die  Krtimmungshalb> 
messer  der  Bahnen  seiner  Punkte  unendlich  gross  sind,  kann 
folgendermassen  geometrisch  erwiesen  werden. 

Durch  den  Berührungspunkt  C  der  Curven  (C),  (r)  (Fig.  13)  ziehen  wir 
einen  beliebigen  Strahl  und  durch  den  folgenden  Punkt  C\  den  Endpunkt 
ihres  gemeinschaftlichen  Bogenelements  CC\  mit  ihm  eine  Parallele.  Eid 
weiterer  Strahl  durch  C,  welcher  mit  dem  ersten  den  unendlich  kleinen 
Winkel  dS  bildet,  um  welchen  das  System  sich  dreht,^chneidet  den  Paral- 
lelstrahl in  M\  welcher  Punkt  die  Lage  des  Punktes  M  im  Abstände 
C^  =3  (7^' bezeichnet,  in  welche  dieser  durch  die  Drehung  des  Systems 
gelangt.  Nun  ist  MC  die  Normale  der  Bahn  de.s  Punktes  M  für  seine  erste, 
M'C'  die  Normale  derselben  für  seine  zweite  Lage.  Beide  Normalen  schnei- 
den sich  aber  im  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn  von  M  und  da  sie  pa- 
rallel sind ,  so  liegt  dieser  Krtimmungsmittelpunkt  im  Unendlichen.  Dem- 
nach giebt  es  auf  jedem  Strahle  des  Punktes  (7  einen  Punkt  Jf,  für  dessen 
Bahn  der  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  ist.  Da  der  Winkel  dB  für 
alle  Strahlen  derselbe  ist,  so  liegen  die  Punkte  M'  auf  einem  Kreise  um  CC\ 
welcher  den  Winkel  CM'C^=  dS  als  Peripheriewinkel  fasst.     Der  Durch- 

messer   dieses  Kreises  ist  daher  —;-=—--  =  -.    In  der  Grenze  ist  dieser 

dS      dB      09 

Kreis  der  Ort  der  Punkte  M,  Die  Punkte  M'  liegen  nur  auf  der  Seite  von 
CC\  nach  welcher  hin  die  Kotation  dß  nicht  erfolgt.  Der  fragliche  Ort  ist 
daher  der  Wendekreis. 

Es  sei  MM'  (Fig.  14)  das  Bahnelement  irgend  eines  Systempunktes  #, 
/,y',  das  Bahnelement  des  Punktes  /,,  in  welchem  der  Strahl  CM  den  Wende- 
kreis trifft,  so  dass  also  der  Winkel  CJtC'=  dB  ist.  Liegt  nun  ^ansser- 
halb  des  Wendekreises,  aber  auf  der  Seite  der  Tangente  der  Cnrvc  ((?),  wo 
dieser  Kreis  liegt ,  so  ist  der  Winkel  CM'C\  den  wir  mit  if f*  bezeiebnen* 
kleiner  als  dB^  dti  dB  Peripheriewinkel  dieses  Kreis  ist.    Daher  scbn^iden 
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sich  die  Normalen  MCy  M'C'  der  Babn  von  M  jenseits  C  m  K  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Tangente  von  {C)  unter  dem  Contingenzwinkel  d%^ 
für  welchen  dt  =  dB  —  d^i  ist.  Für  Punkte  M  innerhalb  des  Wendekreises 
ist  dfL^dS  and  liegt  der  Scbnittpnnkt  JfiT  der  Normalen  anf  derSeite  dieses 
Kreises,  so  dass  dT  =  d[i^dB  wird.  Liegt  aber  ^  auf  der  dem  Wende- 
kreise abgewandten  Seite  der  Tangente  an  (C),  so  ffillt  der  Normalen- 
darchschnitt  stets  awischen  C  und  M  und  dtssidB  +  d(i*  Man  erkennt  hier- 
aus, dass  der  Wendekreis  nur  auf  derjenigen  Seite  liegen  kann,  für  welche 
rfr  =  +  (rffA  — rfö)  wird,  da  nur  für  Punkte  auf  ihr  dv  verschwinden  und 
also  der  Krtimmungsmittelpuukt  ins  Unendliqhe  rücken  kann.  Um  den 
Krümmungshalbmesser  MIC  zu  bestimmen,  sei  i  der  Winkel,  welchen  CM 
mit  der  Normalen  der  Curve  {C)  bildet,  und  werde  mit  ICC  der  unendlich 
kleine  Kreisbogen  CQ  beschrieben.    Man  hat  dann  in  allen  Fällen 

CK.dx^CC'.cosi,     C'M.dfi  =  C§\cosi,     J-=.-^^, 

WO  CJ  der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist.  Entnehmen  wir  hieraus  die 
Werthe  von  dj^  dfi^  dS  und  setzen  sie  in  die  Relationen  dx^^dQ^d^^ 
dt  =  dii  — dS,  dx=^dS  +  diA,  welche  den  verschiedenen  Lagen  des  Punk- 
tes M  entsprechen,  ein,  so  kommt,  wenn  für  C'M  und  CJ,  cosi  die  gleich- 
bedeutenden Linien  CM  und  C/,  gesetzt  werden,  in  diesen  drei  Fällen  der 
Ordnung  nach 

CK'^CJ.^CM'     CK'^ÜM     CJ,'    CK''CJ,'^CM' 
nnd  wenn  man  hierin  die  Linien  durch  CM  und  MJ,  ausdrückt,  was  die  Sub- 
stitution von 

CK^MK'-CM    . 

CK^CM^MK  . 

CJ,^CMJ,MJ,  «^^-«'^«° 
und 

CK=^CM'-MK  ,      ,  . 

CJ,=^MJ,^CM   '««  <1""««  F*"« 
erfordert ,  so  gelangt  man  für  alle  Fälle  zu  der  Relation 

MC^  =  MJ,.MK, 
mit  Hilfe  welcher  der  Krümmungshalbmesser  des  Punktes  M  als  die  dritte 
Proportionale  zu  seinem  Abstände  vom  Momentancentrum  und  der  Projeo- 
tion  /|  des  Wendepols  /  auf  die  Normale  MC  gefunden  wird. 

Sacht  man  den  zu  C  in  Bezug  auf  M  symmetrisch  liegenden  Punkt  C, 
aaf  der  Normalen  CM  auf,  so  sind  die  vier  Punkte  C,  C^^JyK  harmonisch,  und 
zwar  ist  der  Krümmnngsmittelpunkt  K  der  Projection  /|  des  Wendepols 
zugeordnet«  Man  erkennt  dies  aus  vorstehender  Gleichung  in  Verbindung 
mit  der  S  8  durchgeführten  Betrachtung  über  die  Lage  von  Ky  worans  sich 
ergiebt,  dass  die  Punkte  C,  (7,  stets  durch  J  und  K  getrennt  werden. 
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Man  kann  hieran  mancherlei  Constrnctionen  des  Krümmungshalbmes- 
sers anlehnen,  wie  ich  in  meiner  „Theorie  der  Bewegung  and  der  ElrSflte" 
S.  $02  flgg.  gezeigt  habe. 

§  13.    Das  umgekehrte  Problem  der  Besehlennigungen. 

Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Oeschwindigkeiten  und  die  Grösse  und 
den  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  o  zur  Zeit  /  ist  der  Geschwindigkeits- 
zustand des  unveränderlichen  ebenen,  in  einer  Ebene  beweglichen  Systems 
für  diese  Zeit  bestimmt.  Kommen  zu  diesen  Elementen  noch  deren  Aen- 
derungselemente ,  nftmlich  die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelbesehleuni- 

gung  a  =  —  und  die  Grösse,  Richtung  und  der  Sinn  der  Wechselgeschwia- 

digkeit  XJ  jenes  Mittelpunktes  C^  so  folgt  daraus  der  Beschleunigungs- 
zustand  zu  derselben  Zeit  t,  nämlich  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleuni- 
gungen und  die  Beschleunigung  aller  Systempunkte.  Man  kann  nun  eine 
Reihe  umgekehrter  Probleme  bezeichnen,  welche  verlangen,  aus  der  Grösse, 
dem  Verhältniss,  der  Richtung  oder  anderen  Bedingungen  der  Beschleuni- 
gung einzelner  Systempunkte  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen,  die 
Winkelgeschwindigkeit,  die  Winkelbescbleunigung  und  die  Elemente  des 
Geschwindigkeitszustandes  zu  bestimmen.  Einzelne  derselben  wollen  wir 
hier  behandeln. 

Es  seien  die  Richtungen,  der  Sinn  und  das  Verhältniss  k  der  Beschleu- 
nigungen 9»at  ^b  zweier  bestimmter  Systempunkte  A^  B  gegeben.  Nach 
%  11  liegen  A^  B  und  der  Schnittpunkt  D  der  beiden  Beschlennigungsrieh- 
tungen  mit  dem  noch  unbekannten  Beschleunignogsmittelpunkte  ^  auf  ein 
und  demselben,  nämlich  dem  dem  Dreieck  ABD  umschriebenen  Kreise. 
Da  ferner  die  Beschleunigungen  der  Systempunkte  ihrem  Abstände  vooi 
Beschleunigungsmittelpunkte  proportional  sind,  so  ist  QA :  GB  =  x  und  liegt 
mithin  G  auf  einem  zweiten  Kreise ,  dessen  Mittelpunkt  der  Verbindungs- 
linie AB  der  gegebenen  Punkte  angehört  und  welcher  die  Strecke  AB 
nach  dem  Verhältniss  x  harmonisch  theiltl  Von  den  beiden  Schnittpunkten 
dieser  Kreise  ist  aber  nur  einer  Beschleunigungsmittelpunkt.  Welcher  von 
beiden  dies  ist,  entscheidet  sich  durch  den  Sinn  der  Beschleunigungen,  der 
bei  allen  Systempunkten  nach  derselben  Seite  der  Strahlen  gewandt  ist, 
welche  von  G  nach  ihnen  hinlaufen.    Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst: 

Aus  dem  Verhältnisse,  den  Richtungen  und  dem 
Sinne  der  Beschleunigung  irgend  zweier  System- 
punkte den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen,  die 
Richtung  und  den  Sinn,  sowie  die  Grössenverhältnisse 
der  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  zu  finden« 
Sind  die  Beschleunigungen  der  beiden  Systempunkte  Ä  und  B  parallel, 
so  wird  der  Kreis  xrca  ABD  unendlich  gross  und  geht  ii^  die  Qjerade  A^ 
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über.  Fallen  dabei  die  Beschlennigongen  dem  Sinne  nach  anf  dieselbe 
Seite  von  AB ^  so  liegt  der  Bescblennignngsmittelpnnkt  auf  dieser  Geraden 
ausserhalb  AB,  fallen  sie  auf  entgegengesetzte  Seiten  zwischen  A  nnd  B, 
Sind  die  Beschleunigungen  parallel  und  gleich»  so  wird  der  zweite  der  obi- 
gen Kreise  ebenfalls  unendlich  gross  und  fällt  G  ins  Unendliche,  wenn  die 
Bescbleanigangen  dem  Sinne  nach  auf  dieselbe,  in  die  Mitte  «wischen  A 
and  B,  wenn  sie  anf  entgegengesetzte  Seite  fallen.  Im  letzteren  Falle  ist 
der  Schnittpunkt  beider  unendlich  grosser  Kreise  nur  dann  Beschleuni- 
googsmittelpunkt,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  Beschlennigungsrich* 
tangen  mit  AB  bilden,  ^^n  ist.  Sonst  existirt  überhaupt  kein  solcher  Mit« 
telpunkt  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigungen,  welche  längs 
AB  nach  dem  Innern  der  Strecke  AB  gerichtet  sind,  sind  als  Grenzlage 
zweier  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  AB  fallender  Beschleunigungen  an- 
znsehen  und  liegt  ihr  Beschlcunigungsmittelpunkt  für  diesen  Fall  in  der 
Mitte  von  AB,  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigungen,  welche 
nach  den  Aussenstrahlen  gerichtet  sind,  liefern  keinen  Beschleunigungs- 
mjttelpunkt. 

Ffigt  man  den  oben  gegebenen  Elementen  die  Lage  des  Mittelpunktes 
C  der  Geschwindigkeiten  hinzu,  so  ist  die  Normale  und  die  Tangente  der 
Carve  {€)  bestimmt,  denn  die  Bichtung  der  Beschleunigung  des  Punktes  C 
fällt  mit  der  Normalen  zusammen.  Da  die  Bichtung  der  Beschleunigung  der 
Systempunkte  gefunden  ist  und  sie  mit  den  Strahlen  des  Beschleunigungs« 
mitteJpunktes  den  Winkel  l  bildet,  dessen  Tangente  ^^;i=sa:i»*  ist,  so  ist 
auch  dieses  Verbältniss  bekannt.  Ziehen  wir  nach  irgend  einem  Sjstem- 
pnnkte,  z.  B.  nach  A,  den  Strahl  CA  und  tragen  an  diesen  den  Winkel  X 
bei  A  in  derselben  Weise  an,  wie  der  Winkel  GAD  gegen  den  Strahl  GA 
liegt,  nnd  ziehen  durch  A  eine  Gerade  in  der  Richtung  der  Normalen  der 
Corvo  (C),  80^  wärde  die  Beschleunigung  ipa  des  Punktes  A,  wenn  sie  der 
Grösse  nach  bekannt  wäre,  nach  dem  Schenkel  jenes  Winkels ,  der  nicht  in 
CA  fällt,  und  der  Richtung  der  Normalen  in  zwei  Componenten  zerlegt  wer- 
den können,  von  denen  die  erstere  6'^.d,  die  letztere  ioü  sein  müsste  (§  2). 
Das  Verbältniss  derselben,  was  aber  durch  Richtung  und  Sinn  von  q>a  be- 
stimmt ist,  ist  damit  bekannt,  und  wenn  dasselbe  mit  n  bezeichnet  wird ,  so 

bat  man  CA. 9  :  (oü=^n.  woraus  —  = r  folgt.     —  ist  aber  der  Durch- 

(0      n  cosX  (D 

messer  des  Wendekreises,  welcher  demnach  gleichfalls  construirt  werden 

kann.    Hiermit  ist  aber  weiter  auch  der  Mittelpunkt  E  der  Winkelbeschleu- 

nigang  bekannt,  denn  eine  Gerade  durch  den  Wendepol  und  den  Mittelpunkt 

der  Beschleunigungen  bezeichnet  ihn  auf  der  Tangente  der  Curve  (C). 

Jlierans  ergiebt  sich : 

Aus  Richtung,  Sinn  und  dem  Grössen  Verhältnisse 

der  Beschleunigung  zweier  Systempunkte,  sowie  der 

Lage    des  Mittelpunktes  der   Geschwindigkeiten  k^n 
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nen  die  Verhältnisse  der  Beschleunigungen   aller  Sj* 
stempunkte,  die  Lage  der  Tangente  und  Normalen  der 
Curve  {€)  und  das  Verhältniss  der  We ch sei gescfa windig- 
keit  des  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten  sur  Win- 
kelgeschwindigkeit gefunden  werden. 
Sind  gegeben  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigung  und  der  Wende- 
pol  /,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Senkrechte 
beschränkt,  welche  in  G  auf  GJ  errichtet  werden  kann.   Kommt  hierzu  noch 
die  Grösse  des  Winkels  1,  d.  h.  das  Verhältniss  a:»*,  so  ergeben  sich  zwei 
Punkte  für  C. 
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IX. 
Zur  Theorie  der  kubischen  und  biquadratischen  Involution. 

Von 

MiLINOWSKI, 
Gymnasiallehrer  in  Tilsit. 


Die  synthetische  Geometrie   hat,   soviel  mir  bekannt,    noch  keinen 
streogeo  Beweis  für  den  Satz  geliefert,   dass  die  conischen  Polaren  eines 
Punktes  P  in  Bezng  anf  die  Carven  dritter  Ordnung  eines  Büschels  selbst 
ein  Büschel  bilden,  und  masste  vorläufig  den  vonCremona  gegebenen  Beweis 
annehmen.    Nach  ihm  müssen   die  conischen  Polaren  von  P  deshalb  ein 
Kegelschnittbüschel  bilden,    weil  durch    den   Punkt  P  nur  eine  conische 
Polare  gehen  kann,  nlimlich  diejenige  in  Bezug  auf  die  Curve  des  Büschels 
dritter  Ordnung,    welche  durch  P  geht.  —  Im  Folgenden  soll   für   einen 
besondern  Fall  des  Curvenbüschels  dritter  Ordnung  ein  strengerer  Beweis 
gegeben  werden,  für  den  Fall  nämlich,  dass  sechs  von  den  neun  Orundpunkten 
des  Büschels  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  —  Wenn  man  durch  einen  der 
vier  Gmndpunkte  eines  Kegelscbnittbüschels  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
legt,   so  wird  derselbe  in  den   Punkfgruppen  einer  kubischen  Involution 
geschnitten  oder  die  Transversalen  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  schnei- 
den   eine    Curve  dritter  Ordnung  mit  einem   Doppelpunkt  J  in  solchen 
Panktgmppen ,   dass  die  Verbindungslinien  derselben  mit  J  die  Strahlen- 
groppen  einer  kubischen  Involution  bilden.    Dass  die  beiden  Definitionen 
für  eine  kubische  Involution  gleichbedeutend  sind,  erkennt  man  leicht  ver- 
mittelst einer  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades.     Wir  bezeichnen   die 
Curve  dritter  Ordnung  vierter  Classe  mit   C^  und  nennen  ihren  Doppel« 
pankt  ^.      Durch   den  beliebigen  Punkt  P  sei  p  eine  Transversale   und 
schneide  C/  in  QRS^  so  bilden  die  drei  Geraden  ^0»  ^^>  ^S  eine  Curve 
dritter  Ordnung  mit  dem  dreifachen  Punkt  J.  Die  conischen  Polaren  von  P 
bezüglich  C^^  und  der  Curve  ^  {QRS)  schneiden  sich   in  zwei  Punkten  üf 
ind  iV  von  p;  die  conische  Polare  von  /'bezüglich  J  (QRS)  ist  das  Geraden* 
3aar  {^^My  JN).   Wenn  sich  P  um  p  dreht,   so  bilden  die  Strahlengrup^eu 
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A  {QRS)  eine  kubische  Involution  und  die  Strahlenpaare  A  {MN)  eine 
quadratische  Involution,  weil  MN ,,,  die  Schnittpunkte  des  Strahlenbüschels 
P(j),,.)  mit  der  conischen  Polare  von  P  sind.  Die  Punkte  MN  sind  gleich- 
zeitig die  harmonischen  Mittelpunkte  zweiten  Grades  der  Punkte  QRS  in 
Bezug  auf  P  als  Pol  und  wir  finden ,  wenn  wir  die  kubische  und  quadra- 
tische Strahleninvolution  durch  eine  Transversale  /,  welche  durch  P  geht, 
schneiden,  den  Satz: 

1.  ;,Die  harmonischen  Mittelpunkte  zweiten  Grades 
der  Punktgruppen  einer  cubischen  Involution  bezüg- 
lich eines  Punktes  als  Pol  bilden  eine  quadratische 
Involution." 
Es  seien  ABCD  die  Grundpnnkte  eines  Kegelschnittbttscbels,  g  eine 
Gerade  und  auf  ihr  eine  Punktreihe  £!|^...,  die  mit  den  Kegelschnitten 
x^Xg...  des  Büschels  in  projectivischer  Beziehung  steht.  Verbinden  wir  einen 
beliebigen  Punkt  P mit  den  Punkten  E^E^.,.,  so  ist  das  Büschel  P(EiE^...) 
in  projectivischer  Beziehung  mit  dem  Büschel  Xi«,...  und  homologe 
Elemente  schneiden  sich  in  den  Punkten  einer  Curve  C^  dritter  Ordnung. 
Wir  lassen  den  Punkt  /^  sich  auf  einer  Geraden  /  bewegen,  so  entspricht 
jeder  Lage  von  P  eine  Curve  C^  und  alle  diese  Cnrven  haben  nenn  g^emein- 
same  Punkte.  Erstens  die  vier  Grnndpunkte  ABCD-^  zweitens  die  Schnitt- 
punkte E  und  F  von  /,  als  eines  gemeinschaftlichen  Strahles  aller  Büschel 
(P)  mit  dem  ihm  entsprechenden  Kegelschnitt  X  des  Büschels  {ABCD)  und 
drittens  die  Doppelpunkte  GHI  der  Pnnktreihe  E^E^,..  und  der  ihr  pro- 
jectivischen  quadratischen  Involution,  in  welcher  g  von  den  Kegelschnitten 
X|X2  ...  geschnitten  wird.  Alle  Curven  C^  haben  also  die  neun  Punkte 
ABCDEFGHI  gemein ,  von  denen  die  ersten  sechs  auf  dem  Kegelschnitt  i, 
die  letzten  drei  auf  der  Geraden  g  liegen.  In  Betreff  der  Beellitfit  der 
neun  Grundpunkte  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden:  E«  sind  1.  alle 
neun  Grundpunkte  reell,  2.  a)  A  und  B  imaginär,  die  anderen  sieben  reell, 
2.  b)  G  und  H  imaginär,  die  anderen  sieben  reell,  3.  a)  ABCD  imagin&r,  die 
anderen  reell ,  3.  b)  ABGH  imaginär,  die  anderen  reell,  4.  a)  ABCDEFim^- 
ginär,  C^/ reell,  4.  b)  ^^C/>6?^  imaginär,  £/*/ reell,  5.  ABCBE FG ff  imaglnSa, 
/reell.  Wir  schneiden  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {A BGB)  durch  eine 
Transversale  /  in  den  Punktpaaren  F^G^ ,  F^G^  .  •  •  einer  zur  Punktreihe 
E^E^,.»  auf  p  projectivischen  Involution.  Die  Enveloppe  der  Verbindnngs- 
geraden  homologer  Punkte  ist  eine  Curve  C^^  dritter  Ciasse  vierter  Ordnung, 
welche  g  berührt  und  i  zur  Doppeltangente  hat.  Jedem  Punkt  P  von  /  ent- 
spricht eine  Curve  C^  und  es  lassen  sich  deren  Schnittpunkte  mit  I  leicht  be- 
stimmen.  Nennen  wir  dieselben  F^F^F^^  so  sind  die  drei  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels {dBCD)f  welche  durch  F^  F^F^ ^ehen^  die  homologen  Elemente  zu  P£^^ 
PE^,  PE^  in  dem  Strahlenbüschel  P{E^E^E^,.,)^  also  sind  PE^,  PE^,  PE^,  da 
sie  durch  /*j,  F^^  ^3  gehen,  die  drei  von  P  ru  C^^  zu  ziehenden  Tangenten. 
Mau   findet  demnach  die  Durchschnittspunkte  der  Cnxveu  C^  mit  1  als  die 
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SchuittpaDkte  der  Tangenten,  die  sich  yon  den  Punkten  P  der  Geraden  /  an 
Cg^  sieben  lassen,  mit  der  Doppeltangente  i  dieser  Cnrve.  Nach  der  Definition 
bilden  aber  diese  Schnittpunkte  eine  kubische  Involution  nnd  es  folgt: 

2.  |,Liegen  von  den  neun  Orundpunkten  eines  Cur- 
venbtischels  dritter  Ordnung  sechs  auf  einem  Kegel- 
schnitt, so  wirdjede  Transversale  <  von  den  Curven  des 
Büschels  in  den  Punktgruppen  einer  kubischen  Invo- 
lution geschnitten/' 

Durch  einen  Punkt  T  legen  wir  die  Transversalen  it\,.y  welche  die 
Curven  C  in  den  Punktgrnppen  F^  F^  ^3,  F\  F\  F\,..  treffen.  Die  conischen 
Polaren  x  von  T  bezüglich  C^  schneiden  die  Transversalen  //'...  in  den 
harmonischen  Mittelpunkten  zweiten  Grades  My^  N^ ,  M\  N\ ,  . . .  und  bilden, 
da  nach  1.  alle  Paare  if,  iV^ ...  auf/,..,  M\N\  ...auf/'...  die  Punktpaare 
von  quadratischen  Involutionen  sind,  ein  Kegelschnittbüschel.    Also: 

3.  „Liegen  von  den  neun  Grundpunkten  eines  Cur- 
venbüschels  dritter  Ordnung  sechs  auf  einem  Kegel- 
schnitt, so  bilden  die  conischen  Polaren  eines  Punktes 
rbezüglich  allerCurven  desBüschels  ein  Kegelschnitt- 
büschel." 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  neun  Grundpunkte  ABCDEFGEl  der  Curven 
dritter  Ordnung  C  eines  Büschels  haben  nicht  mehr  die  Eigenschaft,  dass 
irgendwelche  sechs  von  ihnen  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Die  Geraden 
AB^  AC  ...  i^/ schneiden  diese  Curven  noch  in  SB...,  6...,  ...2i*'*und 
68  sind  diese  Punktreihen  unter  sich  und  mit  den  Curven  C...  des  Büschels 
dritter  Ordnung  in  projectivischer  Beziehung"!.  Es  seien  a...  die  conischen 
Polaren  von  Ä  in  Bezug  auf  C...  und  sie  schneiden  die  Geraden  AB ^  AC 
...  AI  noch  in©'...,  6'...,  ...  3'....  Dann  sind  A^'B^,  ^6'6?6  ..., 
A^'  I^  je  vier  harmonische  Punkte.  Da  jedem  Punkt  S  ein  Punkt  S'  und 
umgekehrt  jedem  Punkte  93'  ein  Punkt  93  entspricht,  so  sind  die  Punktreihen 
SB...  und  SB'...  und  daher  auch  die  Punktreihen  S'...,  (£'...,  ...,3'... 
in  projectivischer  Beziehung  und  deshalb  müssen  die  conischen  Polaren  a. .. 
von  ^ein  Kegelschnittbüschel  bilden,  denn  durch  jedei»Punkt  einer  der  acht 
Geraden  ABy  ...  ^/geht,  nur  eine  von  allen  conischen  Polaren.  Dasselbe 
gilt  von  den  conischen  Polaren  eines  jeden  der  neun  Grundpunkte.  —  Ist 
nnn  weiter  P  ein  beliebiger  Punkt,  sind  n...  seine  conischen  Polaren  und 
p ...  seine  Polaren  bezüglich  der  Kegelschnitte  a... ,  so  sind  die  Geraden  p ... 
zugleich  die  Polaren  von  A  bezüglich  der  Kegelschnitte  n....  Sie  müssen 
sich,  da  alle  Kegelschnitte  a...  ein  Büschel  bilden,  in  einem  Punkt  Pa 
schneiden,  so  dass  P  und  Pa  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel 
der  Kegelschnitte  a...,  ^  und  Pa  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  n...  sind.  Ganz  ebenso  findet  man  noch  acht  andere  Paare 
B  nnd  P^  ...,  I  nnd  Pi  von  conjugirten  Punkten  der  Kegelschnitte  n,., 
nnd  deshalb  bilden  diese  Kegelschnitte  ein  Büschel  und  es  gilt  allgemein : 
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4.  jyDie  conischen  Polaren  »..,  eines  Punktes  Ph 
Bezug  auf  die  CurvenC^...  eines  Curvenbüschels  dritter 
Ordnung  bilden  ein  Kegelschnittbüsohel/^ 

Drei  Curven  C^  C^  C^  des  Büschels  schneiden  eine  Gerade  g  in  den 
Punkten  QRSy  Q^B^S^,  O^B^S^.  Auf  ^  nehmen  wir  die  Punkte  />/>'. ..nnd 
08  seien  nn^n^^  ntt^n^  ...  deren  conische  Polaren  in  Bezug  auf  jene  drei 
Curven,  welche  von  gm  den  Punkten  MN^  ^i-^i»  ^2^21  ^'^'9  ^\^\\ 
M\N\\  ...  geschnitten  werden.  Zu  jedem  der  Punkte  P...  gehören  also 
sechs  Punkte  MN^  ^i^it  M^N^^  die  eine  quadratische  Involution  bilden. 
Durch  die  beiden  Gruppen  QBS^  Q^  R^  S|  wird  eine  kubische  Involution  be- 
stimmt und  da  MN,  M^N^\  M' N\  M^N^\  ...  die  harmouischen  Mittelpunkte 
zweiten  Grades  für  diese  beiden  Gruppen  bezüglich  der  Punkte  PP\..  sind, 
so  muss  es  in  der  kubischen  Involution  nach  1.  Gruppen  xga,  x'ifß... 
geben,  für  welche  M^N^^  M\N\,,,  in  Bezug  auf  P,  P'...  harmonische 
Mittelpunkte  zweiten  Grades  sind.  Da  im  Allgemeinen  ein  Punkt  P  für 
zwei  Gruppen  von  drei  Punkten  0%B^S^  und  %qo  nicht  dieselben  harmo- 
nischen Mittelpunkte  zweiten  Grades  hat,  so  könnte  es  sich  ereignen, 
dass  eine  Gruppe  %q6  mit  Q^R^S^  zusammenfällt  und  dann  gehörte 
Q^R^S^  zur  Involution.  Träfe  dies  aber  nicht  ein,  so  wäre  die  Punkt- 
reihe  PP',..  in  projectivischer  Beziehung  zur  Involution  x^<r,  x'^'ö'.... 
Der  Gruppe  QRS  dieser  Involution  entspräche  ein  Punkt  $  und  in 
Bezug  auf  diesen  müssten  die  harmonischen  Mittelpunkte  zweiten  Grades 
der  Punkte  QRS  und  Q^R^S^  dieselben  sein,  und  weil  sich  in  ihnen  die 
conischen  Polaren  von  $  bezüglich  aller  C^...  schneiden  würden,  so 
müssten  sie  die  harmonischen  Mittelpunkte  zweiten  Grades  für  jede  Grnppe, 
in  der  g  von  irgend  einer  der  Curven  6'*...  geschnitten  wird,  sein.  Dies 
geht  aber  nicht,  denn  sonst  müsste  es  auch,  weil  die  neun  Grundpunkte 
ABCDEFQHl  beliebig  gewählt  sind,  für  den  Fall  gelten,  dass  sechs  von 
ihnen  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Im  letzten  Fall  bilden  die  Schnitt- 
punkte von  g  die  Gruppen  einer  kubischen  Involution,  und  wenn  wir  anf  die 
Definition  derselben  durch  die  Curve  dritter  Ordnung  vierter  Classe  zarück- 
gehen,  so  müsste  ein  Punkt  $  in  Bezug  auf  dieselbe  als  conische  Polare 
ein  Geradenpaar  haben ,  dessen  Doppelpunkt  im  Doppelpunkt  der  Carve 
liegt.  Dies  aber  ist  nicht  möglich.  Da  die  zweite  Annahme,  dass  zwischen 
den  Punkten  PP'...  und  den  Gruppen  x(»0,  x'^'tf  ...  eine  projectivische 
Beziehung  bestehen  kann,  unstatthaft  ist,  so  mussxp0  und  überhaupt  jede 
dieser  Gruppen  mit  Q^R^S^  zusammenfallen.  Daher  bilden  QRS,  Oi^i^v 
Q^R^S^  drei  Punktgruppen  einer  kubischen  Involution,  und  weil  (?C^Q 
drei  beliebig  gewählte  Curven  des  Büschels  waren,  so  folgt  allgemein: 

5.  ,,Jode  Gerade  wird  von  den  Curven  eines  Büschels 
dritter  Ordnung  in  den  Punktgruppeu  einer  kubischen 
luvolutiongeschnitten.*' 
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Lisst  man  jedem  Punkte  einer  Ebene  seinen  conjngirten  in  Bezog  auf 
ein  festes  Kegelschnittbüschel  entsprechen ,  so  besteht  zwischen  den  Punk- 
ten der  Ebene  eine  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades,  deren  Hauptpunkte 
die  drei  Scheitel  der  im  Büschel  vorkommenden  Geradenpaare  sind  nnd  die 
von  Dur  ige  die  St  einer 'sehe  Verwandtschaft  genannt  ist«  —  Sind  wie- 
der C'...  die  Caryen  eines  Büschels  dritter  Ordnung  mit  beliebigen  neun 
Grundpunkten  ABCDEFGHl^  und  ist  g  eine  Gerade,  welche  die  Curven 
(7^..   in  den   Punktgruppen  QRS..,  schneidet,  so   entsprechen  in  einer 
Stein  er 'sehen  Verwandtschaft,  deren  Hauptpunkte  ABC  sein  mögen,  den 
Curven  C...  die  Curven  &, . .  eines  Büschels  dritter  Ordnung  mit  den  neun 
Grundpunkten  JBCJ^(li%®Q^^  der  Geraden  g  ein  Kegelschnitt  y  durch 
die  drei   Punkte  ABC^  und  den   Gruppen   QRS,..   von  g  die  Gruppen 
09l@...  von  y,  wennSXS...  die  den  Punkten  Z>i^.».  in  der  Steiner« 
sehen  Verwandtschaft  entsprechenden  Punkte  sind.    Die  Verbindungslinien 
est,  9i@,  @0 ...  werden  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ft  sein,  denn  von 
irgend  einem  Punkte  O  des  Kegelschnitts  y  lassen  sich  nur  zwei  Tangenten 
an  die  Enveloppe  aller  Geraden  091»  91® 9  @0...  ziehen,  nämlich  die 
7'angenten  jQ  3t  und  O  @ ,  welche  D  mit  den  beiden  Punkten  dt  und  @  von 
y  verbinden,  welche  mit  O  eine  Gruppe  des  Kegelschnitts  y  bilden.    Weil 
also  die  Enveloppe  der  Geraden  D9i...  ein  Kegelschnitt  ft  ist,  so  können 
wir  schliessen,  dass  die  Gruppen  09i@  •••  die  Gruppen  einer  kubischen 
Involution  sind;  denn  legt  man  durch  zwei  Gruppen  D 9t®  undJDt9li®i 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  iT  und  IC^ ,  so  ist  durch  dieselben  ein  Büschel 
bestimmt,  dessen  Kegelschnitte  E^^  K^..,  den  Kegelschnitt  y  in  den  Punk« 
ten  einer  kubischen  Involution  q%r^8^^  ^s^s^s**-  schneiden,  deren  Involu- 
tionskegelschnitt ft  ist    Ist  ZXt  9tt  ®t  irgend  eine  Gruppe  aus  der  Schaar 
09i@...,  so  muss  sie  mit  irgend  einer  Gruppe  ^t^t't  ^^'  kubischen  Invo* 
lation  zasammenfallen ,  weil  beide  die  Ecken  von  Dreiecken  sind,  deren 
Seiten  den  Kegelschnitt  St  berühren.    Da  also  die  Gruppen  D9t®  ...  eine 
kubische  Involution  bilden,  so  müssen  auch  die  Gruppen  QRS,..  auf  ^  eine 
solche  bilden  und  es  folgt  wieder  allgemein  der  Satz  5.  und  aus  ihm  dann 
der  Sats  4. 

Für  ein  Curvenbüschel  dritter  Ordnung,  dessen  sämmtliche  Curven 
C^.,.  den  Doppelpunkt  ^  gemeinschaftlich  haben,  lassen  sich  die  Sätze  4. 
und  5.  auch  auf  folgende  Art  ableiten.  Es  seien  KK^  ...  die  Kegelschnitte 
eines  Büschels  mit  den  vier  Grundpunkten  91936^  und  D  ein  beliebiger 
Punkt;  man  kann  sich  dann  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels  entstanden 
denken  durch  ein  Strahlenbüschel  in  D  und  eine  ihm  projectivische  Strah- 
leninvolntion  in  ^,  die  in  reducirter  Lage  sich  befinden,  weil  die  Verbin- 
dungslinie D^  sich  selbst  entspricht.  Dieht  man  nun,  unter  Festhaltnng  der 
projecti vischen  Beziehungen  sämmtlicher  Büschel  in  D  und  ^,  alle  diese 
Büschel  um  D  und  d  um  denselben  Winkel,  so  entsteht  aus  dem  Kegel- 
schnittbüschel ein  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  (i^/. .. ,  die  alle  z/ 
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zum  Doppelpunkt  haben  und  durch  fünf  gemeinschaftliche  Punkte  ABCDE 
gehen,  wenn  ABCE  die  Paukte  sind,  in  denen  sich  die  Strahlen  ^S  und 
/>%,  ^S3  jand  Z>$B,  ^S  und  i>6,  JD  und  DJ  nach  der  Drehung  schneiden. 
—  Ist  St  ein  beliebiger  Kegelschnitt  durch  die  beiden  Punkte  J  und  8,  so 
wird  er  von  den  Kegelschnitten  j^ ...  'in  den  Punktpaaren  $  D . . .  einer 
quadratischen  Involation  geschnitten;  ist  Sti  ein  anderer  Kegelschnitt,  der 
durch  J geht,  so  wird  er  von  den  Kegelschnitten K,,,  in  den  Pnnktgrappen 
9i@£ . . .  einer  kubischen  Involution  geschnitten.  Beide  Kegelschnitte  kann 
man  sich  durch  ein  Strahlenbüschel  und  eine  projectivische  Strahleninvola- 
tion,  die  sich  in  redacirter  Lage  befinden,  erzeugt  denken.  Lässt  man  diese 
beiden  Büschelpaare  an  der  vorhin  festgesetzten  Drehung  theilnehmen ,  so 
wird  aus  St  eine  Curve  (^  und  aus  Sti  eine  Curve  €x^  die  beide  J  zum  Dop- 
pelpunkt haben«  Die  erstere  geht  durch  DA  und  E  und  wird  von  den  Cur- 
ven  C^^..  in  den  Punktpaaren  PQ.*.  geschnitten.  Da  die  Strahlen  ^($D...) 
eine  quadratische  Involution  bildeten,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  Strahlen 
J{PQ, . .).  —  Die  Cnrve  (Sj*  geht  durch  D  und  E  und  wird  von  den  Curven 
C^^,..  in  den  Punktgruppen  EST..,  geschnitten,  und  da  i^(9t@3^...)  eine 
kubische  Involution  bilden,  so  müssen  auch  die  Strahlen  ^(/{ ST...)  eine 
solche  bilden. 

Eine  Gerade  g  sehneidet  die  Kegelschnitte  R.,.  in  den  Punktpaaren 
SR 91...  einer  quadratischen  Involution;  wir  denken  uns  g  entstanden  durch 
zwei  perspectivische  Strahlenbüschel  in  A  und  />.  Nach  der  Drehung  ist 
aus  g  ein  Kegelschnitt  y  geworden,  der  durch  «die  Punkte  A^  D  und  E  geht 
und  von  den  Curven  C^^..,  in  den  Punktpaaren  JlfiV^...  einer  quadratischen 
Involution  geschnitten  wird. 

Einem  Kegelschnitt  h  durch  8  und  D  entspricht  nach  der  Drehung  eine 
Cnrve  /*  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkte  2>,  welche  von  jeder  der 
Curven^^'...  in  einer  Gruppe  FGff..,  von  drei  Paukten  geschnitten  wird. 
Vor  der  Drehung  lagen  diese  Gruppen  in  den  Punkten  9@$...  von  %  und 
bildeten  eine  kubische  Involution,  also  ist  das  Strahlenbüschel  D{FGff,..) 
ein  kubisch  -  involutorisches. 

Ist  ferner  X|  ein  Kegelschnitt  durch  91,  S3  und  D  und  wird  er  von  den 
Kegelschnitten  EICi ...  in  den  Punkten  $i  ®i . .  •  einer  quadratischen  Invo- 
lution geschnitten ,  so  entspricht  ihm  nach  der  Drehung  eine  Curve  ^^i'  drit- 
ter Ordnung  mit  dem  Doppelpunkte  D,  welche  von  den  Curven  C^,..  in  den 
Punkten  F,  Crj . . .  geschnitten  wird,  so  dass  das  Büschel  D{F^Gf .,.)  ein  qua- 
dratisch -  involutorisches  ist. 

Wenn  die  in  AD  vereinigten  entsprechenden  Strahlen  sich  nach  der 
Drehung  in  einem  Punkte  E  schneiden,  und  man  dreht  in  entgegengeaetster 
Bichtung  AD  um  den  Winkel  DAE  und  DA  um  den  Winkel  ADE,  so  erhält 
man  als  Schnittpunkt  einen  Punkt  E\  Legt  man  durch  diesen  und  die  Punkte 
D  und  A  einen  beliebigen  Kegelschnitt  X,  so  wird  dieser  von  den  Kegel- 
schnitten KKy,..  in  den  Punktgruppen  einer  kubischen  Involution  gesehnit- 
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teD.  Nach  der  Drehnng  fallen  die  entsprechenden  Strahlen  AB!  und  DE' 
iD  die  Gerade  AD  zusammen  und  die  projectivischen  Strahlenbüschel, 
welche  A  erzeugten,  gelangen  in  perspectivische  Lage  und  erzeugen  eine 
Gerade  /.  Diese  mnss  daher  von  den  Curven  C^. . .  in  den  Punktgruppen 
einer  kabischen  Involution  geschnitten  werden.    Aus  Allem  folgt: 

6.    Haben  die  Curven  C^.,,   eines  Büschels  den  ge- 
meinschaftlichen Doppelpunkt  A  und  die  fünf  Grund- 
punkte ABCDE^  so  wird  jede  Curve  S'  dritter  Ordnung, 
welche  A  zum  Doppelpunkte  hat  und  durch  drei  Grund- 
punkte geht,  in  den  Punktpaaren  einer  quadratischen 
Involution,  2.  jede  Curve  €,'  dritter  Ordnung,  welche 
A  zum  Doppelpunkte  hat  und  durch  zwei  Grundpunkte 
geht,  in  den  Punktgruppen  einer  kubischen  Involution, 
d.    jeder   Kegelschnitt   jf,    der   durch    den   Doppelpunkt 
und  zwei  Grundpunkte  gelegt  ist,  in  den  Punktpaaren 
einer  quadratischen  Involution,  4.  jode  Curve  /'  dritter 
Ordnung,   welche  einen  der  Grnndpunkte  zum  Doppel* 
punkte    hat  und   durch   einen   andern   Grundpunkt  und 
den  Doppelpunkt  A  geht,   in  den  Punktgruppen  einer 
kubischen  Involution,  5.  jede  Curve  7^1' dritter  Ordnung, 
welche  einen  d-er  Grundpunkte  zum  Doppelpunkte  hat 
und  durch  zwei  andere  und   den   Doppelpunkt  zf  geht, 
in    den    Punktpaaren    einer    quadratischen  Involution, 
6.  jede  Gerade  in  den  Punktgruppen  einer  kubischen     • 
Involution  geschnitten. 
Man  könnte  leicht  noch   mehr  ähnliche   Sätze   aufstellen.    Von  den 
Grandpunkten  müssen  der  Doppelpunkt  und  drei  andere  stets  reell,  zwei 
können  imaginär  sein.    Auf  folgende  Art  gelangt  man  zu  einem  Büschel ,  in 
welchem  vier  Grundpunkte  imaginär  sein  können.    Es  sei  A  der  Scheitel 
einer  quadratischen  Involution,  deren  Strahlenpaare  a^a^^b^h^,.,  sein  mö- 
gen; projectivisch  zu  ihr  sei  eine  Panktreihe  J,  B,,,  auf  einer  Geraden  g\ 
ferner  sei  /  eine  feste  Gerade  und  X  auf  ihr  ein  variabler  Punkt.  Verbindet 
man  X  mit  A^  B,,,^  so  ist  das  Strahlenbüschel  X{Ay  B..,)  in  projectivischer 
Beziehung  mit  der  Involution  Aia^a^^  6|6,  ...).    Beide  erzeugen  eine  Curve 
C^  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  A^  welche  g  in  drei  festen  Punk- 
ten schneidet.    Wird  nämlich  g  vom  Büschel  A{a^a^..J)  in  den  Punktpaaren 
A^A^., ,   einer  quadratischen  Involution  geschnitten ,  so  bat  diese  mit  der 
projectivischen  Punktreihe  AB ...  drei  Doppeljjunkte  MHO  gemeinschaft- 
lich, von  denen  zwei  imaginär  werden  können.    Es  schneidet  /  die  ^  in  Z; 
wir  können   nun  die  Involution  A^A^,,,  so  bestimmt  denken ,  dass  dem 
Punkte  L  ein  imaginäres  Punktepaar,  also  dem  gemeinschaftlichen  Strahl  / 
aller  Büscheln  ein  imaginäres  Strahlenpaar  1^1%  in  A  entspricht*  Die  imagi- 
nären Schnittpunkte  PQ  von  /  und  /( Z,  sind  zwei  gemeinschaftliche  Punkte 
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aller  Cnrven  C^.  Wir  baben  somit  ein  Büschel  erhalten  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Doppelpunkt  /l  und  den  fünf  Grundpunkten  MNOPQ,  Von 
diesen  können  vier,  nämlich  MNPQ^  imaginär  werden.  Auf  dieselbe  Weise, 
wie  für  den  Satz  2,  findet  man,  dass  jede  Gerade  von  allen  Gurven  dieses 
Büschels  in  einer  kubischen  Involution,  geschnitten  wird. 

Nachdem  bewiesen  ist,  dass  eine  Gerade  von  allen  Gurven  dritter 
Ordnung  eines  Büschels  mit  gemeinschaftlichem  Doppelpunkte  in  den 
Punktgruppen  einer  kubischen  Involution  geschnitten  wird ,  lässt  sich  das- 
selbe für  ein  Büschel  von  Gurven  dritter  Ordnung  mit  neun  gemeinschaft- 
lichen Grundpunkten  leicht  folgern.  Sind  ABGDEFGUI  die  neun  Grund- 
punkte, so  kann  man  sich  jede  Gurve  des  Büschels  erzeugt  denken  durch 
ein  Kegelschnittbüschel  (^A  B  C  D)  und  ein  Strahlenbüschel  (P),  dessen 
Scheitel  P  auf  dem  Kegelschnitt  St  liegt,  welcher  durch  die  fünf  Punkte 
EFGHI  bestimmt  ist.  Irgend  eine  Gerade^  werde  vom  Büschel  {AB CD)  in 
der  quadratischen  Involution  Mü^  ^, iV| , ...  und  von  dem  variablen  Strah- 
lenbüschel (P)  in  der  Punktreihe  X^  X^^ ...  geschnitten.  Die  drei  Doppel« 
punkte  von  MN^  Jlf|iV^|, .,.  und  der  variablen  Reihe  ^,  ^i,...  bilden  aber 
die  Punktgruppen  einer  kubischen  Involution.  Denn  ist  A  ein  beliebiger 
Punkt,  so  ist  die  Involution  A^MN^  M^N^y,..)  in  projectivischer  Beziehung 
mit  dem  variablen  Büschel  PQX^Ä^  .,,),  Die  Erzeugnisse  dieser  Büschel 
sind  Gurven  dritter  Ordnung  eines  Büschels  mit  gemeinschaftlichem  Dop- 
pelpunkt A  und  den  fünf  Grundpunkten  EFGHI^  und  diese  Gurven  schnei- 
den die  Gerade  g  in  denselben  Punktgruppen,  in  denen  sie  von  den  Gurven 
des  Büschels  (ABCDEFGEI)  geschnitten  wird.  Also  bilden  diese  Punkt- 
gruppen eine  kubische  Involution. 

n. 

Eine  biquadratische  Involution  soll  definirt  werden  als  die  Gesammt- 
heit  von  Grnppen  von  je  vier  Punkten,  in  denen  ein  Kegelschnitt  ß  von 
den  Kegelschnitten  iCJ^i  . . .  eines  Büschels  geschnitten  wird. 

Bezeichnen  wir  diese  Gruppen  auf  ft  mit  AB  CD,  J^B^CxDx*.*y  so 
werden  die  sechs  Verbindungslinien  der  Punkte  einer  jeden  Gruppe  Tan- 
genten einer  Gurve  sein.  Da  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  nur  drei  Tan- 
genten an  dieselbe  sich  ziehen  lassen:  AB,  AC,  AD,  so  ist  diese  Garve  von 
der  dritten  Glasse.  —  Dies  kann  man  jedoch  noch  auf  folgende  Art  bewei- 
sen. Die  Grundpunkte  des  Büschels  KK^ ...  seien  PQHS-^  die  Kegelschnitte 
K  und  ^  bilden  ein  neues  Büschel  mit  den  Grundpunkten  AB  CD  und 
schneiden  die  Geraden  PQ  und  PR  in  den  Punktpaaren  zweier  projecti vi- 
schen Involutionen.  Die  Schnittpunkte  von  PQ  mit  St  seien  TU,  von  PR 
mit  ^  seien  7,  27,  und  das  Geradenpaar  {AB,  CD)  schneide  PQ  in  X¥,  PR 
in  XyV,',  {AC,  BD)  schneide  PQ  in  Ä'r\  PR  in  X\  Y\  und  {AD,  BC) 
schneide  PQ  in  X"Y",  PR  in  X'\  F",,  dann  ist  die  Involution  {PQ,  Tu, 
XY,  X'Y',  X"Y",  ...)   in   projectivischer    Beziehung  mit  der  Involution 
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(P,R,  T,  U,  Zi  r,,  Ä\  r,.  Ä'\  F",,  ...).  Wählen  wir  statt  des  Kegel- 
schnittes K  irgend  einen  andern  des  Büschels,  so  bleiben  die  Paare  PQ^  TU 
nnd  PR,  Ti  CT,  unverändert,  also  müssen  die  Paare,  in  denen  PQ  und  PR 
von  den  Geradenpaaren  (-^i  ^i ,  C,Z>,),  (A^C^y  Ri^t\  (^i^n  ^t^t)  geschnit- 
ten werden,  jenen  Involutionen  angehören  nnd  wir  folgern,  dass  die  drei 
Paare  von  Geraden,  in  welche  die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  Punkte 
irgend  einer  Gruppe  der  biquadratischen  Involution  zerfallen,  die  Geraden 
PQ  nnd  PR  in  projecti vischen  quadratischen  Punktinvolutionen  schneiden, 
in  denen  PQ  nnd  PR  homologe  Punktpaare  sind.  Also  ist  die  Enveloppe 
aller  jener  Verbindungslinien,  die  Involntionscurve,  eine  Curve  C,* 
dritter  Classe  sechster  Ordnung.  Da  die  genannten  Geradenpaare  auch  die 
Geraden  SP  und  SR^  QR  nnd  QS  \n  den  Punktpaaren  projectivischer  qua- 
dratischer Involutionen  schneiden,  so  müssen  auch  diese  vier  Geraden  Tan- 
genten von  C,*  sein.    Daher  folgt: 

7.  „Sind  AB  CD,,,  die  Punkt  gruppen  einer  biquadra- 
tischen Involution  auf  einem  Kegelschnitt  ft,  so  ist  die 
Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  vier  Punkte  aller 
Gruppen  eine  Curve  C,'  dritter  Classe  sechster  Ord- 
nung. —  Legt  man  durch  die  Punkte  der  einzelnen 
Gruppen  und  einen  beliebigen  Punkt  /^Kegelschnitte 
A^A^f...,  so  schneiden  sich  diese  noch  in  drei  Punkten 
QRS;  die  sechs  Verbindungslinien  der  vier  Punkte  aller 
unzähligen    Gruppen   PQRS  sind   auch   Tangenten   von 

Wir  benutzen  jetzt  die  Stein  er 'sehe  Verwandtschaft  und  nehmen 
zwei  von  den  Grundpunkten ,  etwa  P  und  Q,  und  einen  beliebigen  Punkt  J 
von  $t  zu  Hauptpunkten  derselben,  so  entspricht  dem  Kegelschnitt  ft  eine 
Curve  (S/  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  zf,  und  den  Kegelschnitten 
ifiTATi . . .  entsprechen  wieder  Kegelschnitte  Af^A^i . . .  eines  Büschels,  welches 
auch  P  und  Q  zu  zwei  Grnndpunkten  hat.  Den  Gruppen  AB  CD.,,  ent- 
sprechen Gruppen  AB' CD',,,  auf  S4',  so  dass  die  Strahlengrnppen 
^(JtB^C'If ...)  eine  biquadratische  Involution  bilden.    Es  folgt: 

8,  ,,Eine  Curve  ß^*  dritter  Ordnung  mit  dem  Dop- 
pelpunkte z/  wird  von  d6n  Kegelschnitten  A'A'j ...  eines 
Büschels,  von  dessen  Grundpunkten  zwei,  P  und  jß,  auf 
€/  liegen,  in  den  Punktgruppen  einer  biqnadratischen 
Involution  geschnitten,  so  dass  die  Verbindungslinien 
von^mit  denselben  die  Strahlengruppen  einer  biqua- 
dratischen Strahleninvolution  bilden.** 

Wenn  man  ?  nnd  Q  als  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes 
^  wählt,  die  auf  den  beiden  Doppelpunktstangenten  liegen,  so  heisst  der 
Satz: 


Digitized  by  VjOOQIC 


214         Zur  Theorie  der  kubischen  und  biquadratischen  Involation. 


8.a)  „Eine  Corvo  (^^  dritter  Ordnung  mit  dem  Dop- 
pelpunkt J  wird  von  den  Kegelschnitten  eines  Bü- 
schels, von  dessen  Ornndpankten  zwei,  P  und  Q^  mitz/ 
zusammenfallen,  in  solchen  Pnnktgrnppen  geschnit- 
ten, dass  ihr.e  Verbindungslinien  mit  d  die  Strahlen- 
grnppen  einer  biqnadratischen  Involntion  bilden." 

8.b)    „Die  Ctirven  dritter  Ordnung  eines  Bfischels 
mitgemeinschaftlichem  Doppelpunkt  iischneiden  einen 
durch  denselben  gelegten  Kegelschnitt  R  indenPonkt- 
grnppen  einer  biquadratischen  Involution." 
Denn  sind  AB  CD,.,  die  Gruppen  auf  ft,  so  sind  die  sechs  Verbin- 
dungslinien dieser  vier  Punkte  einer  jeden  Gruppe  Tangenten  einer  Curve 
C^  dritter  Classe,  weil  von  einem  Punkte  A  des  Kegelschnittes  St  sich  nur 
drei  Tangenten  an  die  Enveloppe  aller  jener  Verbindungslinien  ziehen  las- 
sen, die  Geraden  nftmlich,  welche  A  mit  den  drei  Punkten  verbinden,  die 
mit  A  zusammen  eine  Gruppe  bilden.   Es  können  also  alle  Grnppen  aBCD  ... 
auch  erzeugt  werden  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  eines  Bü- 
schels mit  St  und  sind  daher  die  Punktgruppen  einer  biquadratischen  Invo- 
lution. 

Nehmen  wir  A  und  zwei  Punkte  von  St  als  Hauptpunkte  einer  S  t  e  i  - 
n er' sehen  Verwandtschaft,  so  entspricht  dem  Kegelschnitt  ft  eine  Gerade p 
und  allen  Curven  dritter  Ordnung  entsprechen  die  Curven  vierter  Ordnung 
eines  Büschels  mit  gemeinschaftlichem  dreifachen  Punkt  A,  Da  den  Punkt- 
gruppen der  Involution  auf  ^  die  Pimktgruppen  der  Involntion  auf  g  ent- 
sprechen, so  folgt: 

9.  „Die  Curven  vierter  Ordnung  eines  Büschels 
mit  demselben  dreifachen  Punkte  werden  von  jeder 
Geraden  in  den  Punktgruppen  einer  biquadratischen 
Involution  geschnitten." 

Sind  wieder  C^.,,  die  Curven  dritter  Ordnung  eines  Büschels  mit  dem- 
selben Doppelpunkt  A  und  ist  St  ein  Kegelschnitt  durch  ihn,  und  wählen  wir 
A  und  zwei  Grundpunkte  zu  Hauptpunkten  einer  St  einer 'sehen  Ver- 
wandtschaft, so  entsprechen  in  ihr  den  Curven  C^  die  Kegelschnitte  K... 
eines  Büschels,  das  A  zu  einem  Grundpunkte  hat ,  und  dem  Kegelschnitt  St 
entspricht  eine  Curve  S4'  mit  dem  Doppelpunkt  A.  Den  Punktgruppen ,  in 
denen  St  von  C^»,,  geschnitten  wird,  entsprechen  die  Punktgruppen,  in 
denen  S^'  von  K, . .  geschnitten  wird.   Also : 

10.  „Wenn  eine  Curve  64' dritter  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt  zf  diesen  in  einem  der  Grnndpunkte  eines 
Kegelschnittbüschels  liegen  hat,  so  wird  sie  von  den 
Kegelschnitten  K,..  dieses  Büschels  in  solchen  Punk- 
ten geschnitten,  dass  ihre  Verbindungsli  nien  mit  z/ eine 
biquadratische  Involution  bilden." 
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Nehmen  wir  jetzt  den  Doppelpunkt  A  und  swei  Ornndpankte  des  Bü- 
schels if . . .  zu  Hauptpunkten  einer  Steiner'  sehen  Verwandtschaft ,  so  ent- 
spricht in  ihr  der  Cnrve  €/  eine  Curve  (S^  welche  d  snm  dreifachen  Punkte 
hat.  Den  Kegelschnitten  üf. . .  entsprechen  die  Geraden  g .,,  eines  Büschels 
und  es  folgt: 

11.  „Die  Geraden  g.,.  eines  Büschels  jschneiden 
eine  Curve  C^  vierter  Ordnung,  die  einen  dreifachen 
Punkt  A  hat,  in  solchen  Punkten,  dass  ihre  Verbin- 
dung sl  in  ien  mit  ^  die  Strahlengruppen  einer  bi quadra- 
tischen Involution  bilden.*' 

Sind  K....  die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  ist  ft  ein  beliebiger 
Kegelschnitt;  wählen  wir  drei  Punkte  von  ft  zu  Hauptpunkten  einer  Stei- 
ner'sehen  Verwandtschaft,  so  entspricht  dem  ß  eine  Gerade  g  und  den 
Kegelschnitten  K,.,  entsprechen  die  Curven  vierter  Ordnung  eines  Bü- 
schels mit  drei  Doppelpunkten.   Daraus  folgt : 

12.  „Alle  Curven  vierter  Ordnung  eines  Büschels, 
welche  drei  gemeinschaftliche  Doppelpunkte  haben, 
worden  von  einer  Geraden  in  den  Punkten  einer  biqua- 
dratischen Involution  geschnitten.*' 

Es  seien  eine  kubische  Strahleninvolution  und  ein  concentrisches  pro- 
jectivisches  Strahlenbüschel  gegeben ;  der  gemeinschaftliehe  Scheitel  beider 
sei  d ^  (^'i^t^'s)!  (^i^t^fl)  •••  Gruppen  der  Involution,  a,  6  ...  die  entspre- 
chenden Strahlen  des  Büschels.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  lege  man 
zwei  Gerade  o  und  jS,  welche  a^a^a^  und  h^h^h^  in  Ä^Ä^Ä^  und  B^B^B^ 
schneiden;  durch  diese  sechs  Punkte  lege  man  eine  Curve  dritter  Ordnung 
C^y  welche  in  d  einen  Doppelpunkt  hat,  so  entspricht  jedem  Strahl  y,  d... 
von  P  eine  Gruppe  (ciC^Cg),  (rf, (/,rf,)  ...  von  ^f;  daher  müssen  die  Büschel 
//(a6c...)  und  P^aßy...)  projectivisch  sein  und  einen  Kegelschnitt  erzeu- 
gen, der  C^  ausser  in  //  noch  in  vier  Punkten  LMNO  schneidet.  In  den 
vier  Strahlen  AL^  JMy  JN^  AO  fallen  je  zwei  entsprechende  Strahlen  der 
Involution  und  des  Büschels  in  J  zusammen.    Daraus  folgt  sofort: 

13.  „Eine  kubische  Strahleninvolntion  und  ein  zu 
ihr  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugen  durch 
die  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  eine  Curve  C^ 
vierter  Ordnung  mit  dem  dreifachen  Punkt  z/.** 

Sind  C*...  die  Curven  dritter  Ordnung  eines  Büschel»  {ABCDEFGBI), 
P{a.,,)  die  Strahlen  eines  projectivischen  Büschels,  so  erzeugen  die  Bü- 
schel C*...  und  P{a,.,)  eine  Curve  vierter  Ordnung  C\  Wir  schneiden 
P(a...)  durch  eine  Gerade  g  in  den  Punkten  ^..«  und  lassen  P  sich  auf 
einer  Geraden  /  bewegen,  dann  sind  alle  Büschel  P(Q...)  projectivisch  dem 
Büschel  6?'...  und  erzeugen  mit  diesem  Curven  vierter  Ordnung,  welche 
folgende  Punkte  gemeinschaftlich  haben:  1.  die  ndun  Grundpunkte  AB  CD 
EFGHI'^  2.  die  drei  Punkte  KLM^  in  denen  /  als  Strahl  eines  jeden  Bü- 
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schels  P  die  ihm  entsprechende  Curve  C^  schneidet.  Die  Cnrven  €*.., 
schneiden  g  in  einer  zur  Reihe  Q.,,  projectivischen  kabischen  Involation; 
es  fallen  viermal  entsprechende  Punkte  zusammen,  diese  seien  RSTÜ  and 
sie  sind  allen  Curven  C*  gemeinschaftlich.  Wir  erhalten  somit  ein  Büschel 
von  Curven  vierter  Ordnung  mit  10  Ornndpunkten.  —  Eine  Transversale  t 
schneide  (7'...  in  den  Punktpruppen  {XYZ)...  einer  kubischen,  zur  Punkt- 
reihe ()...  auf  (^  projectivischen  Involution.  Die  Enveloppe  der  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  ist  eine  Curve  C^  vierter  Classe  mit  der 
dreifachen  Tangente  U  Von  einem  beliebigen  Punkte  P  lassen  sich  an  C^ 
vier  Tangenten  ziehen,  welche  i  und  g  in  vier  homoIngen  Funktpaaren  X 
und  Q  schneiden.  Dem  Strahl  PQ  entspricht  eine  Curve  C,  welche  PQ  in 
X  schneiden  muss ;  daher  sind  die  Schnittpunkte  der  vier  Tangenten ,  die 
sich  von  P  an  C^  ziehen  lassen ,  mit  /  zugleich  die  Schnittpunkte  der  dem 
Punkte  P  entsprechenden  Curve  C^  mit  U  Zieht  man  aber  von  den  Punkten 
einer  Geraden  /  Tangenten  an  eine  Curve  C^  vierter  Classe  mit  einer  drei- 
fachen Tangente  f,  so  wird  diese  nach  der  Definition  in  einer  biquadratischen 
Involation  geschnitten,  also  folgt: 

14.  „Wenn  von  den  16  Ornndpunkten  eines  Büschels 
von  Curven  vierter  Ordnung  zwölf  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung  liegen,  so  wird  jede  Gerade  von  den 
Curven  dieses  Büschels  in  den  Punktgruppen  einer  bi- 
quadratischen  Involution  geschnitten.*' 
^Es  seien  wieder  C...  die  Cnrven  dritter  Ordnung  eines  Büschels  mit 
den  neun  Ornndpunkten  ABC DEFGHl^  doch  seien  zwei  von  ihnen,  A  und 
B,  conjngirte  Punkte  einer  jeden  C'...,  diese  als  Hesse'sche  Curven  be- 
trachtet. Man  kann  sich  dann  jede  dieser  Curven  C...  durch  zwei  projec- 
tivische  quadratische  Strahleninvolutionen  mit  den  Scheiteln  A  und  B  erzengt 
denken,  die  in  der  Geraden  i^i?  zwei  homologe  Strahlen  haben.  Durchs  und  B 
legen  wir  einen  beliebigen  Kegelschnitt  $,  welcher  von  jeder  C...  in  einer 
Gruppe  von  vier  Punkten  geschnitten  wird.  Die  sechs  Verbindungslinien 
einer  jeden  solchen  Gruppe  berühren  eine  Curve  G^  dritter  Classe,  denn 
von  jedem  Punkte  auf  St  lassen  sich  an  diese  Curve  nur  drei  Tangenten 
ziehen,  die  Geraden  nämlich,  welche  jenen  Punkt  mit  den  drei  Punkten  ver- 
binden, die  mit  ihm  eine  Gruppe  bilden.  Daher  bilden  alle  diese  Gruppen 
eine  biquadratische  Involution.  Ist  3R'  ein  beliebiger  Punkt  von  ft,  so 
schneiden  sich  in  ihm  zwei  homologe  Strahlen  der  Involutionen  in  A  und  B» 
Drehen  wir  alle  Involutionen  in  A  und  B  um  solche  Winkel,  dass  JSOt'  und 
^9R'  auf  AB  fallen,  so  werden  sie  jetzt  Curven  vierter  Ordnung  erzengen, 
welche  A  und  B  zu  Doppelpunkten  und  ausserdem  acht  gemeinschaftliche 
Punkte  (S^(S|$®$39R  haben,  wenn  SR  derjenige  Punkt  ist,  in  dem  die 
vor  der  Drehung  auf  ^^  vereinigten  homologen  Strahlen  nach  der  Drehung 
sich  schneiden.  Alle  diese  Curven  bilden  also  ein  Büschel.  Die  beiden  pro- 
jectivischen Strahlenbüsche]  in  A  und  Z?,  welche  den  Kegelschnitt  jt  erseu- 
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gen ,  schneiden  sich  nach  der  Drehung  auf  einer  Geraden  g.  Ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Cnrven  des  Büschels  vierter  Ordnung  bilden  eine  biqnadra- 
tische  Involution,  weil  sie  vor  der  Drehung  eine  solche  auf  R  bilden. 
Daraus  folgt: 

15.  „Die  Curven  vierter  Ordnung  eines  Büschels 
mit  zwei  gemeinschaftlichen  Doppelpunkten  worden 
von  jeder  Transversale  in  den  Punkten  einer  biquadra- 
tischen Involution  geschnitten.'* 

Sind  KK^K^  ...  die  Kegelschnitte  eines  Netzes  und  nimmt  man  in  Be- 
zug auf  dieselben  die  Polaren  pp\  p', ...  eines  beliebigen  Punktes  Qy  so  ist 
zwischen  den  Kegelschnitten  ifA'iA",  ...  und  den  Geraden  p'p\  p\  -  >.^  die 
wir  als  zwei  Systeme  £  und  £'  auffassen ,  eine  geometrische  Verwandt- 
schaft hergestellt.  In  dieser  entspricht  jedem  Kegelschnitt  K'  von  £'  eine 
Curve  (7*  vierter  Ordnung  von  Z,  Sind  also  K'K\K\  ...  die  Kegelschnitte 
eines  Büschels  mit  den  vier  Gruu'dpunkteo  Ä BC'D\  so  entsprechen  ihnen 
die  Curven  C^C^^C^,.,  vierter  Ordnung  eines  Büschels  mit  den  Grundpunk- 
ten A  A^  A^  A^  B  B^  5,  ^j CC,  C, 6',  D  D^  />,  7), ,  worin  A  A^  A^  A^  die  Grundpunkte 
eines  Kegelschnittbüschels  von  2  sind ,  welchem  in  £'  ein  Strahlenbfischel 
mit  dem  Scheitel  ^  entspricht.  Ebenso  sind  BB^  ^t  ^si  CC^C^C^,  DD^D^D^ 
Grundpunkte  von  Kegelschnittbüscheln  in  2,  welche  Kegelschnittbüschiel 
des  Netzes  sind  und  denen  in  Z'  Stfahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  R^  C\ 
D'  entsprechen.  Je  zwei  dieser  vier  Gruppen  von  vier  Grnndpunkten  liegen 
auf  einem  Kegelschnitt  des  Netzes.  Irgend  eine  Gerade  g  schneidet  die 
Cilrven  6r*C/...  in  Punktgruppen  WXYZ,  W^  X,  K,Z,,  ...,  denen  die  Punkt- 
grnppen  W'X'Y'Ü^  W\X\Y\Z!^^  ...  auf  einem  Kegelschnitt  /entspre- 
chen, welcher  der  Geraden  g  von  2?  in  H'  entspricht.  Da  die  letzten  Punkt- 
gruppen eine  biquadratische  Involution  bilden,  so  ist  es  auch  mit  den  ersten 
der  Fall  und  wir  haben  den  Satz : 

16.  „Wenn  die  16  Grundpunkte  AA^A^A^BB^B^B^CC^C^C^ 
DD^D^D^  der  Curven  C*Ct*...  vierter  Ordnung  eines  Bü- 
schels so  liegen,  dass  je  zwei  der  vier  Gruppen  i^^, ^2 ^t« 
BB^B^B^,  CCiCfC^,  DDiDfD^  acht  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes sind,  so  schneiden  diese  Curven  irgend  eine 
Gerade  in  den  Punktgruppen  einer  biqnadratischen 
Involution." 

Sämmtlichen  Geraden  p  von  S  entsprechen  Kegelschnitte  n  von  Z'; 
von  diesen  gehen  16  durch  irgend  zwei  Punkte  A*  und  ^,  acht  durch  einen 
Punkt  A'  und  berühren  ausserdem  eine  Gerade  p\  und  vier  berühren  zw9i 
Gerade  p'  und  p\.  Denn  den  Punkten  Ä  und  B^  entsprechen  in  2  die  Punkte 
AA^A^A^  und  BB^B^B^y  und  den  16  Geraden  /?,  welche  die  vier  Punkte 
AA^A^Ag  mit  den  vier  Punkten  BB^B^B^  verbinden,  entsprechen  in  £  16 
Kegelschnitte  n  durch  A'  und  B\  Der  Geraden  p'  von  Z'  entspricht  in  Z  ein 
Kegelschnitt  K,  an  welchen  sich  von  den  vier  Punkten  AA^A^A^  acht  Tan- 

Z«iiichrifl  f.  Mathematik  n.  Physik.  XIX,  8.  15       (^ r\r\r^\o 
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genten  ziehen  lassen ,  and  diesen  entsprechen  in  Xi'  acht  Kegelschnitte  li ^ 
welche  darch  Ä  gehen  nnd  p  berühren;  der  Geraden  p\  von  If  entspricht 
in  X  ein  Kegelschnitt  K^  nnd  den  vier  gemeinschaftliclien  Tangenten  von 
K  und  K^  entsprechen  die  vier  Kegelschnitte  n  ^  welche  p'  nnd  p\  berühren. 
Unter  allen  Kegelschnitten  li  giebt  es  also  16  (vergl.  Cremona,  Einlei- 
tang  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Onrven,  S.  293),  welche  einen 
Kegelschnitt  K'  doppelt  berühren.  Die  16  Geraden  p  von  £,  welche  diesen 
16  Kegelschnitten  n  entsprechen ,  sind  daher  Doppeltangenten  der  Carve 
C^  vierter  Ordnung,  welche  in  Z  dem  Kegelschnitt  K'  von  H'  entspricht. 
Allen  Tangenten  von  K'  entsprechen  in  ^solche  Kegelschnitte,  welche  C^ 
in  vier  Punkten  berühren  und  zu  den  Kegelschnitten  des  Netzes  gehören. 
Von  ihnen  gehen  durch  einen  Punkt  nur  zwei  und  sie  bilden  also  eine  Kq- 
gelschnittreihe  vom  Index  zwei.  Wir  können  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 
als  conische  Pularen  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  ansehen;  dann  liegen  die 
Pole  aller  Kegelschnitte  der  Reibe  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  die 
Hesse 'sehe  Curve  des  Netzes  in  sechs  Punkten  schneidet.  Die  conischen 
Polaren  dieser  sechs  Punkte  sind  Geradenpasre,  deren  Theile  folglieh  Dop- 
peltangenten von  C*  sind.  Da  wir  somit  noch  zwölf  Doppeltangenten  erhal- 
ten, so  hat  C^  im  Ganzen  28  Doppeltangenten  und  es  folgt: 

17.    „Eine  Curve  C*  hat  28  Doppelt aiigenten.*' 
Salmon  giebt  von  diesem  Beweise  für  die  Existenz  der  28  Doppel- 
tangenten nur  den  zweiten  Theil  (vergl.  Salmon,  Analytische  Geometrie 
der  höheren  ebenen  Curven ,  bearbeitet  von  Fiedler). 


Digitized  by  VjOOQIC 


X. 
Zur  independenten  Darstellung  der  Bemoalli'schen  Zahlen. 


Von 


H.  Nägelsbach  ^ 

Qymnasialprofessor  in  Zweibrücken. 


Die  Darstellung  der  Summe  1^  +  2*+...+«*  als  Function  von  «,  und 
damit  die  independente  Darstellung  der  Bcrnoulli'scheu  Zahlen,  ergiebt 
sich  sehr  einfach  mittels  einer  symmetrischen  Function ,  die  ich  schon  ein- 
mal in  dieser  Zeitschrift  (17.  Jahrgang)  zu  einer  Umformung  der  Resultante 
zweier  ganzen  Functionen  benützt  und  vorher  im  Programm  des  Zwei 
hrückener  Gymnasiums  von  1871  ausführlich  behandelt  habe. 

k 

Diese  Function ,  dargestellt  durch  (oti  ,  a,  . . . «»)  >  ^o  ^  ^i^e  ganze  Zahl 
bedeutet,  ist  am  einfachsten  definirt  durch  die  Gleichung 
k  k  fc-i 

1)  («1,  «t  .•.«!•)  ==  («11  «1 . .  •  ö».-l)  +  «nC«!,  «1 ...  an), 
0  k  k 

wobei  (0|...a|,)  =  l  und  (o,)b=o;j  zu  nehmen  ist.     Für   positive  k  ist  die 

Function  nichts  Anderes,  als  die  Summe  der  Combinationen  k^'  Classe  mit 
Wiederholungen  aus  den  Elementen  ai,«,...««.   Für  A=-l,-2,  ...-(«-1) 

wird  die  Function  null,  für  ä  = — n  wird  sie  -^^ u.  s.  w. 

a, .  «t  •  • .  ^n 

Ist 

fx  =  (a?— «i)  (a?— a,)  . . .  (a?— o„) , 

so  sind  die  (or|  ...«»)  mit  positiven,  resp.  negativen  k^  die  Coefficienten  in 
der  Entwickelung  von  --  nach  fallenden,  resp.  steigenden  Potenzen  von  x, 

fx 

Man  hat  nämlich 

2)  i=V(«,.*.«,)x— -« 

und 

2a)  ZT"^^^'  ...«n)«*. 
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Dies  ist  eine  Folge  der  Identität 

3)    («.'.«0-    C    {a,\.    «t)+   C   („,r..orit:. +...(- 1)»    C    (ar..V)  =  0, 
(ai...oit)  {Ot... an)  (o»...««) 

welche  gilt  für  jedes  ganz«  r  und  für  A:^w,  und  bei  welcher,   wie  Uher- 

a 
hanpt  in  der  folgenden  Abhandlung,  unter    C    zu  verstehen  ist  die  Summe 

(Ol  ...an) 

der  Combinationen    ohne   Wiederholungen    a*"  Classe  aus  den   Elementen 

ff, ,  ff, . . .  «n-     Ein  Beweis  derselben  ist  angedeutet  in  der  Abhandlung  im 

17.  .Jahrgang  dieser  Zeitschrift  (S.  340  Anm.),  ein  anderer  ausgeführt  im 

Zweibrückener  Programm  §  5. 

Es  ist  nützlich,  den  BegriflF  dieser  Function  zu  erweitern  durh  Einfüh- 
rt k 
rung  der  Function  [(«,  . . .  «„) :  (/3,  ...  /J^)]  ^^^^  einfacher  («i  ...«„:/?,.. .  /S«), 

welche  definirt  sein  mag  durch  die  Identität 
4)  [(«!...«„):(/?,... M 

=  [(ff.  ...«„)  f(ft  .. .  /3„_0]  -  ßm  [(«.  .  .  .  «n)*:"!/?,  . .  .  ^m-l)]. 

Durch  wiederholte  Anwendung  derselben  findet  man 

5)  [(«,... «,)*(jS,...M  =  V(-i)«  c  («,*"«„). 

Unsere  Function  ist  also  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  ß  ebenso,  wie 
in  Bezug  auf  die  a.  Ich  kann  somit  die  a  und  ebenso  die  ß  beliebig  unter 
sich  vertauschen,  d.  h.  die  Operationen,  durch  welche  diese  Elemente  nach 
und  nach  eingeführt  werden,  in  beliebiger  Ordnung  vornehmen.  Nicht  min- 
der aber  ergiebt  sich  aus  der  5),  dass  auch  die  durch  die  Multiplications- 
und  Divisionszeichen  angedeuteten  Operationen  sich  unter  sich  vertauschen 
lassen,  so  dass  man  z.  B.  hat 

[(a,  ...  ff«_i)  :  (ft  .../3„,)  .  ff„]  =  [(ff,  ...  «„) :  (/J,  ...  ^m)]. 
Dann  folgt  aber  aus  4)  und  l),  dass,  wenn  ß„  =  tt^  ist,  man  hat 

[(ff,  ...«„):  (^,  .. .  jS^-i  «„)]  =  [(ff,  . . .  ff„_,)*:  (ft  . . .  ^n,-,)] , 
dass  also  überhaupt  gleiche  ff  und  ß  sich  aufheben.    Insbesondere  wird  die 
Function  identisch  null  für  jedes  ^,   wenn  die  a  sämmtlich  unter  den  ß  ent- 
halten sind..  Die  5)  zeigt  auch  noch,  dass,  so  lange  m^n  ist: 

[(«,...ff„):(/3,  .../?«)]  =  l  und  [(«,...«„)":(!?,  ...M  =  Ö 
ist  für  Ä  <[  w  —  tn. 

Auch  diese  erweiterten  Functionen  stehen  in  Zusammenhang  mit  der 
Division.    Sei  nämlich 

i7*  =  {^-/3,)(^~A)  . . .  {x-ßm), 
so  hat  man,  so  lang«'  m</»  ist: 
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6)  f^  =  y!  [(«.  ...«„)  t  (^. .. .  ß„)]  .  x"-' 


a  = 


Und 

^"^  g=-2^[(«....««):(/^|...M-«^*. 

Auch  wenn  m>n  ist,  bleiben  die  Coefficienten  in  beiden  Fällen  rich- 
tig für  a>  m  — «.    Für  a  <  m  — w  dagegen  tritt  eine  Modification  ein,  indem 

a 
dann  von  [(«,  . . .  «n)  •  (/^i  •  •  •  ßm)]  all®  Glieder  wegzulassen  sind ,  welche  bei 

k 

der  Eutwickelung  nach  5)  (ctj  . . .  an)  mit  negativen,  resp.  positiven  Exponen- 
ten enthalten.    Dies  Alles  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Eutwickelung  von  ^ 

dadurch  ausführt,  dass  man  y  erst  nach  2),  resp.  2a)  entwickelt  und  dann 
mit  Qx  multiplicirt.    Es  hängt  damit  wesentlich  zusammen  die  Identität 

[(«,... «*)!'(^,.../J„)]-  6'  [(«....«/)T(/J,.../S„)+  6'  [(«,... 47 J... ./?«)]—• 

(Ol  ..an)  (Ol ...an) 

'^  ...  +  (- 1)-  C    [(«, . . .  auhCß,  ■■   ßm)]=0, 

(Ol.,,  an) 

die  für  jedes  ganze  r  und  für  k  <:^n  gilt  und  nur  die  Eutwickelung  von 

[(«|...«Ä):(ft...i?m«i.-.«»)]  =  0 
nach  5)  ist. 

Die  angegebenen  Eigenschaften  dieser  vielfach  anwendbaren  Functio- 
nen veranlasnen  mich,  für  sie  den  Namen  ,,Divi8ionscoef£icieuten*^  vorzu- 
schlagen. 

Von  den  zahlreichen  interessanten  Identitäten,  die  sich  zwischen  den- 
selben aufstellen  lassen,  ist  im  Folgenden  eine  gegeben,'  welche  die 
sogenannte  Bernoulli'sche  Function  als  besondern  Fall  enthält  und  auf 
elementarem  Wege  zu  verschiedenen,  theilweise  neuen,  recurrenten  und 
independenten  Darstellungen  der  Bernou Hirschen  Zahlen  führt. 


Durch  abwechselnde  Anwendung  der  1)  und  4)  erhalte  ich 
[(«....««):(A...^m)] 

=  [(«,. ..««-l):(^|.../?m)]  +  «„[(«|...«n)r(V....iSm)]» 

jfc  — 1 

«ii[(a|...«n)  '(ßt"ßm)]  • 

k—1  Jb-2 

=  «n  [(«1  . . .  «n)  :  [(ßt  .  •  •  ßm^i)]  -  «n  j^mU«!  •  •  •  a„)  :  (ft  . . .  ßm^Jjy        , 
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Oji  [(«1  ...«„):(/?,...  /?m-l)] 

Die  Addition  dieser  Oleicbungen  giebt 

[(«,  ...«„):(/?,...  ß„)]  =  [(«. ...«,_,):  OS. .. .  |J„)] 

+  «,[(«,  . . .  ««_,)*r(J, . . .  /»„_,)]  +  a„(«„-/J„)  [(«,  . . .  a»)7(|J,  . . .  ^«_i)]. 

Werden  anf  das  letzte  Glied  wieder  die  beiden  letzten  Tranbformatio- 
nen  angewandt  nnd  so  fortgefahren ,  so  erhält  man  schliesslich ,  und  swar 
giltig  für  alle  ganzen  k,  die  Identität 

8)  [(«, ... ««)  :Vi  •"  W]  =  [(«, ...  «,_i)*:  (A  ...  ßa.)]  +  «»  [(«.  -.«-iMft  ...  ßm-l)] 

Treffe  ich  nun  die  Bestimmung,  dass  m  =  »  —  1  und  ßi=sccn^i  ist,  so 
wird  das  erste  Glied  rechts  null,  und  ich  erhalte,  wenn  ich  das  zweite 
Glied  mit  zur  Summe  ziehe  nnd  /  statt  /-f-l  setze: 

«='  Jt-a-l 

""  Ar— /— 2 

+  «nC««  — «,) ...  K  — a/+i)  .  («1  ...  a/+ian). 
Diese  Identität  gilt  noch  für  jedes  ganze  k.    Ich  kann  sie  ausdehnen  bis 
/  =  /)  —  2.    Dann  lasst  sieb  auch  das  Restglied  zur  Summe  ziehen  und  ich 
erhalte 

10)  ^n=  ^  ««(«n  — «!)...(«»  — «tt)(ai  ...«a  +  l). 

Ist  aber  k  positiv  und  kleiner  als  n,  so  bricht  die  Reihe  ab  mit  a  =  k  —  1 
und  ich  habe 

^0  ^n  =  ^   «»(«!•  — «i). ..(««  — aa)(ai  ...«tt+l). 

Werden  die  «,'...  ajt  negativ  genommen,  so  ergiebt  sich 

IIa)     «*=  ^  •Hl)*-«-'«„K  +  «,)  ...(«„+««)(«, '^.T.'tta  +  l). 

Wenn  man  die  11)  und  Ha)  nach  Potenzen  von  a„  ordnet,  erkennt 
man,  dass  sie  beruhen  auf  der  Identität 

12)  y^-^y         ^        («,..-.  «it-a)  =  0. 

^Q  («i...«it-a-l) 
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Ist  nun  Un  ein  beliebiger  Wertb  und  haben  die  er,,  a,,  or, . ..  beziehungs- 
weise die  Werthe  Jcc,  2z/a,  3^a,  ...,  so  erhält  man  aus  11)  und  11  a) 

•=^=-«  1  *-a-l 

and 


*«S  =2(-  !)*"*-'•  (7+Ä  •  ""  ("«+"»^  -  ("»+««+>)  (^  "•  a  +  l)(^«)«^-«-i 

a=0. 

Bezeichne  ich  demnach  das  endliche  Integral  mit  /«J  und  den  Aus- 
druck, der  entsteht,  wenn  ich  hierin  «„  durch  a„  +  i^a  ersetze,  mit  5a*, 
80  giebt  dies 

13)      1^^=='^  ~]^-^.an{an-a,)..,{a,^a,+0^^^ 

und 

a==k^\     ,  Jfc— a-l 
t-a-2 


5aJ=    V    -^.  K  +  «,)a„, ..(«.-««)(!...  a+l).(^«)*- 

a=30 
nso  auch 

Ja)  /ai=2(-^)*"'~*a+2^''''~"'^''"'''^"''"^""^  (l.-a  +  l)  (z/a)^-«-^ 


Afc-«-2 


a=30 
Ebenso  auch 

tt=:fc— 1  ,  t— a-l 

131,        ^ 

und 

SaC^(--l)*-«-i-_J^-(«„)(«„  +  «0...(««  +  ««+i)U--^ 
a=ü 

Wird   nun   /aj  in  13)   nach  Potenzen  von   «„  geordnet  und  noch  a* 
addirt,  so  kommt 

")     ^«-  =  (T+^«  +  '< 

ÄrrJfc— l         a=A4-l  I  a  Ä  +  1  — a 

+  Va*-A  V(-i)*+^-«.r  -    r7(i-^-«)    ^     (^'')*- 

^     "      -^  Ar— a+1  (l«Jt-a) 

Wird  aber  Sa*  in  13a)  nach  Potenzen  von  a„  geordnet,  so  erhält  man 
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Beide  Entwickelungen  sind  die  nämlichen  his  auf  die  Vorzeichen  der 
Coefficienten  von  o*-*  für  gerade  Ä.  Diese  Coefficienten  müssen  also  null 
werden,  und  man  hat 

«=^2ir-i  i  a  2A— i-tt 


k  +  l  —  a  (l..*-a) 

Die  Entwickelung  lässt  sich  dann,  wenn  (—j  die  grösste  in  —  enthaltene 
ganze  Zahl  bedeutet,  folgend ermassen  schreiben: 

*=(2y  a  =  2A  ,  ,,  2A-Ä 

A=l  a=30 

Nun  ist  weiter 

Sa^  —  S  {an  —  ^a)*  =  aj. 

Setze  ich  also  in  16)  an  — Ja  statt  &„,  ordne  den  Ausdruck  nach  Potenzen 
von  cr„  und  ziehen  ihn  ab  von  der  16)  selbst,  so  müssen  die  Coefficienten 
aller  Potenzen  mit  Ausnahme  von  cc^  gleich  null  werden.  Potenzen  von  der 
Form  aj~^*  kommen  aber  nur  in  S(a„— ^/a)*  vor,  ihre  Coefficienten  müs- 
sen also  bei  diesem  Ausdruck  schon  verschwinden.  Ich  erhalte  sonach, 
wenn  ich  zur  Abkürzung 

^  k  —  a  +  l  (l...it-a)      k 

setze : 


2A— 2 

...-(A-2Ä  +  3),  ^  =  0. 


Ebenso  aber  ergiebt  sich  aus  ÄaJ"*  —  S(a„  —  ^^a)*""^  =  a^— * 

^_.     .  2  4 

^®)       -T^r  +  4(^-02A-2  -  (A:-2)2A-3^-(A:-4)2A-5^-  ... 

2A.-2 

..    —  (Ä  — 2A  +  2),  iGr=0. 

Aus  17)  und  18)  aber  folgt,  wenn  ich  der  Reihe  nach  Ä  =  2,  3,  . ..  A  +  ^ 
setze : 

2^24^4  2/1  r.  '2k 

und  die  wiederholt«-  Anwendung  dieser  Relation  liefert 
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Ar.(A:-l)...(2Ä  +  l)         ^ 


•••       (Af_2Ä+l)  (Ä-2Ä)...2"2Ä 
oder 

2A        i  2A 

ib        2Ä  2A 

Dadurch  geht  die  16)  über  in 
20)     Sa*  =  . — hl«* 

lat  nan  ^a  =  1  and  a^  die  ganze  positive  Zahl  n,  so  giebt  dies 
21)     Sn*=(l*+2»+.   •+«*)  =  ^^,+4«* 

Für  die  B erno a  11  i' sehen  Zahlen  bat  man  sonach  den  Ausdrack 

22)         (_l)»-i.g^_,=  ^(_l)a^^^_^(l...2A-a). 

Diesen  Aasdruck  finde  ich  schon  bei  v.  St  au  dt,  De  numeris  Bemoullianis, 
Erlangen  1845.  Er  ist  dort  abgeleitet  mittels  der  gewöhnlichen  Summenfor- 
mel  für  arithmetische  Reihen  Ar**''  Ordnung  und  mit  Hilfe  einer  Identität, 
welche  die  Entwickelung  von  U)  nach  Potenzen  von  o„  ist  für 

«,,«,, «3...  =  1,2,3...   und  a„  =  a?. 
V.  Stau  dt  hat  sie  durch  Induction  bewiesen.    Er  ergiebt  sich  übrigens  ans 
jener  Summenformel  auch  folgendermassen.    Man  hat  ^ 

wo  die  (/q,  a, ...  ajt  die  erst^  Glieder  der  Reihe  und  ihrer  DifTerenzenreihen 

bedeuten.    Nun  ist  aber,  wie  man  sofort  sieht: 

Jt— 1  it— 2  0 

«0  =  1*,  «i  =  (l,2),  a,  =  2!(l,2,3),...a|fc  =  A:!(l...Ar+l). 

Wenn  man  diese  Werthe  einsetzt  und  dann  nach  Potenzen  von  n  ordnet, 
erhält  man  eine  der  14)  ähnliche  Summe,  die  sich  mittels  der  12)  auf  diese 
selbst,  resp.  auf  den  besondern  Fall  reducirt.  Die  Vergleichung  führt  dann 
auf  einige  weitere  Identitäten  und  auch  auf  andere  Ausdrücke  für  die 
Berno Ulli* sehen  Zahlen,  die  aber  hier  nicht  weiter  berücksichtigt  werden 
sollen,  weil  sie  mit  den  gegebenen  den  Uebelstand  theilen,  dass  jedes  Glied 
einen  andern  Nenner  enthält. 

Digitized  by  VjOOQIC 


226        Zur  independenten  Darstellang  der  Bernoalli'schen  Zahlen. 

Führe  uh  in  der  20)  die  Bernoalli'schen  Zahlen  ein  und  ziehe  a^ 
ab,  80  wird  daraus 

Aus  der  Herleitung  diesor  Formel  ist  sofort  klar,  dass  man  hat 

24)  (a„^m.^«)*  +  [«„-(m-l).^ß]«^  +  ... 

...+  («„- .i«)*  =  J«*  - /(a„  -  m  .  z/«)*. 

Ausserdem  giebt  die  Vergleichung  von  13)  und  13  a)  die  Identität 

25)  faj  =  (- 1)*+^  I{Ja  -  a„)* 
(vgl.  Schlömilch,  Comp.  d.  höh.  Anal.,  IL  Bd.  S.  212). 

Für  negative  k  liefert  die  10)  zwar  auch 

26)  fi^*=^««(««-«0...(««-«a)(l"*.ra+l)(^a)-*-«-» 
und 


27)    /a7^=2  -X^-«»(«»-«i)..-(««~««+i)0".a  +  l)(^«)-*-*-» 
a=:ü 

1=:«  — 


*=^!z-*  i=A  l  -Jt-n  +  a  +  l       Ä-a 

J^  ''-"Ö  (l...n-a-l) 

A=n  a=fi  .       —jt— a  +  l    ,  a — h 


a  (i...ft— 1) 

4=~ 


allein  die  Coefficienten  sind  hier  nicht  unabhängig  von  n. 


Zu  bequemeren  Ausdrücken  für  die  Bernoulli' sehen  Zahlen  führt 
die  Identität 

28)  [l*+2*+  . . .  +(2n)*]  =  [l*+3^  +  . . .  +(2w-  1)*] 

+  2*.(l*  +  2*+...+n*). 


Zunächst  giebt  die  23)  für  a„  =  2fi  —  1  und  Ja -=2 

(2fi  — 
2{k 


29)  1(2.-1)^ =^^(,;^^;"-^- 4(2«^ 


+  V  (2«-l)*+l-2A  ^  .  ^2&-l  (-1)*-*  ^2*-.!  2-^*-*. 
Da  aber 

[l*r  +  3<r  +  ...  +  (2„-l)fc]  =  (2/1-1)*  + /(2«--l)^- 71* 

ist,  hat  man 
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*=(t) 

Nan   ist   einen  Angenbliek   zu  nnterscheiden   zwiscben  geraden  und 

ungeraden  k.    Bei  angeraden  k  hebt  sich,  wenn  der  Ausdruck  rechts  nach 

Potenzen  von  n  geordnet  wird,  das  constante  Glied  weg  und  man  erhält 

anter  Berttcksichtigung  der  Gleichung  kt^~\  .Ar— 2o+1a-j«  =  *a_i.A— lj«_i 

■  31)  ]^l»+3t  +  ...+(2n-l)*] 

X{ä-1+    V(-l)*Ä2a  2^*52.-1  f. 


b^-A-fl 


a=l 


Bei  geraden  k  erhält  man ,  wenn  30)  nach  Potenzen  von  n  entwickelt 
wird,  das  constante  Glied  verdoppelt,  so  dass  zu  der  vorigen  Summe  noch 
hiniukommt 

+j:jr,)*+y'(-i)'*+i.»ä"  «»-■[• 

Da  aber  weiter  nach  21) 

32)  [l*  +  2*  +  ...  +  (2«)»] 

=  ~- +  2t-J„t  +  V 2*-M  +  l  „t-2»  +  l  1  .  Aj4_,  {-!)*-»  52»_, 

w-l-l  I<bJ  2a 

und 

33)  2*.  (l*  +  2*  +  . ..  +  «*) 

BD  zeigt  die  28)  sofort,  dass  in  der  Summe -81)  die  Glieder  mit  ungeradem  h 
verschwinden  und  auch  für  gerade  k  das  constante  Glied,  und  dass  die 
Identität  gilt 

34)  2Ä  +2  (-0'  (2Ä+1)2«  .  2^«  ^aa-l  =0. 

a=  1 

Ebenso  giebt  die  Gleichheit  der  Coefficienten  der  nicht  verschwindenden 
Glieder  ^  , 
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und  die  30)  erhält  die  Form 

36)  [i*+3*+...+(2«-l)*] 

==^$r  "^^*"'*"*"'  '**"'*■*■'  Ä  •  ^^^-*  (""^^'"'  ^"-*  (2^^-«-i). 

Die  84)  nnd  85)  sind  bequeme  Recarsionsformeln  für  die  B^  da  die  Co- 
efficientcD  in  denselben  ganze  Zahlen  sind;  aber  es  lassen  sich  dnrch  Com- 
bination  derselben  noch  weit  einfachere  bilden.  Zunächst  setze  ich  in  84) 
h — 1  statt  h  und  ziehe  sie  dann  von  der  35)  ab.  Wenn  ich  dann  Alles  auf 
eine  Seite  schaffe ,  ergiebt  sich 

37)    (-1)*  i?24-,  (2^  +  «<2)  + Vl(-l;*->-«2Ä-l2^.?a2^*-^--'/?2*-S-2al  +  l=0. 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  Hessen  sich  nun  nach  nnd  nach  die  BinoxniaK 
coefficienten  erniedrigen  und  zugleich  die  Constanten  nnd  die  ersten  B  weg- 
schaffen; aber  der  Ausdruck  wird  coniplicirt  und  ich  verfahre  lieber  folgen- 
dermassen. 

Aus  der  3)  ergiebt  sich,  wenn  sämmtliche  a  gleich  1  genomnien  werden, 
für  ft  >  A:  und  für  ein  beliebiges  ganzes  r  die  Identität 

38)  ^^"'^'"•^^+'"^*""^)*-*  =  ^- 

a  =  ü 

Bilde  ich  nun  nach  35)  und  84)  die  2h —  l  Gleichungen: 

«=A— 2 
(-1)*  'i?2A-1  (22^^-2)  ^y  [(-  |)Ä-1.«  2//(<^.2.2«)  22*-^  2a  ^.^^^J  +  2Ä  -  1 , 

a=Ä-2 
0  =2  [(-  ly  (2Ä~  l)2Ä.2.2a  22*-2-2*  /?2A-3.2a]  +  2 A  -  2, 

(- 1  )'■'  Bu.Z  (2^-^-  2)  ^^\{-  I  )*■'•*  (2 h  -  2)2A.2.2a  2^-2-2a  ^^^  ,^ J  +  2  A  -  3 , 

a=A-2    • 
0  =  >^  [(-  l)*-*«  (2Ä-3)2Ä.2.2*  22*  ^2a  i^3,.3.,^]  +  2Ä  -  4 


multiplicire  dann  dieselben  der  Reihe  nach  mit  1,  — (2Ä  — 1), ,  +(2A— 1),, 
—  (2Ä— l)j,  ...  +  (2Ä  — 1)2A— 2  und  addifo  sie  alle,  so  verschwindet  die 
rechte  Seite  infolge  der  38)  nnd  es  bleibt 

a  =  A— 2 
39)    (-  0*-^  ^2*1  (22A+1  -  2)  +2  (- 1)*-2-«  (2Ä- l)2a+2  (22A-2a.2,2)  ^2A.3-2«  -=  0. 

a=0 
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Wird  dann  zu  dieser  die  37)  addirt,  so  kommt 
a=Ä-2 

a=:0 
was  sich  übersichtlicher  schreiben  lässt  wie  folgt : 
a=Ä 

41)  2^  (""  ^^*"'  '^'*+  *2a-l  ft a-l  =  4. 

Die  Einfachheit  dieser  Recnrsionsformel  läset  Nichts  mehr  zn  wünschen 
übrig.  Sie  ist  das  Analogen  zu  den  für  die  Tangenten-  und  die  Secanten- 
coefficienten  bestehenden  Relationen. 

Man  kann  mittels  der  34),  35),  37)  und  41)  leicht  die  Bernoulli'schen 
Zahlen  in  Determinantenform  darstellen.  Es  ergiebt  sich  so  auf  dem  ge- 
wöhnlichen Wege  aus  der  34) 

42)  3.5.7  ...  (2Ä  +  1)  .  2^*-«  (-1)*-*  ^2Ä-1 
32,                  0,                  0,           ...            0,        ,  1 
52.                   04»                  0,            ...            0,  2 
7^ ,                   7^ ,                 7g ,          ...            0 ,  3 


(2Ä-1)2,     {2Ä-1)4,  (2A-l)e,  ...  (2Ä-l)(2A-2).    A-l 

(2Ä  +  1)2,      (2Ä  +  I),,  (2Ä  +  1)6,  ...  (2A  +  l)2Ä-2,         h 

Aus  der  35)  ergiebt  sich 

43)  2  .  (2^-  l). (2*-l}  . . .  (2«*-  I)  (-1)*-*  Bu-^i 

1        22-1,                   0,  0,  ...             0, 

2.4,,                2*-l,  0,  ...             0, 

2.62,                 2*. 64,  2«— 1,  ...             0, 


(22Ä-2_i)^  2Ä-3 

22A"».(2Ä)2A-2,      2Ä-1 


2,(2Ä-2)2,      2»(2;i-2)^,  2S.(2Ä-2)g, 

2.(2Ä),,            2».(2Ä),  25.(2Ä)g. 

Aas  der  37)  ergiebt  sich 

44)  2.(22-!).(2*-l)...(22*-l)(-l)*-l/?2A-l 

2*— 1,                   0,.  0,              ...                     0, 

2.3i,                2*— l,  0,              ...                     0, 

2.5i,                  23.03,  2«— 1,           ...                       0, 


2.(2Ä~3)i,     23.(2Ä-3)s,     2^(2Ä-3)5,  ...  22A-2-1,  l 

2.(2Ä-lX,      28.(2Ä-1)3,      2^(2Ä-1)5,    ...   2«*-»(2Ä-l)2A-3>       1 
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Aus  der  41)  endlich  ergiebt  sich 

45)  3,.5,.7,...(2Ä+l),(-l)*-ii?2ik., 

3i,  0,  0,         ...  0, 

5i»  ös»  ^»         •••  0, 


^ 


7i, 


'81 


'6. 


0, 


2A-1,,     2Ä-I„     2A-lj,  ...   2A-I,A_,, 
2A  +  li,     2A+lj,     2A  +  lj,  ...   2A+l2i_,, 

Die  Entvickelnng  dieser  Uetertninanten  wird  nicht  besonders  einfach. 
Einen  leichter  zn  berechnenden  Ausdruck  erhalte  ich  aus  der  36)  folgender- 
massen.    Die  S5)  ISsst  sich  schreiben 

a=*— 1 
=  2A-1+2A.2'   (-i)*^.(2A-l)2a_,2»«/?,a_,. 
a=t 
Die  23)  aber  liefert  für  «»  =  4  *  jdci=:  1  und  /r  =  2  A  —  1 

i(4r-'  =  (4)".^-4{i)"-' 


a  =  l 


Die  Vergleichung  beider  Ausdrücke  giebt  dann  die  Relation 


46) 


(-l)*-^l?2Ä-i  =  - 


A.2^*./(4)^*-J^ 


2ik-2— « 


22Ä_l 

(vergl.  S c hl ö milch,  Höh.  Analysis,  8.212). 
Nach  13  a)  aber  wird 

oder,  wenn  ich  statt  a  2ä— 2— a  setze: 

^(4)"-'=^*2'   C-0-%:i^,-l-»...4A-2a-3.2«(1...2A-l-fl). 


a=o 


Demnach  wird 
48) 


a=2A^2 


'2^*-l    ^ 


(-1)« 


1 


2A  — a 


2Ä— a 

a 
l  .3...4Ä  — 2a  — 3.2«.(1  ...2Ä  — l  — a). 


Bei  diesem  Ausdruck  können  als  Nenner  in  den  einzelnen  Gliedern  nur 
noch  Potenzen  von  2  übrig  bleiben.  Sollen  auch  diese  vermieden  werden, 
80  lässt  er  sich  noch  umformen  in 
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=  ^2F(^7— f]  2  (-i)U4A-2a-2)(4Ä-2a-8)...(2Ä-a+l),22»(l...2A^i-.a). 


2h 


a=2A— 2 


D^bei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  für  a  =  2A  —  2  der  erste  Factor  des  Pro- 
ducts 2,  der  letzte  8  wird  und  dann  1  für  das  ganze  Product  zu  nehmen  ist. 
Man  bat  früher  nach  La place^s  Vorgang  die  B er noulli 'sehen  Zah- 
len dargestellt  mittels  der  Function 

50)         l  =  Ar»-.(«  +  l)i(^-l)»  +  («  +  l),(A:-2)«-... 
(vergl.  Supplemente  zu  Klügel's  mathem.  Wörterbuch).    Darnach  ist 

2k  /2A— 1      2*-l       2t— I  2*-l       Vs-U 

51)    (-.i)*-ii^j^^,^       _^^^.(    z    -    Z    +    Z   -...-    L   +    L) 

2^*.  (2-^*— 1)     \    1  2  3  2fc-2      2t-l/ 

und  die  Zahl  der  Glieder  lässt  sich  noch  auf  die  Hälfte  reduciren  mittels 
der  Identität 

II  n 

52)  X=    Z     . 

Jt        n-^  +  l 

Aus  der51)  nun  lässt  sich  noch  ein  weiterer,  den  hier  gegebenen  analoger 
Ausdruck  ableiten,  und  ich  will  auch  dies  noch  durchführen,  weil  er  unter 
allen  der  einfächste  wird  und  zur  Ableitung  noch  einige  wichtige  Identitä- 
ten zu  benutzen  sind.    Ich  gehe  dabei  aus  von  der  Gleichung 

1 


53) 


(«-a)^  («-a)\     ...     («-a)-^  (n-a)" 

(n-a+i)«,    (ti-a+i)S  ...  («~a+i)»-S    (n-a+i)- 


(n-l)^,  («-1)S 


n\ 


(n-1)— S  (n-1)- 


Für  den  Beweis  derselben  kann  ich  auf  die  Abhandlung  im  17.  Jahr- 
gang dieser  Zeitschrift  oder  das  Zweibrückener  Programm  verweisen.  Wird 
hier  die  Determinante  nach  den  Gliedern  der  letzten  Colonne  entwickelt, 
so  erhält  man 

(n  ...  n— a)  =  -^ r-; -T-  X 

[n«a-l!...l!-(«-l)™p.a-2l...iI+(«-2)»y  ^^^ 

...  +  (-i)«(w-a)""  a-U...  ll| 
oder 
54)  al(«..'!'«-al)  =  «„-a,(«-i)«  +  a,(n-2)«  +  ..,(-i)«aa(«-a)«. 
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Diese  Identität  ist  giltig  für  jedes  ganze  m,  so  lange  0  <^  a  <C  w;  für  jedes 

n 

positive  m  auch  noch,  wenn  a>n  ist.  Der  Ausdruck  L  wäre  übereinstim- 
mend mit  der  rechten  Seite  dieser  Identität,  wenn  er  nicht  mit  I"  abbrechen 
würde.  Ebendaher  aber  ergiebt  sich  ein  einfacher  Beweis  für  die  52).  Es 
sei  nämlich  in  54)  n=k,  a  =  fn=n,  so  wird  daraus 

fi!  =  Ä»  -  nj(Ä-l)»  +  Wg(Ä-2)»  +  . . .  (^ly-^nt^x  l" 

+  (-0"{(-0*+'«*H-i>"  +  (-0*+'«*+22"  +  ...  +  (-!)»w„(w-A:)"}. 

Für  w  =  Ä— 1  aber  erhält  man 

n !  =  (Ä-—  I)»  -  Wj(;t  — 2)»  +  ...  +  (- 1)*-^  wjb-2  I" 

+  (-l)"{(-l)*fi;tl»  +  (-l)*+^;iit+,2''  +  ...  +  (-l)"r»„(«-^  +  0"l' 
Die  Snbtraction  liefert  sofort 

55)    Än-(«  +  l)j(Ä-l)n+(n+l),(Ä-2)»+...+(-l)^-H«+l)t-ll» 

=  («-^+l)»-(«+l)l(«-^)«+...  +  (-l)— *n+l„^ltl», 

das  heisst 


Die  Function  L  selbst  wäre 

k 


^^    t  =  „-l!w-2!...l! 


i=    L    . 

k      n-it  +  1 


(k-n)^,     {h-ny  ...  (Ä-n)" 


0 


(-lA 

(-!)• 

...    (-1)"-', 

0 

0», 

0» 

...   o»-i, 

0 

1», 

1» 

...  l"->, 

1" 

(-1)». 

(-1)1   .. 

•      (-i)-S 

0 

0«, 

Ol 

o»-i, 

0 

1». 

l» 

1"-», 

1» 

(Ä-i)o,       {k-^iy 


(k^iy 


n-l 


{k^yy 


Wird  nun  in  61)  für  die  L  ihr  Ausdruck  in  50)  gesetzt  und  werden  dann 
die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  zusanimengefasst ,  so  erhält  man 
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a=2*— 2  t  =  a 


57)   (-■l)*-^^.*-.  =  ,.>(,.._^) 

Nun  ist  aber 

(2Ä),  +  (2A)o  =  (2A-l),  +  2(2A-2)o, 
(2Ä),  +  (2A),  +  (2A)o  =  (2A- 1),  +  2  (2A-2)i  +  4  (2  A-S)«, 
(2A)3  +  (2Ä),  +  (2Ä)i  +  (2A)o  =  (2A- 1),  +  2  (2A-2),  +  4  (2Ä  -3), 

+  8(2Ä-4)„. 
Dies  Iftsst  vermnthen ,  dass  man  allgemein  hat 

58)  yJM)t=yJ2*(2h-\-b)a-t, 

und  die  Vermnthnng  bestätigt  sich  in  der  That  durch  einen  einfachen  In- 
dactionsbeweis.  Mit  Hilfe  der  58)  nnn  geht  die  57),  wenn  man  sie  nach  den 
Potenzen  von  2  ordnet ,  Über  in 

.  t=J»— 2  a=2A— 2— » 


(•=2A— 2 


and  dies  giebt  mit  Hilfe  der  54) 

59)    (-l)*-^g2/t-l=^,,^^,,_^^  .  V(-1)»(2Ä-1-6)!(1.   .2Ä-l-b).2*. 

Diesen  Ansdrock  direct  ans  der  23)  abzuleiten ,  resp.  die  Identität  die- 
ser Summe  mit  der  Snmme'-in  49)  direct  zn  beweisen ,  ist  mir  bis  jetzt  nicht 
gelungen. 


2eut>ehrifl  f.  Maihemalik  n.  Physik,  XIX,  3. 
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üeber  die  Herstellung  des  Ausdruckes  /iF  und  der  Diffe- 
rentialgleichungen elastischer  isotroper  Medien  in 
allgemeinen  orthogonalen  Coordinaten. 

Von 

Dr.  L.  Pochhammer, 

ansserord.  Professor  an  der  Universität  Kiel. 


Lam^  hat  in  die  Probleme  der  partiellen  Differentialgleichungen  die 
allgemeinen  krummlinigen,  sich  rechtwinklig  schneidenden  Coordinaten 
eingeführt  und  unter  Anderem  sowohl  die  Summe 

d^F      <PF      d^F 

als  auch  die  in  den  Elasticitätsgleichungen  isotroper  Körper  vorkommenden 
Grössen  zuerst  mittels  derselben  ausgedrückt.  Die  bezüglichen  Entwicke* 
lungen  sind  in  den  Lefonsl,  II,  XV^  ^F7  seines  bekannten  Werkes  „Lecons 
sur  les  Coordonnees  Curvilignes^\  Paris  1859,  enthalten,  woselbst  die  Trans- 
formation mittels  eines  directen  und  elementaren,  aber  ziemlich  weitläufigen 
Verfahrens  bewirkt  wird.  Man  verdankt  Jacobi  (Bd.  36  des  Grelle 'sehen 
Journals,  S.  117)  eine  sehr  viel  kürzere  Ableitung  der  Formel  für  /IFmit 
Hilfe  der  Variationsrechnung,  während  Dirichlet  zur  Herstellung  dersel- 
ben in  seinen  Vorlesungen  den  Green 'sehen  Satz  auf  ein  unendlich  klei- 
nes, von  den  orthogonalen  Flächen  begrenztes  Volumen  angewendet  hat. 
Was  die  Elasticitätsgleichungen  betrifft,  so  rührt  von  Herrn  C.  Neumann 
ein  Verfahren  her,  durch  die  Potentialtheorie  und  die  Variationsrechnung 
zu  den  Lam  6 'sehen  Formeln  zu  gelangen  (Bd.  57  des  C r e  1 1  e ' sehen  Jour- 
nals), und  Herr  Borchardt  hat  (im  76.  Bande  des  erwähnteb  Journals) 
durch  Ermittelang  dreier  charakteristischer  Ausdrücke  eine  kürzere,  gleich* 
falls  auf  die  Variationsrechnung  basirte  Ableitung  derselben  gegeben. 
Wenn  nun  auch  diese  Methoden  dem  Wesen  der  Ajufgabe  vorzüglich  an- 
gepasst  sein  mögen,  so  dürften  die  L am ^' sehen  Rechnungen  doch  ihren 
Werth  behalten.  Es  wird  wünschenswerth  bleiben,  die  erwähnten  Trans- 
formationen auch  auf  elementarem  Wege  durchführen  zu  können.   Lam^'s 
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Entwickelangen  enthalten  nun  aber  erhebliche  Längen,  die  nicht  in  der 
Methode  selbst  begründet  sind  nnd  die  za  beseitigen  der  Gegenstand  dieses 
Aufsatzes  ist,  Dnrch  eine  etwas  modificirte  Anwendung  bekannter  Hilfs- 
formeln kann  man  die  La m(^* sehen  Rechnungen  bedeutend  abkürzen,  ohne 
ihren  einfachen  Charakter  zu  beeinträchtigen. 

Nachdem  im  ersten  Paragraphen  die  Formeln,  die  sich  auf  die  all- 
gemeinen orthogonalen  Coordinaten  beziehen,  recapitulirt  sind,  wird  in  S  2 
die  Ableitung  des  Ausdruckes  AF  und  in  S  3  die  Transformation  der  Elasti- 
citätsgleichnngen,  die  für  das  Innere  isotroper  Medien  gelten,  durchgeführt 
werden. 

§1. 

An  Stelle  der  geradlinigen  rechtwinkligen  Coordinaten  o:, ,  a;^ ,  x^  wer- 
den mittels  der  Gleichungen 

0        f\  («I ,  a^,  ^«)  =  (>i ,   ft  (^1 ,  a:,,  a:,)  =  ^,,    U  (^i »  ^,  ^s)  =  9t 
die  Coordinaten  pi,  p,*  ^a  eingeführt,  von  denen  man  voraussetzt,  dass  sie 
den  Bedingungen  der  Orthogonalität 

rfp,  d^      d^  dQt      dp,  rfp,  _^ 
dXi  dXx      dx^  dXt      dx^  dx^        ' 
2^  J     dpi  dpi    .  dps  dg^       dp,  dp<  __^ 

^  ^    dx^  da?,      doj,  dx^     dx^  dx^        * 

dqi   dp,       dp^  dp;      dp^  ^-=0 
dx^  dXx      dx^  dx^      dx^  dx, 
genügen.    Nennt  man  für  t  =  1 ,  3,  3 

so  gilt  die  leicht  zu  beweisende  Relation  (i  =  1 ,  2,  3  und  v=  l ,  2,  3) 

dx^  dp,'  ^ 

woraus  die  Gleichung 

!d<P  dp,-   ,  d<P  dpi    ,  d^  ^^ 
da:,  dXt      dx^  dx^      dar,  dar, 
"~    '  Lda?,  dp,'      dx^  dpi      dx^  dp^J  dp^ 

für  eine  beliebige  Function  O  folgt  {Coord.  CurviL,  p.  12), 

Dreht  man  das  rechtwinklige  Coordinatenkreuz  ar,,  a-,,  a:,  in  eine  neue 
Lage  x\,  x\y  a:',,  so  bestehen  für  die  Cosinus  der  von  den  Axen  ein- 
geschlossenen Winkel  bekanntlieh  die  neun  Gleichangen 


In  denselben  bedeuten  iw,,  w, ,  ;?,  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  x\- 

Axe  einerseits  und  der  a:,-,  a:,-,  a:,-Axe  andererseits,  während  wi„  »»r.Pt  und, 
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ifij,  w,,  Pi  die  entsprechende  Bedentnng  für  die  x^-  and  x'j- Axe  haben.  Nnn 
sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  im  Punkte  ^r, ,  x^^  x^  anf  der 
Fläche  /i(a:,,  j*,,  a:,)  =  ^i  errichtete  Normale  mit  der  x,-,  j:,  ,  x,:Axe  bildet, 
gleich 

^  ki  dxy '     Ai  Jx,  *     hi  rfx, ' 

and  da  die  Orthogonalität  der  Flächen  ^i,  ^t,  ^a  vorausgesetzt  ist,  kann  man 
die  Normalen  auf  die  drei  Flächen  mit  der  x\-^  a:',-,  a:',-Axe  identificireh 
und  in  den  Gleichungen  5)  die  Cosinus  fit/,  n,-,  pi  durch  die  Wertlie  6)  er- 
setzen. Die  neun  Gleichungen  5)  lassen  sich  dann,  wie  leicht  zu  sehen, 
durch  die  eine  für  i  =  1 ,  2,  3  und  v  =  l ,  2,  3  giltige  Formel 

X  rfpt  _        ^    Mg<+1    rfgt-t-2       <^9t4-i    ^fii\^ 

darstellen.  Diese  Gleichung  7).  ist,  ebenso  wie  die  folgenden,  so  zu  ver 
stehen,  dass  eine  cyclische  Verrückung  der  Indices,  die  nur  die  Werthe 
1,  2,  3  annehmen,  stattfindet,  und  daher  ^41  ^5«  ^41  ^51  A^i  A^  durch  Xj,  a:„ 
Qti  ^tf  ^11  ^  zu  ersetzen  sind. 

Für  die  Transformation  der  Elasticitätsgleichungen  kojnmt  noch  eine 
zu  4)  analoge  Formel  in  Betracht,  welche  mit  Hilfe  von  7)  abgeleitet  wird. 
Bezeichnet  <P  eine  beliebige  Function  von  a:,,  x^y  x,,  so  besteht  zunächst 
die  identische  Gleichung 

d0        dQi  dO       d^, 


_(d(J>     dQt         d0     dg^  dO     dp,   \ 

\dQx^Xy^2      dg^  dXy^2  d(j^  dXy^2/' 

_(d0     dQt         dQ     dg^  dO     dg^    \ 

\dp,  dx^j^x      dg^  dXa:J^\  dg^  dx^^xJ^ 

^dOf^dg^  dg^           dg^  dg^    \ 

dg^KdXy^X   aXy^2        dXy^2   (i-tr+U 
^<P/    dQi        dg^  dg^         dg^    \ 

dg^XdXy^x  d^v-\-2      dXy^2  djc^^yj^ 


dgx 
dXy^x 

dXv^2 


und  für  diesen  Ausdruck  kann  man  zufolge  der  Gleichung  7)  (für  t  =  3  und 
f  =2)  setzen 

dO  h^h^  dg^       dO  h^h^  dg^ 

dgf     A,    dxy       dg^     h^     dx^' 

Durch  Permutation  der  Grössen  (>|,  g^^  g^  ergeben  sich  zwei  entspre- 
chende Gleichungen;  das  Resultat  kann  dann  in  die  eine  Gleichung 
idO        dgi  d<P        dgi 

dXy^2  dxyj^x      dXy^x  dx^^2 
^hjhj^x     dO    dgi+2      hjhi^i     dO    dgj^i 
Ä<+2     dg4^x      dx^  hi^x    dgi^2\   dx^ 

-die  für  t  =  1,  2,  3  und  v  =  1,  2,  3  gilt,  zusammengefasst  werden.      ^ 
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§2. 
DiiTercuitiirt  mau  die  Gleichung 

dse^^~ df^x  dXy      dg^  dx^       dg^  dx^"* 
iu  welcher  f*  eine  beliebige  Function  von  x,,  o:,,  otj  bedeutet,  nach  iCy,  uud 
Hummirt  in  Bezug  auf  v,  so  ergiebt  sich  nach  Berücksichtigung  von  2)  uud 
3)  die  Gleichung 

"dx.^'^dx^^dx,' 
^       »  rf*F  d^F  d^F      dF  dF  dF 

^Qi  ^Qt  (iQz       ^Qi  »9t  ap» 

Um  dieselbe  weiter  zu  transformiren ,  hat  man  die  Grössen  J{fiy  ^Qt%  ^Qz 
als  Functionen  von  Aj,  A,,  h^  auszudrücken.  Durch  Differentiation  der 
Gleichung  7)  für  t  =  1 


10) 


dXy      hiki\dx^^i  daJy+2      d^y+2  «^^v+il 


nach  der  Variabein  a:^  ergiebt  sich 


axp 


wenn 


S  =    ^    (  ^'Y\    ^^^         <^g3  ^gt     _^| 

dXr\h^hJ    \dxy^\  dx^j^2      dxy^%  dx^^^y 

^  ""  Mi  i  ___    <^gt ^^1 ^Q^  ^9t 

\      dxyj^2  dxyj^\  dx^      dx^j^x  dx^  dx^j^^j 

gesetzt  wird.    Der  Ausdruck  Sv  nimmt ,  wenn  man  für  die  in  der  Klammer 
stehende  Differenz  ihren  Werth  aus  10)  substituirt,  die  Gestalt 

*        Ä,     dXyXh^hJ  dXy 
an.    Für  Jq^  ergiebt  sich  durch  Summation  nach  v  die  Gleichung 

Aber  nach  der  Formel  4),  für  <P= -|-  und  i  =  l,  ist 

^i-r    fr-5,       ^^    )dx,\h^hj  dx,'^  dx^Xh^hJ  dxi^  dx^Kh^hJdx^S 
__Mt    ^*_1._A.  =  ÄÄÄ     ^      ^1 

Die  Summe  7*, +  ^t  +  ^8  ^^^  identisch  Null;  denn  in  dem  Ausdrucke 
7V  entsteht,  bis  auf  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  der  dritte  Somman-  j 
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du»  aus  dem  ersten  und  der  zweite  aus  dem  vierten,  wenn  man  v  + 1  statt  v 
.setzt.  Folglich  heben  sich  in  7"!  +  r,  +  ^8  einerseits  die  ersten  und  dritten, 
andererseits  die  zweiten  und  vierten  Summanden  gegenseitig  auf.  Mau 
erhält  auf  diese  Weise,  indem  man  die  analogen  Gleichungen  ergänzt,  für 
^9u  "^Qti  ^Qt  <l^e  Werthe 

na)  ^    ^^  =  *'*«*'4Ä;' 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  9)  ein,  so  gelangt  man  zu  der  L am ^' sehen 
Formel 

§3. 

Für  die  im  Innern  eines  homogenen  isotropen  Mediums  stattfindenden 
elastischen  Verschiebungen  haben  die  Differentialgleichungen,  bei  Anwen- 
dung der  geradlinigen  rechtwinkligen  Coordinaten  x^y  x^^x^^  die  folgende 
Form :  * 

A-d^r-d-y^'^^^^^d^^V'-^)'- 

Hierin  sind  X  und  fi  die  dem  Medium  eigenthümlichen  Elasticitätsconstau- 
ten,  6  die  anfängliche  Dichtigkeit  desselben,  X^^  ^,,  X^  die  der  x^-y  x,-, 
07,  •  Axe  parallelen  Componenten  der  von  aussen  her  anf  das  betrachtete 
Massentheilchen  wirkenden  Kräfte,  und  u,,  t/,,  u,  die  Verschiebungen  des 
letzteren  parallel  den  erwähnten  Axen;  endlich  ist 

dxr~dx,'^~dx,' 

*      da;,      da?i'       *      dx^      da;,'       '      dx^     dx, 
gesetzt  worden. 

Um  die  Gleichungen  13)  auf  die  krummlinigen  Coordinaten  ^j,  (»i,  ^, 
zu  beziehen,  fixire  man  nach  Lam6  in  der  Anfangslage  des  betrachteten 


*  Lami,   T/i^rie  de  Cßlastieite,  Paris  1852,  p.  67,  und  Lam^,  Co^rdonn^es  Cur- 
vüiyneit,  Paris  1869,  p,  286. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  L.  POCUHAMMBB^  239 


Mashentbuilcbeiis  die  Normalen  der  durch  dasselbe  bindurchgehendeu  Flä- 
chen (»I,  ^2,  ^,,  und  nenne  R^^  jßt>  -^a  ^i®  Projectionen  der  Verschiebung,  die 
das  Theilchen  erfährt,  auf  diese  Normalen.     Die  den  letzteren  parallelen 
Componenten  der  äusseren  Kräfte  seien  F|,  F,,  F,.    Dann  bestehen  zufolge  . 
von  ö)  die  Oleichangen 

u^  =  ^  rf<),  _j^Ä,^^Ä,  d£,  ^ 

für  V  =  1 ,  2 ,  3.    Der  Abkürzung  halber  setzt  man 

..)  ^-o„  l  =  ß..  1  =  0.. 

also 

Die  Aufgabe  der  Transformation  besteht  nun  darin,  einerseits  für  ^, 

andererseits  für  die  drei  Differenzen  -— ^ --^  etc.  ihre  Werthe  in  A,  Ä,, 

dar,      dir, 

A,  abzuleiten,  während  ^, ,  ^,,  ^,  als  unabhängige  Variable  gelten. 

Um  zunächst  den  Ausdruck  fUr  die  kubische  Dilatation  &  herzustellen, 

differentiire  man  die  Gleichung  17)  nach  x^: 

du^^dQt   dg^      dQj  ^  ,  ^8  rf£s  ,  ^  ^*  -».  0  ^4-0  ^ 
dx^      dx^  dx^  "^  dx^  dxr  "*"  dx^  dx^  "*"  ^*  da?%  """  ^'  da?%  "*"  ^*  dar«^  ' 

woraus  durch  Summation  nach  v  die  Gleichung 

^  •-- —  =  '&=<       ax^  ax^  dx^  dx^  dx^  dx^ 

oder,  nach  Anwendung  der  Formeln  4)  und  11): 

erhalten  wird.    Nun  ist 

SO  dass ,  unter  Berücksichtigung  der  analogen  Relationen ,  die  von  L  a  m  4 
(Coord.  CurviL  S.  282  u.  291)  angegebene,  aber  mittels  langwieriger  Rech- 
nangen  abgeleitete  Gleichung 
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folgt. 

Die  Ausdrücke  ^, ,  (7.,  ü^  und  die  drei  Differenzen  --— * —^  etc.  er- 

*'     *'     *  rfiCg      rfar, 

geben   sich  leicbt  aus  der  folgenden  Betrachtung.     Werden  drei  Grössen 

Ptt  Pty  Ps  <lui^<^b  die  Gleichungen 

für  A  =  1 ,  2,  3  definirt ,  während  ^t  i  9t  >  9$  beliebige  Functionen  sind ,  so  ist 
(für  v=l,  2,  3) 

dxy^2  ^«^y+i      dxy^2  dxv^\      dXy^2  dxy^i 
dqx        dQt  dq^        dQt  dg^        dQ^ 

dXy^\  dX'y^2        ^^y+1  dXy^2        dXy^\   dXyJ^2 

indem  sechs  Summanden  sich  fortheben.  Durch  Benutzung  der  Hilfsgleich- 
ung 8) ,  in  welcher  <D  nacheinander  gleich  q^y  q^,  q^  gesetzt  wird ,  entsteht 
hieraus  die  Gleichung 


Ä,    Vd^j      d^jdxv        Äj   \dQi      dQ^J  dxv 
Äg   \dQf      dqj  dxv^ 


20^    ^Py+i       ^Py+2  ^  /  ^1    ^^^8      dQ^/dXv        h^    Xdg^      dQ^/ dXy 
dxp^2      dXy^i      f  Ä, 


welche  die  Folge  von  19)  ist. 

Wendet  man   dieses  Besultat   zunächst  auf  die  Gleichungen  17)  an, 
die  für 

Pit  =  wjfc,     qk  =  Ok 

mit  19)    übereinstimmen ,   so  ergiebt  sich  für  üv ,  ==  .  ^ 3 — — ,  die 

die  Gleichung 

21)  U,=  A,^  +  J,^  +  j/-^, 

^  ,       dxv  dxp        ^dxv 

wenn  zur  Abkürzung 

^KKMt_d%\^h^(d_  Rt_±  Rs\ 
'       /i,    \dQ,      dQ,/        h,   \dQ,k,      dQ,hJ' 

^*^  Äj    \d^,      dQ^)"^  A3    \d^,  Ä,       d^,  Ä,/ 

gesetzt  wird.  Da  ferner  auch  die  Gleichungen  21)  für  pk^^ükt  qk  =  ^k 
mit  19)  identisch  sind,  so  führt  die  nochmalige  Benutzung  von  20)  zu  der 
Gleichung 
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Ä,     \i/^3       dQ^J  dxp        Ä,    \dq^       dg^J  dxw 
Mt  /^i  _  dA^\  dßj 
Äj    Vrf^t       dq^J  dxv^ 
welche  für  v=  1,  2,  3  gilt  und  mit  de^i  Gleichungssystem  21)  auf  Seite  289 
der  Coord.  Curvil.  übereinstimmt.    Hiermit  sind  die  in  den  Gleichunger  13) 
vorkommenden  Ausdrücke  in  der  neuen  Form  hergestellt. 

Die  Substitution  der  Werthe  Ib)  und  22)  giebt,  wie  Lam^  ausfülirt, 
den  Gleichungen  13)  die  Form 

^'dxp  +  ^'dx^  +  ^^dxv^^ 
für  V  =  1 ,  2,  3,  woraus 

i>,  =  />,  =  i>3  =  0 

folgt.    Auf  diese  Weise  erhält  man 

/f^,      <f^3_A  +  2|[i,    h^     de_ l_  /  ff  ÄA  ö 

dJs      ^Qf"      ^        ^th,dg,'^h^h^\  '"'dT'J  fi' 
oo^            )    rf^3      d.4,^X  +  2t.    h,     d&         l     (  rf'ÄA  6 

^  \    dg,       dg,  I*        h,h,  dg,^h,h,  V  *        rf<«  ;  fi  ' 

(/.  c.  S.  200)  als  die  gesuchten ,  für  beliebige  orthogonale  Coordiuateu  gel- 
tenden Elasticitätsgleichungen  isotroper  Körper.* 


*  In  Bezug  auf  die  Benennungen  bemerke  man ,  dass  hier 

«II  «t»  «81  «II  "t.  "8,   ^t>  ^ti  ^81  ^u  ^«»  '^a»  Öt,  öti  (?8 
steht ,  wo  L  am  ^  die  Bachstaben 

X,  y,  2,  M,  V,  w,   Ä^,  f,  ^,  ii,  B,  r,  ö,  6,  c 
anwendet,  und  dass 

Qi>  9ti  ^8»    ^t,  ^1,  ^8»    Ä„  Ä2i  ^8)    ^ll  ^1»  ^8 

Statt 

^1  ^1, 91,  Ä,  Ä„  Ä„  Ä,  Äj,  /?,.  f;  Fj ,  Fj 

gesetzt  worden  ist. 
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l^elative  Bewegung  sich  berührender  Rotationsflächen. 

^    Von 

H.  Zimmermann 

in  Carlsnihe. 


Die  relative  Lage  zweier  sieb  berührender  Fläcboo  ist  im  AUgenieiueu 
bestimmt  durch  die  Berührungspunkte,  «sowie  den  Winkel,  weJchen  zwei 
Gorade  bilden ,  die  je  durch  zwei  beliebige ,  aber  feste  Punkte  ein  und  der- 
selben Fläche  gelegt  werden  können:  Als  zwei  solche  Punkte  kann  man 
aur jeder  Fläche  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  einer  Curve  wählen. 
Demnach  ist  die  relative  Bewegung  sich  berührender  Flächen  bestimmt, 
wenn  in  jeder  Fläche  der  geometrische  Ort  aller  successiven  Berührungs- 
punkte gegeben,  und  festgesetzt  ist,  mit  welchen  Punkten  des  einen  Ortes 
jeder  Punkt  des  andern  zusammenfallen  soll,  und  wenn  zugleich  für  jede 
specielle  Lage  der  Winkel  bestimmt  ist,  welchen  die  Tangenten  an  die 
beiden  geometrischen  Orte  im  jeweiligen  Berührungspunkte  miteinander 
bilden. 

Sieht  man  von  etwaigen  Spitzen,  Kanten  etc.  einer  Fläche  ab,  so  wird 
im  Allgemeinen  der  geometrische  Ort  aller  Berührungspunkte  eine  con- 
tinuirliche  Curve  sein.  Die  Natur  dieser  Curve,  zusammen  mit  der  Natur 
der  bewegten  Flächen,  könnte  als  charakteristisches  Unterscheidungsmerk- 
mal für  verschiedene  mögliche  Fälle  und  somit  als  Basis  für  die  systema- 
tische Eintheilung  einer  allgemeinen  Untersuchung  dienen. 

Der  folgende  Versuch  beschränkt  sich  auf  die  Annahme,  dass  die  be- 
wegten Flächen  Rotationsflächen  und  die  geometrischen  Orte  aller 
successiven  Berührungspunkte  Parallelkreise  seien. 


I. 

Relative  Bewegung  sich  in  einem  Punkte  berfthrender  RotationaflAehen. 

Es  sei  M  der  Berührungspunkt  der  beiden  Botationsflächen  Fx  und  F,. 
Die  beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Tangentialebene  in  M  sei  ^;  die 
durch   den   Berührungspunkt  M  gehenden   Parallelkreisc,    kurz   Beruh- 
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rnngskreise  geuannt,  mögen  wie  ihre  Radien  mit  B^  and  Rf  bezeichnet 
werden.  Die  Schnittlinie  der  durch  ilf  gehenden  Meridianebenen,  nftmlich 
die  Normale  in  My  schneide  die  Axen  beider  Fiftchen  in  Ni ,  resp.  N^  anter 
Winkeln,  die  mit  y^^  resp.  y^  bezeichnet  werden  mögen.  Der  Winkel  dieser 
Meridianebenen  sei  ift.  Zwei  in  M  an  die  Berührungskreise,  oder  auch  zwei 
an  die  entsprechenden  Meridiane  gelegte  Tangenten  bilden  miteinander 
denselben  Winkel.  Die  Schnittlinien  der  beiden  zu  M  gehörigen  Meridian- 
ebenen  mit  der  Tangentialebene,  nämlich  die  Tangenten  an  die  Meridiane 
in  My  mögen  die  Axen  der  zugehörigen  Flächen  in  S, ,  resp.  S^  treffen. 

Ist  d"  der  Winkel  und  p  der  kürzeste  Abstand  der  Axen  beider  Rota- 
tionsflächen, so  ergiebt  sich  leicht 

1)  cos  ^  =  sin  y,  sin  y,  cos  rj}  —  cos  y,  COS  y, 

und 

.       _  Nj  JV,  sin y^  sin  y,  sin  t^  _  (ßj  sin y,  +  i?,  sin y^)  sin  t^ 

^  sirr&  sin&  * 

Da  ein-  für  allemal  die  Voraussetzung  gemacht  wurde,  dass  der  geo- 
metrische Ort  der  Berührungspunkte  auf  jeder  dör  Flächen  #in  Parallel- 
kreis »ei,  so  sind  Bt  und  B^y  sowie  y^  und  y^  constant.  Daraus  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  eben  gefundenen  Gleichungen,  dass  d^  und  p,  d.  h,  Win- 
kel und  Abstand  der  Rotationsaxen ,  für  die  Dauer  der  Bewegung  unver- 
änderlich sind,  insofern  i/;  constant  angenommen  wird. 

Damit  nun  die  relative  Bewegung  beider  Flächen  vollständig  bestimmt 
sei,  muss  noch  eine  Annahme  gemacht  werden  für  daa  Gesetz»  nach  wel- 
chem die  Punkte  des  einen  Parallelkreises  mit  denen  des  andern  in  Berüh- 
rung treten  oder,  was  dasselbe  ist,  über  dienrelative  Bewegung  zweier  in  M 
zusammenfallender  Punkte  voni^]  und/",.  Man  kann  dann,  ohne  die  relative 
Bewegung  der  Flächen  zu  ändern,  beiden  zusammen  eine  Bewegung  erthei- 
len,  gleich  und  entgegengesetzt  der  absoluten  Bewegung  der  einen,  so  wird 
diese  zu  absoluter  Ruhe  kommen  und  die  relative  Bewegung  der  andern  ala 
absolute  erscheinen. 

Es  ist  klar,  dass  man  nach  Willkür  die  eine  oder  die  andere  Fläche 
zur  ruhenden  machen  kann.  Wählt  man  z.  B.  die  Fläche  jP,  als  feste,  F, 
als  bewegte,  so  ergiebt  sich,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Axe  von  Ff  um 
die  Axe  von  F^  rotirt,  d.  h,  die  Punkte  der  bewegten  Axe  beschreiben 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  zur  Ebene  dieser  Kreise  senkrechten 
festen  Axe  liegen.  Die  bewegte  Fläche  wird  dabei  im  Allgemeinen  selbst 
um  ihre  Axe  rotiren  und  das  Gesetz,  nach  welchem  dies  geschieht,  muss 
sich  aus  der  Annahme  bestimmen  lassen ,  die  für  die  relative  Bewegung  in 
M  zusammenfallender  Punkte  der  Berührungskreise  gemacht  wurde.  Man 
kann  im  gewählten  Beispiele  dicbes  Gesetz  als  gefunden  betrachten,  wenn 

das  Verhältniss  —  für  jede  Lage  der  bewegten  Fläche  gefunden  ist,  unter 

(Oi  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  der  bewegten  um  J^ie  feste 
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Axe,  und  unter  o»,  die  Winkelgeschwiudigkeit  der  Rotation  der  bewegten 
Fläche  lim  ihre  Axe  verstanden. 

Die  Untersuchung  wird  symmetrischer  und  die  Gleichwerthigkeit  bei- 
der Flächen  besser  zur  Geltung  gebracht,  wenn  man  den  oben  definirten 
Bewegungsznstand  noch  etwas  modificirt.  Ertheilt  man  nämlich  beiden 
Flächen  zugleich  eine  Drehung  um  die  Axe  der  festen,  gleich  und  entgegen- 
gesetzt derjenigen,  welche  die  bewegte  Axe  um  die  feste  ausführt,  so 
kommt  die  erstere  zur  Ruhe  und  die  vorher  feste  Fläche  rotirt  jetzt  um  ihre 
im  Räume  immer  noch  feste  Axe,  und  zwar  —  im  oben  gewählten  Beispiele 
—  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  =  a>,. 

Wenn  also  jetzt  die  Form  der  Aufgabe  dahin  abgeändert  wird : 

Es  soll  die  relative  Bewegung  zweier  sich  in  einem 
Punkte   berührender  Rotationsflächen,    die  um  ihre  im 
Räume  festen  geometrischen  Axen  rotiren,  untersucht 
werden,  — 
so  ist  damit  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht  beeinträchtigt. 

Zunächst  handelt  es  sich  nun  darum,  eine  Beziehung  zwischen  der  re- 
lativen Bewegung  zweier  in  M  zusammenfallender  Punkte  M^  und  M^  beider 

Flächen  und  dem  Verhältniss  -^  der  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  welchen 

dieselben  in  einem  bestimmten  Augenblicke  um  ihre  Axen  rotiren,  aufzu- 
stellen, womit  der  geometrische  Theil  der  Aufgabe  gelöst  ist. 

Bezeichnet  man  die  von  den  im  Anfange  eines  Zeitelementes  in  M  ver- 
einigten Punkten  M^  und  M^  während  desselben  beschriebonen  Wegelemente 
MMx  und  MM^  mit  ds^ ,  resp.  ds^^  so  hat  man 

3)  'dSi=^  Bf  (Oi  dt,     dSft=  Rfdü^dL 

Die  Verbindungslinie  ^f,  M^  der  Endpunkte  if/,  und  M^  der  von  M  der 
Richtung  und  Grösse  nach  aufgetragenen  Elemente  ds^  und  ds^  stellt  die 
relative  elementare  Verschiebung  der  Punkte  A/,  und  M^  gegenein- 
ander sowohl  nach  Richtung,  als  auch  nach  Grösse  dar;  und  da  die  Weg- 
elemente dSf  und  dSf  in  die  beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene E  fallen ,  so  liegt  auch  Mf  M^  in  dieser  Ebene. 

Bezeichnet  man  die  Strecke  M^M^  kurz  mit  ds^  so  ergiebt  sich  leicht 
im  Dreieck  MM^M^ 

4)  ds^  =  ds^*  +  d$^^  —  2dSt  rf*,  cos(;i'— if;), 
wenn  ^  die  in  Folgendem  näher  zu  erörternde  Bedeutung  hat. 

Jeder  der  beiden  Berührungskreise  theilt  mit  seinef  Ebene  den  Raum 
in  zwei  Theile,  von  denen  einer  als  positiv,  der  andere  als  negativ  auf- 
gefasst  werden  mag,  und  zwar  sei  der  Theil  positiv,  von  welchem  aus  ge- 
sehen die  Rotation  in  einem  bestimmten  als  positiv  angenommenen  Sinne, 
z.  B.  dem  der  Uhrzeigerbewegung  erfolgt.  Unter  positiver  Axenrich- 
tang  werde  nun  die  Richtung  der  Rotationsaxe  vom  negativei^zum  positi- 
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venTheile  des  Raumes  verstanden,  und  nnter  positiver  Kicbtung  einer 
Linie  überhaupt  die  Richtung  derselben  von  dem  im  negativen  Theile  des 
Raumes  liegenden  Aste  ans  nach  dem  im  positiven  Theile  liegenden  hin. 
Es  ist  klar,  dass  eine  Richtung  positiv  ist,  so  lange  ihr  Winkel  mit  der 
positiven  Axenrichtung  spitz  ist.  Wenn,  von  dem  positiven  Theile  einer 
Axe  ans  nach  der  negativen  Richtung  derselben  hingesehen,  die  positive 
Richtung  der  andern  einen  Drehungssinn  zeigt,  der  mit  dem  als  positiv  an- 
genommenen übereinstimmt,  so  mögen  die  beiden  Axenrichtungen  consen- 
tirend,  im  andern  Falle  dissentirend  genannt  werden. 

Jetzt  möge  ip  den  Winkel  zwischen  den  positiven  Richtungen  der  me- 
ridipnalen  Tangenten  in  M  darstellen.  Dann  ist  offenbar  n — ^  der  Winkel 
der  Wegelemente  ds^  und  ds^^  und  damit  die  GilHgkeit  der  letzten  Gleich- 
ung erwiesen. 

Wird  nun  auch  unter  ^  der  Winkel  zwischen  den  positiven  Axenrich- 
tungen verstanden,  und  sind  ^r^ ,  resp.  y^  die  Winke]  dieser  Richtungen  mit 
den  Richtungen  iV,  ^,  rcsp.  N^M^  dann  ist  unter  allen  Umständen  if;  aus 
Gleichung  1)  eindeutig  bestimmt. 

Führt  man  nun  die  Werthe  von  dSi  und  dSf  aus  3)  und  4)  ein,  so  er- 
giebt  sich  nach  Division  mit  dt 


ds 


ö)  ^^  =  ^^(Ä,  w,)*  +  (Ä,  0),)'  +  2  Ä,  Ä,  «1  «,  COS^' 

ds  .  . 

Der  Quotient  ;r-=^  «lag  Geschwindigkeit  des  relativen  Glei- 
tens im  Punkte  M  oder  kurz  relative  Gleitungsgesch windigkeit 
genannt  werden.  Dieselbe  kann,  der  Gleichung  5)  zufolge,  nur  dann  ver- 
schwinden, wenn  co5  i(>  =  —  1 ,  also  t^  =  « ,  und  wenn  zugleich  jß,  o>i  =  jß,  »t 
wird,  d.  h.  wenn  die  Axen  der  Rotationsflächen  sich  schneiden  (p  =  0)  und 
die  Punkte  M^  und  M^  beim  Zusammentreffen  gleiche  Geschwindigkeiten 
haben. 

Für  tf;  =  7r  fallen  die  Tangenten  an  die  Beiührungskroise  in  M  zusam- 
men; Mx  und  M^  bewegen  sich  in  demselben  Sinne,  sind  also  am  Ende  des 
Zeitelements  nach  Zurückleg ung  gleicher  Bogenlängen  noch  miteinander  in 
der  Ebene  E  vereinigt. 

Wenn  zwei  Curven  sich  so  bewegen ,  dass  sie  in  jeder  speciellen  Lage 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben  und  dass  der  Berührungspunkt  auf 
beiden  gleiche  Strecken  zurücklegt,  so  sagt  man:  sie  rollen  aufeinander. 
Liegen  die  betreffenden  Curven  auf  sich  berührenden  Flächen,  so  sagt  man 
auch  von  diesen,  dass  sie  aufeinander  rollen. 
Es  ergiebt  sich  mithin  der  Satz: 

Zwei  um  ihre  Axen  rotirende  Umdrehungs flächen 
rollen  aufeinander,  wenn  ihre  Axen  sich  schneiden  und 
dieRadien  der  Berührungskreise  sich  umgekehrt  ver- 
halten wie  die  zugehörigen  Winkelgeschwindi^keltetu 
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Um  die  Richtung  von  ds  zu  bestimmen,  mögen  im  Dreieck  MM^M^  die 
den  Seiten  MM^  ^ds^  and  MMf  =  ds^  gegenüberliegenden  Winkel  mit  q>^^ 
resp.  <pf  bezeichnet  werden.    Damit  hat  man  sofort 

9i  +  92  =  '^ 

ds        rf5,  ds^ 

sin  (tt — 1/;)      sin  9,      sin  qp, 

ds     ds^ 
oder,    nach    Division    mit   dt  und   Einführung   der   Werthe   von    -r- ,  — 

ds^ 

/(Ä<  0),)'  +  (/?,  y,)* +!>  Ä|^"^|  tt)^  CQj?t>;  ^  ^1  »t  ^  ^«  <0t       '       ' 
sin  1/;  5f>i  9,      si/i  iff 

Ans  einer  dieser  beiden  Gleichungen  ist  in  jedem  Momente  die  Rich- 
tung der  relativen  Verschiebnng  der  in  M  zusammenfallenden  Punkte  von 
F|  und  F,  zu  bestimmen.    Zugleich  ergiebt  sich,  dass  diese  Richtung  nur 

von  dem  Verhältniss  —  abhängt;  denn  setzt  man  —  =  e,  so  wird 

i?]  €  sinfj;                         B,  o),  sin^df 
stmpi  =  =  = , 

Ä,  *f  w  tp  __^  jR,  0),  51«  1/; 

Nachdem  in  dieser  Weise  allgemein  Richtung  und  Grösse  der  Glei- 
tungsgeschwindigkeit  und  damit  die  relative  Bewegung coincidirender  Punkte 

als  Function  von  —  bestimmt  int,  soll  nun  noch  eine  Anwendung  von  obi- 
a>t 

gen  Formeln  gemacht  werden. 

Nimmt  man  nämlich  an,  dass  die  relative  Bewegung  der  Flächen  Ff  und 
Ff  aufeinander  mit  Widerständen  verknüpft  sei ,  so  lässt  sich  die  Aufgabe 
stellen:  die  Arbeit  zu  berechnen,  die  aufgewendet  werden  muss,  um  eine 
gegebene  Bewegung  der  Flächen  zu  bewirken.  Im  Folgenden  wird  nun 
vorausgesetzt,  dass  nur  ein  solcher  Widerstand  auftritt,  und  zwar  die  Rei- 
bung im  Berührungspunkte  M. 

Bezeichnet  man  den  Normaldruck  beider  Flächen  mit  P,  den  Reibungs- 
coefficienten  mit  fi,  den  (tangentialen)  Reibungswiderstand  (des  Gleitens) 
mit  W^  den  tangentialen  Druck ,  welchen  unter  Umständen  eine  Fläche  auf 
die  andere  ausüben  kann ,  ohne  dass  Gleiten  eintritt,  mit  w^  so  ist  be- 
kanntlich 

«;  <  ^  und    fV=:  Pfi, 

Dieser  in  der  Richtung  des  relativen  Gleitens  wirkende  Widerstand  W 
(resp.  der  beim  Rollen  in  der  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
wirkende,  vorläufig  unbestimmte  Widerstand  w)  hat  natürlich^fs  Bezug  auf 


sm  9),  = 


naturhctixfB  bezng 
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die  eine  Fläche  gerade  den  estgegengesetzten  Sinn  wie  in  Bezng  anf  die 
andere. 

Zerlegt  man  nun  W  in  der  Ebene  E  einerseits  nach  der  zn  Z?,  tangen- 
tialen und  der  dazu  senkrechten ,  andererseits  nach  der  zu  R^  ^tangentialen 
nnd  der  dazu  senkrechten  Richtung,  so  schneidet  in  jedem  dieser  beiden 
Fälle  die  zweite  Componente  die  betreffende  Axe,  während  die  erste  zn 
derselben  senkrecht  ist.    Die  Grösse  dieser  Componenten  ist 

beziehungsweise 

Wcosfpxy      ^sintp^. 

Der  Weg  des  Angriffspunktes  von  W  f^llt  in  die  Richtung  der  ersten 
Componenten ,  während  die  zweiten  zp.  demselben  senkrecht  sind.  Die  bei 
einer  Bewegung  der  Fläche  F,  .von  W  verrichtete  Elementararbeit  ist  dem- 

°*^^  Wcos(pt  ds,  =  WR,  fo,  cosfpt  dt, 

entsprechend  einem  Wegelement  r/^j ,  und  analog  ist  für  F, 
Wcosq>i  ds^  Sä  fFR^Wt  cosipi  dt. 
Das  Verhältniss  gleichzeitig  von  beiden  Flächen  verrichteter  Elemen- 
tararbeiten ist 

RtOit  cos  g>i ' 
d.  h.  unabhängig  von  JV  und  unveränderlich  für  ein  constantes  Verhältniss 

—  ,  und  also  auch  für  endliche  Zeiträume  zeltend. 

Insofern  nun  W  sowohl,  wie  gi, ,  g>t  und  «», ,  o>s  unabhängig  von  t  sind, 
hat  man 

9)  ^,  ==  WRi  CO,  costpt  und  J,  =  WR^m^  cosg>i 

als  Arbeit  pro  Zeiteinheit  oder 

Ji^ifTcostpfj  resp.  A^^=W cos(px 
als  Arbeit  pro  Einheit  des  Weges,  den  ein  Punkt  auf/?,,  resp.  R^  zu- 
rücklegt. 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die  früher  gefundenen  Werthe  von 
(p,,  9,  ein,  so  erhält  man  bei  gegebenen  Werthen  von  W^  oo,  und  oa^  die  ent- 
sprechenden Arbeiten.* 

Wäre  umgekehrt  die  Arbeit  gegeben,  welche  eine  der  Flächen  leiten 
soll,  und  die  Arbeit  verlangt,  welche  zu  dem  Zwecke  der  andern  mitzuthei- 
len  und  durch  die  Reibung  auf  die  erstere  zu  übertragen  ist ,  so  hat  man 
ans  8) 


*  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  IV  die  obere  Grenze  des  beim  Rollen  (^=3r, 
A?,fO,  =  /?2^t)  eintretenden  kleineren  Widerstandes  w  ist;  in  diesem  Falle  stellt 
Ai^=WR^(o^=A^  =  WR^m^    das   Maximum    der  durch   Reibung    übertragbaren  Ar- 
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10) 
und  da  allgemein 

80  folgt 

11) 


A^      cosq}^  fff^t* 
Ri  a>i      9in  g), 

A^      cosq)f  sinq>^      igq)i 


Führt  man  in  10)  für  eostp^  nnd  cos<pi  ihre  ans  7)  leicht  zn  bestimmen- 
den Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 

-  - —  +  cos  fff 

.  Ax  Ä|  Ol    Ä,  Ot  +  Äj  Wi  cos  ^  _     Äj  €0, 

Af       Ä,  09,  /?,  o,  +  Ä,  o)|  c*ü5  ij;         ^1  »t  1 

— -  +C05lf^ 
/flO), 

in  ^ 

FOr  -'  anflSseni),  erhSlt  man  mit  ^' =J 

Ans'  diesen  Gleichungen  lässt  sich  eins  von  den  beiden  Verhältnissen 

AI  >l 

— ,  "7  durch  das  andere  ausdrücken  und  damit,  wenn  eine  dieser  Grössen 

gegeben  ist ,  die  andere  direct  berechnen. 
Ist  z.  B. 

so  folgt  aus  12)  und  9) 

4  =  -^t  =  WRi  «1  cosfpf , 
und  da  für  R^  coi  es  /^,(»,  die  Gleichung  9,  =  9,  =  ^^  gilt,  so  hat  man 

Ai  =  A^=  WR^ fOi  co^li^, 
d.h.: 

Verhalten    sich    die  Winkelgeschwindigkeiten    der 
Rotationen   zweier  sich   in   einem  Punkte   mit  Reibung 
berührender  Flächen    umgekehrt   wie    die   Radien   der 
entsprechenden    Berührungskreise,    so    ist    die    durch 
die  Reibung   übertragene  Arbeit  gleich  der  aufgewen- 
deten. 
Diese  beiden  Arbeiten  können,  beiläufig  bemerkt,  nur  dann  gleichzei- 
tig Null  werden,  wenn  co5^tf;  =  0,  also  tf;  =  9K  wird,  d.  h.  wenn  die  Flä- 
chen aufeinanderrollen. 

Ein  noch  bemerkenswertherer  Specialfall  tritt  ein,  wenn  eine  der  Ar- 
beiten Null  ist.    Wäre  z.  B. 

so  hätte  man  aus  13) 

—  =  — -^co«^   oder  — — =  —  cos^. 
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Ans  den  früheren  Betrachtungen  oder  ans  11)  ergiebt  sich  dann 
Vi  =  -  und  <p,  =  if;  —  y 
(von  (p,  =  0  ist  abzusehen,  insofern  Oj  von  Null  verschieden  ist)  und  mithin 

AiCtft 
stn  9i  =  —  cosijj  =  -  — , 
RffOf 

A^^=W  cos  9,  =  Wsin  ^ 
als  Arbeit  pro  Einheit  des  Weges,  welchen  ein  Punkt  des  Berührnngskrei* 
ses  i2,  zurücklegt. 

Diese  ganze  Arbeit  wird  durch  die  Reibung,  welche  mit  dem  Gleiten 
von  F^  gegen  F^  in  der  durch  die  Aze  von  F^  gehenden  Richtung  verknüpft 
ist,  absorbirt,  und  zwar  ist  der  Sinn  des  Gleitens  von  M  nach  der  positiven 
oder  negativen  Seite  der  Ebene  von  R^  gerichtet,  je  nachdem  die  Axen- 
richtungen  von  F^  und  F^  consentiren  oder  dissentiren.  Dabei  erfährt  F^  in 
dieser  Richtung  einen  Druck  =  W^,  während  F^  eine  Reaction  =^'5my, 
=  —  Wcos'^  hl  positiver  oder  negativer  Richtung  (in  Bezug  auf  die  Ebene 
von  R^  erfährt,  je  nachdem  die  Axenrichtungen  von  F^  und  F^  consentiren 
oder  dissentiren. 

Die  aufzuwendende  Arbeit  A^  wird  Null,  wenn  if}=sn  wird;  dann  wird 
zugleich  i?|0|  =  i?,a),  und  die  Flächen  rollen  aufeinander. 

folgt,  dass  fOi  und  co,  gleichzeitig  constant  sein  müssen.  Mit  Rücksicht  hier- 
auf ergiebt  sich,  dass  die  zuletzt  gefundenen  Beziehungen  zur  Geltung  kom- 
men, wenn  eine  um  ihre  Axe  frei  bewegliche  Rotationsfläche  F,  dadurch  in 
gleichförmiger  Drehung  erhalten  wird,  dass  eine  andere,  ebenfalls  gleich- 
förmig rotirende  Fläche  F^  die  erstere  mit  Reibung  berührt.  Die  in  der 
Zeiteinheit  aufzuwendende  Arbeit  ist  dann  WR^io^sin'^, 

Giebt  man  beiden  Rotationsflächen  eine  gemeinschaftliche  Drehung  um 
die  Axe  von  F,,  gleich  und  entgegengesetzt  o), ,  so 'kommt  Ft  zur  Ruhe  und 
die  Axe  von  F^  rotirt  um  die  von  F^  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  od,,  wäh- 
rend Fj  selbst  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd,  um  seine  eigene  Axe 
rotirt.  Offenbar  muss  in  diesem  Falle  dieselbe  Arbeit  aufgewendet  werden, 
wie  vorher,  damit  ooi  und  a>2  con.stant  bleiben. 

In  beiden  Fällen  wird  die  Arbeit  Null  und  die  Flächen  rollen  auf- 
einander, wenn  ^  =  ;t  wird,  also  die  Axen  sich  schneiden. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  geometrischen  Gesetze  der  Bewegung  sich 
in   einem  Punkt«   berührender,   um  feste  Axen  rotirender  Umdrehungs-j 

Zeilschrlfl  f.  Mathematik  u.  Phy«k.  XIX ,  3,  Digitpyd  by  V^OOglC 


350  Relative  Bewegung  sich,  herübrender  Rotationsflächen. 


flächen  anfzaatellen ,  gelöst  and   eine  Anwendung   der  gefundenen  Sätze 
gemacht  worden. 

In  Folgendem  soll  nun  die  Untersuchung  auf  Rotationsflächen  aus* 
gedehnt  werden,  die  sich  in  zwei  Punkten  berühren  und  im  Uebrigen  sich 
nach  den  bisher  gemachten  analogen  Voraussetzungen  bewegen. 


Relative  Bewegung  sich  in  zwei  Punkten  berührender  Rotationsflächen. 

Zwei  Rotationsflächen  ^i  und  F^  mögen  sich  in  zwei  Punkten  M  und  M' 
berühren.  Die  geometrischen  Orte  aller  Punkte,  die  im  Laufe  der  Be- 
wegung Berührungspunkte  werden  können,  seien  auf  jeder  der  Flächen  die 
durch  M  und  M'  gehenden  Farallelkreise.  Wendet  man  dann  die  früheren 
Bezeichnungen  auch  auf  die  neuen,  dem  Punkte  Af' entsprechenden  Ele- 
mente an  (indem  man  sie  durch  Accent  von  den  zu  M  gehörigen  unterschei- 
det), so  lassen  sich  die  in  I  gefundenen  Gleichungen  ohne  Weiteres  auch 
hier  benutzen,  aber  vorläufig  nur  für  jedes  der  zu  den  Punkten  M  und  M' 
gehörigen  Systeme  von  Linien  und  Kreisen  einzeln.  Inwieweit  die  Be- 
wegung dadurch ,  dass  diese  beiden  Systeme  fest  miteinander  verbunden 
sind,  modificirt  worden,  ist  erst  näher  zu  untersuchen.. 

Da  mit  constantem  if;  Winkel  und  Abstand  der  Axen  der  Rotationskör- 
per constant  ist,  und  da  dasselbe  gilt  für  constantes  if;',  so  können  tf;  und 
tf;' nur  gleichzeitig  constant  oder  veränderlich  sein. 

Es  wird  speciell  tf;  und  i\i  gleichzeitig  =0  und  =7e,  wie  sich  aus  den 
Gleichungen  für  den  kürzesten  Abstand 

^~"  61// d  ~^  sinO 

mit  p  =  0  ergiebt 

Es  ist  ferner  die  Winkelgeschwindigkeit  Wt  constant  für  das  ganze 
System  F, ,  und  ebenso  cd,  für  F^.    Der  Gleichung 

i  V=  j/{Bi  ©,)*  +  (Ä,©,)*  +  2Ä,  Ä,  CX)|  CDt  cosifß 

1)  \  entspricht  mithin 

f         v'=:  j/IR\  »,)*  +  (Ä'tO),)'  +  2  R\  Ä',  CO,  (ö,  COS'tIf', 

Analog  ist 

stnip      stn(px      stnq>^  "  sm^       stnq)^      smq)f 

was  voraussetzt,  dass 

3)  q>i+9t  =  ^1     9>\  +  <p't  =  V 

ist. 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  einige  Schlüsse  ziehen.    Es 

ergiebt  sich  zunächst,    da  (p\  und  q)\  bei  constantem  ^'  nur  von    —   ab- 
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hängig  sind ,  dass  9t  >  ^  i  ^\  ^^^  ^>'t  ^®i  constantem  tf;  nnd  ^'  Fanctionen 

nnr  von  -^  sind;   es  können  also  diese  vier  Winkel  nnr  gleich- 

zeitig  constant  sein. 

Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  q>^  nur  Null  sein  kann,  wenn  o»|=0 
ist  (voransgesetzt,  dass  nicht  gleichzeitig  <]Ps  =  0,  also  if;  =  0  oder  ^  =  n  ist); 
in  diesem  Falle  verseh windet  aber  auch  (p\.  Analog  können  9,  nnd  ip'«  nnr 
gleichzeitig  Nnll  sein.^ 

Sind  (pi  nnd  q>^  gleichzeitig  Nnll,  so  ist  1^=0  oder  if;=9s;  nach  Frühe- 
rem mnss  dann  anch  ^'=0  oder  'tl/^=n  sein,  woraus  folgt,  dass  q)\  und  q)\ 
verschwinden^  dass  also  9>|,  «p^  und  q>\^  q>\  nnr  gleichzeitig  Null  werden 
können. 

Demnach  stellt  sich  jetzt  der  Satz  dar: 

Bei  der  Rotation  sich  zweipunktig  berührender  Ro- 
tationsflächen um  sich  kreuzende  Axen  findet  ein 
Gleiten  in  der  Richtung  der  Tangenten,  die  in  denBe- 
rührnngspnnkten  an  die  beiden  Ber ührnngskreise  einer 
Fläche  gelegt  werden  können,  immer  gleichzeitig  nnd 
nnr  dann  statt,  wenn  die  Rotationsgeschwindigkeit  der 
anderen  Null  ist. 
Die  Oleitnngsgeschwindigkeiten  t?,  resp.  v  bestimmen  sich  dann  aus 
den  Gleichungen 

t)  =:  i?f  CO] 

oder 


.Ä>,^^^^«^«  =  ^ 


5"«!   für«,=0. 


/ 
V 

Schneiden  sich  die  Rotationsaxen,  haben  also  die 
beiden  Berührungskreise  sowohl  im  einen,  als  im  andern 
Berührungspunkte  beider  Flächen  gemeinschaftliche 
Tangenten,  und  tritt  überhaupt  Gleiten  ein  (»^0,  »'^0), 
so  erfolgt  dasselbe  in  der  Richtung  dieser  Tangenten, 
welches  anch  die  Werthe  der  Winkelgeschwindigkei- 
ten (co,  und  oof)  sein  mögen. 
Es  wird  dann  m 

und  »  =  /i ,  ö),  —  /f t  ©i  ) 
oder 

und  V  =  Ä',  w,  +  ä'i  »,  ) 
Die  Winkel  9,  und  q>t  werden  einander  gleich ,  wenn 

Ä,  60|  =  R^  flOf 
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wird.    Dasselbe  gilt  für  die  Winkel  ip\  und  9',,  wenn 

wird. 

Es  ist  also 

die  nothwendige  and  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  (px  und  9c,  g^owie  (p\  und  *9',  gleichzeitig  einander 
gleich  werden. 

Diese  Sätze  sollen  nun,  ähnlich  wie  die  in  I,  benutzt  werden,  um  die 
Bewegung  der  Flächen  F^  und  F^  zu  untersuchen  für  den  Fall,  dass  das 
relative  Gleiten  in  M  und  M^  mit  Reibungswiderständen  verknüpft  ist. 

Zunächst  ergiebt  sich,  dass  die  zur  Ueberwindung  der  Reibung  von 
Fx  in  der  Zeiteinheit  nothwendigen  Arbeiten 

Ax  =  WRx  Wj  cosq>^  und   A\  =  W'F^x  ^\  cosq>\ 
sind.    Die  entsprechenden  Arbeiten  an  F^  sind 

Af=fFRt(Ot  cos  q>x  und  Jt^  =  f^'R't  a>f  cos  <p', . 

Bezeichnet  man  das  Verhältniss  der  an  der  einen  Fläche  wirkenden 
zu   der  durch  die  Reibung  auf  die  andere  übertragenen  Arbeit,   nämlich 

/ ,  mit  Jj  so  hat  man 

Af  +  At  ^   ^  ^ 

0))    WRt  cosfp2  +  W  R  X  cosq> , 
^  '^  m^   fVRf  cosq>x  +  ^'R\  cosq>\  ' 

Mit  Hilfe  dieser  und  der  folgenden  vier  Gleichungen 

(       .             Ä,  (D,  sin  if;                ,        Ä',  ©,  sin  w 
Y   sin  g>i  = ,      sin  m  ,  = -, — —  , 

)      .             Äi  o>,  sin  rU  ,       Ä',  oo«  sin  iD' 

I    ««9,  =  -=—= ^,      sinq)^= — =—=7 — — 

\  f>  V 

lässt  sich  das  Verhältnis^  der  aufgewendeten  zur  übertragenen  Arbeit  und 
das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten,  eins  durch  das  andere,  aus- 
drücken. 

Soll  nun  die  Gleichung  4)  erfüflt  sein  für  beliebige  Werthe  von  W  und 
}F\  80  muss 

Ä,  CO,  cos  qp, R^  G),  cos  <p\ 

Rf  (Ot  cos  q)i      R\  CD,  cos  (p\ 
sein. 

Hieraus  lassen  sich  ganz  dieselben  Folgerungen  ziehen,  wie  aus  der 
Gleichung  1 ,  10).    Insbesondere  hat  man 


6)  J  =  5i?L=,^. 

■Hi<Pt     ig^t 
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und 


/»l  09|  Xk  I  CO] 


Au8  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  für 

»I  _  ^  __  ^t  * 

d.  h. :  ^^ 

"  Verhalten  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  der 
Rotation  zweier  sich  in  zwei  Punkten  berührender 
Flächen  umgekehrt  wie  die  Radien  der  entsprechenden 
Berührungskreise,  so  ist  die  durch  die  Reibung  über- 
tragene Arbeit  gleich  der  aufgewendeten,  welche 
Werthe  auch  die  Reibungswiderstände  haben  mögen. 
Es  ist  dann  mit  Rücksicht  auf  2)  und  3) 

9i  =  9>t  =  4*»     <P\  =  9  t  =  4*' 


und 


J^  +  A\=:(wRt  cos  |.  +  fT'Ä,  cos^)  09, 
=  ^,  +  /,  =  ^  FTÄ,  cos  -  +  fF'R'^  cos  —J  w,. 

Für  /=0  folgt  aus  8) 

a>i  R»  Km  , 

—  =—---  COS^  =^  -^  COSTf/  , 

Da  in   diesem  Falle  -^^i+ujT,  =0  ist,   so  wird  die  ganze  Arbeit  ^,  +  ./, 
durch  die  Reibung  consumirt. 

Aus  6)  und  3)  ergiebt  sich  dabei 


0        n 

also 

und  mithin 

COS  (p,  =  cos  q>\  =  sin  ^ 

A+A = ( ^n,  sin^  +  w'b:,  ^^')<».,^^,^^,  ..Google 
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•  ^•^^^»/'»^^••^, 


Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  dreht  sich  die 
Fläche  F^  bei  Abwesenheit  anderer  als  durch  die  Rei- 
bung an  F,  hervorgerufener  KrXfte  gleichförmig,  wenn 
F^  gleichförmig  rotirt,  bei  beliebigen  Werthen  dieser 
Kräfte. 
Im  Folgenden  soll  nun  der  Fall ,  dass  die  Axen  der  Rotationskörper 
sich  schneiden ,  noch  etwas  näher  betrachtet  werden. 

Aus  den  Gleichungen  5)  ergiebt  sieb 

Ä,  09t  cos  1|;  4"  -'^1  COi  /         Ri  OOi  cos^\/  +  ä',  (»t 

cos(p^  = ;     cosq>^=:^ -7 , 

V  V 

ILaucos7b  +  Biüii               ,       Kt  oDt  coäV+  R\  «»i 
cosfp^  = ,     C0Ä9  ,  = j . 

V  V 

Setzt  man  hierin 

COÄ^  ^  co*^'=  —  1 , 
so  folgt 

cos^x  =  +  1 1     cosq>\  =  +  1 , 

COSfpt  =  +  1  ,      COSfp'f  =  +  1 , 

und  zwar  gelten  die  oberen  Zeichen,  wenn 

Ri  coi  <C  Rt  ^t  UQ^  R^i  ^i  ^  R\  o>t ) 
die  unter en,  wenn 

Ä,  ©j  >  RffOi  und  Ä',  ooj  >  Ä'jco, 

isi. 

Diese  beiden  Fälle  mögen  in  Folgendem,  auf  zwei  zu  verschiedenen 
Resultaten  führende  Weisen  combinirt,  betrachtet  werden. 

)      Ä|  «I  ^  i^  », , 


A) 
Dann  ist 


^__w,   WRx  +  W'Fti 


und  hieraus 


B) 
Dann  ist 


/=- 


Ä,  m,  ^Ä,  CO., 
a>i   WR,^W'R\ 


und  hieraus  "  '  * 

W  ^R\ui,+JR!,i»t 

Aus   diesen  Gleichungen  bestimmt  sich  das  Verhältniss  der  Winkel- 
geschwindigkeiten für  gegebene  Werthe  von  J,  W  und  W\  irai umgekehrt 
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(las  Verhftltniss  der  Widerstände  bei  gegebenem  Wink elgescb wind igkeits- 
verhältnisB. 

Setzt  man  nun 

also 

so  ist,  damit  die  absoluten  Grössen  fFnnd  ^' mit  dem  positiven  Vorzei- 
eben  erscheinen,  Fall  B)  vorausznsetzen ,  wornacb 

während  -^  unbestimmt  bleibt. 

Dieser  Fall  fordert  eine  nähere  Untersnchung. 

Es  waren  unter  Jf^  und  W  die  in  den  Punkten  M  und  M'  wirkenden, 
dem  Gleiten  entsprechenden  Reibnngswiderstände  verstanden.  Diese  Wider- 
stände sind  durch  die  Natur  des  Materials  und  die  Grösse  des  Normal- 
drucks vollständig  bestimmt;  es  enthält  mithin  die  Gleichung 

eine  Ueberbestimmnng,  resp.  einen  Widersprach,  der  nur  dadurch  gehoben 
werden  kann,  dass  man  untersucht,  inwiefern  etwa  die  Voraussetzung  eines 
gleichzeitigen  Gleitens  in  M  und  M'  im  vorliegenden  Falle,  d.  h.  bei  sich 
schneidenden  Axen  der  Rotationskörper  und  bei  Abwesenheit  aller  auf  die 
Fläche  F|  wirkenden  (nicht  von  der  Reibung  herrührenden)  Kräfte,  nicht 
erfüllt  ist. 

Findet  nämlich  nurinüfoder  if'  Gleiten  statt,  so  können  die  Wider- 
stände in  M\  resp.  M  die  Mazimalwerthe  W\  resp.  W  nicht  erreichen,  und 
die  Gleichung  9)  ist  nur  auf  die  tfaatsächlicb  auftretenden  Widerstände 
w  und  w'  zu  beziehen ,  so  dass  man  hat 

and 

11)  ^,  +  ^,  =  {tv  Ä,  —  ir'Ä',)  »,. 

Diese  Widerstände  {w  und  fv)  können  nur  gleichzeitig  Null  werden, 
und  dies  ist  wiederum  nur  möglich,  wenn  kein  Gleiten  stattfindet.  Es 
lässt  sich  aber  auch  leicht  indirect  zeigen,  dass  sie  (bei  den  gemachten 
Voraussetzungen)  Null  sein  müssen,  wenn  nur  gleichförmig  rollende 
Bewegung  stattfindet.  Denkt  man  sich  nämlich  die  beiden  Kreise  Aj  und  A', 
unabhängig  voneinander  mit  der  gleichen  Winkelgeschwindigkeit  <Di  um  ihre 
Axe  rotirend,  so  wirkt  auf  jeden  dieser  Kreise  nur  die  eine  Kraft  w^  resp. 
tv\  und  eine  gleichförmige  Drehung  wäre  unmöglich,  wenn  diese  Kräfte  von 
Null  verschieden  wären. 


Da  aber  die  Bewegung  des  veränderlichen  JBg-i 
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Sterns  vollkommen  übereinstimmt  mit  der  des  starren,  so  gilt  der  eben  ge- 
machte Schluss  auch  für  dieses. 

Im  Falle  des  Rollens  ist  demnach 

«;  =  n;'=0 
und  es  bleibt  nur  noch  der  Fall  des  Gleitens  zu  erledigen. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  nicht  Rollen  stattfindet,  mindestens  ein 
Kreis  gleiten  muss.  Es  müssen  daher,  unter  q  und  q*  positive  Grössen  ver- 
standen, von  denen  mindestens  eine  Null  ist,  die  Gleichungen  be- 
stehen: 


,ox      X  \ff^+g=^{       .^S'=Ooder 


/=0. 

Sind  beide  Grössen,  q  und  q\  gleichzeitig  Null,  so  sind  die  thatsäch- 
lieh  auftretenden  Widerstände  w  und  tv'  den  grösstmöglichen  IV  und  W 
gleich.  Dies  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  beide  Kreise  A,  und  R\  gleich- 
zeitig gleiten. 

Da  nun  unter  allen  Umständen  die  Bezeichnung  gilt 

und  da  nach  12)  aus  ^?  =  —>  immer  gefolgert  worden  kamn 

so  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,   dass  beide 
Kreise  gleichzeitig  gleiten: 

d.h.: 

Die  Radien  der  gleiten  den  Kreise  müssen  sich  um- 
gekehrt verhalten  wie  die  an  ihnen  angreifend  en  (dem 
Gleiten  entsprechenden)  Widerstände. 
Ist  dagegen 

also  auch 


W  W 

oder,  mit  Einführung  von  q  und  q'\ 

w  +  ^        w 
so  erhält  man  sofort 

w        q* 

Da  entweder  q  oder  q  Null  sein  muss  und   —  eine  endliche  Grösse  ist, 

w 

so  hat  man  hier 
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zu  setzen ,  mithin 

14)  w=fF\ 

und  das  Gleiten  findet  zwischen  den  Kreisen  B^i  und  /^',  statt, 
während  die  Kreise  Ri  und  R^  au  ['einander  rollen. 
Demnach  ist 

und  da 

fV^Ri 
sein  muss,  so  ergiebt  sich 

15)  «>=?"»". 


Ä. 


.6)  ^.<§. 


W       fo 


w        q 


Ist  ferner 
also  auch 
so  erhält  man 


und  da  —  jedenfalls  ^0  ist,  so  muss 
w 

also 

17)  fV  =  W 

sein  und  das  Gleiten  findet  zwischen  den  Kreisen  Ri  und  R^  statt,  während 
iTf  und  jß^t  aufeinanderrollen. 
Demnach  ist 

0»,       Ä, 

und ,  mit  Rücksicht  auf  — ,  =  —-^ : 

18)  «;'=  5-  fF. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ist  man  nun  im  Stande,  die  Grössen  der 
Widerstände  w  und  w'  (bei  gegebenem  W  und  fF')  und  damit  die  aufzuwen- 
dende Arbeit  J^+ j^^  nach  Gleichung  11)  zu  berechnen. 

Die  Richtungen  von  w  und  w'  bilden  offenbar  den  Winkel  n  mitein- 
ander ,  d.  h  sie  sind  parallel  und  entgegengesetzt.  Sie  reduciren  sich  mit- 
hin auf  ein  Kräftepaar,  wenn 
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d.  b.  wenn  die  Berührungskreise  der  ohne  Einflnss  äusserer 
Kräfte  rollenden  Fläche  einander  gleich  sind. 


Ist  dagegen 


">i, 


also  auch 

so  rednciren  sich  beide  Kräfte  auf  eine  Einzelkraft  Q^  die 
der  Differenz  von  w  and  n;' gleich  ist,  die  Richtung  der  grös- 
seren hat  und  auf  der  Seite  derselben  liegt. 

Bezeichnet  man  die  Abstände  der  Kraft  Q  von  deaa  Punkten  M  und  ßt 

mit  d,  resp.  d',  so  ist 

d      rv 

also  auch  .       „ 

d.  h. :  Die  Resultante  der  Reibungswiderstände  iv  und  jv'geht 
durch  die  Spitze  des  Kegels,  der  durch  dieKreise^i  nnd^'i 
gelegt  werden  kann. 

Die  Resultate  obiger  Untersuchung  lassen  sich  mit  Nutzen  verwenden 
bei  Berechnung  der  Arbeitsverinste ,  welche  eintreten ,  wenn  die  Rotation 
einer  Welle  auf  eine  andere  durch  Frictionsräder  übertragen  wird.  Peroer 
dürften  sie  einen  Beitrag  liefern  zur  Gewinnung  sicherer  Grundlagen  für 
eine  möglichst  rationelle  Theorie  der  Widerstände,  welche  Eisenbahnfahr- 
zeuge in  den  Bahnkrümmungen  erfahren. 
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XI.    Eine  Bigensohaft  der  Hesse'schen  Fläehe  einer  Fläche  dritter 

Ordnung. 

Sind 

a  =  0,  ß  =  0,  7=0,  *  =  ö,  6=0 
die  Gleichangen  der  fünf  Ebenen  des  Sylvester'sclien  Pentaeders  einer 
Fläche  dritter  Ordnung,    wobei  die  in  ihnen  enthaltenen  Coefficienten  so 
bestimmt  sein  mögen,  dass 

a+ß+y+6+s=0 
ist,  so  lässt  sich  bekanntlich  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form 

«*      ff      y»      ö*      f» 

»)  7  +  1  +  ?  +  ^+^=« 

bringen,  wogegen  die  Gleichung  ihrer  Hesse 'sehen  Fläche  durch 

''  a       p      y       o       s 

dargestellt  ist.  Die  zehn  Ecken  des  Pentaeders  sind  Knotenpunkte  der 
Hesse'  sehen  Fläche  und  diese  besitzt  in  jeder  einen  Berübrungskegel  zweiter 
Ordnung,  dessen  Gleichung  z.  B.  für  den  Punkt  a  =  0,  j5  =  0,  y  =  0  ist: 

Ebenso  enthält  die*  Hesse'  sehe  Fläche  die  zehn  Kanten  des  Pentaeders 
und  besitzt  längs  jeder  derselben  eine  einzige  Tangentialebene,  deren 
Gleichung  z.  B.  für  die  Kante  ^  =  0,  6  =  0  ist: 

Jeder  der  zehn  Berührungskegel  schneidet  die  Fläche  noeh  in  einem 
Kegelschnitt  und  jeder  derartige  Kegelschnitt  liegt  in  einer  der  zehn 
Tangentialebenen,  die  längs  der  Pentaederkanten  an  dieHesse'scheFläche 
gelegt  werden  können.  Für  diese  zehn  Kegelschnitte  nun  lässt  sich  eine 
bemerkenswerthe  Eigenschaft  erweisen. 

Legt  man  durch  eine  der  Pentaederkanten,  z.  B.  ^  =  0,  c  =  0/^n£ubg4p 
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liebige  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Hesse 'sehe  Fläche  in  der  Kante  und 
überdies  in  einer  Curve  dritten  Grades,  die  einem  vollständigen  Viereck 
umschrieben  ist,  welches  von  jener  Kante  und  ausserdem  von  den  Schnitt- 
linien der  Ebene  mit  den  drei  Pentaederebenen  a=rO, /3  =  0,  y  =  0  ge- 
bildet wird.    Ist  die  Gleichung  der  beliebigen  Ebene 

so  ist  diejenige  der  Curve  dritten  Grades  hierdurch  und  durch 
A      B      C  ^  D  +  kE 


a      ß       y  d 

dargestellt.  Für  jede  einem  vollständigen  Viereck  umschriebene  Curve 
dritten  Grades  liegen  aber  die  drei  Punkte ,  in  welchen  sich  die  in  je  zwei 
gegenüberliegenden  Ecken  gezogenen  Tangenten  schneiden,  in  einer  geraden 
Linie.    Die  Gleichung  derselben  ist  für  die  vorliegende  Curve: 

Zu  jeder  durch  die  Kante  ^  =  0,  s  =  0  gelegten  Ebene  gehört  eine 
derartige  gerade  Linie  und  die  Gesammtheit  dieser  Linien  bildet  eine  Fläche 
zweiten  Grades,  deren  Gleichung  die  Form  hat: 


'>  G+M)G+f)+'-»- 


Diese  Gleichung  stellt  aber  einen  Kegel  dar,  dessen  Scheitel  auf  der 
Kante  j  =  0,  e  =  0  da  liegt,  wo  sie  von  der  Ebene 

oder  auch  von  der  andern: 

geschnitten   wird.     Dieser  Kegel  nun  berührt  einmal  die  Fläche  längs  der 
Kante  5=0,  6  =  0,  er  durchschneidet  sie  aber  auch,  wie  eine  einfache  Be- 
trachtung der  Gleichung  zeigt,   in  den  drei   Kegelschnitten,    welche   die 
Fläche    mit    den   ßerührungskegelu    der    drei    auf  jener  Kante  liegenden 
Knotenpunkte  gemeinsam  hat.    Es  giebt  zehn  solche  Kegel,  deren  Scheitel 
sämmtlich  in  der  Ebene  6)  liegen,  und  es  ist  somit  folgender  Satz  erwiesen : 
Für  die  Hesse'sche  Flächejeder  Fläche  dritter  Ord- 
nung liegen  die  zehn  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Tan - 
gentialkegel  der  zehn  Knotenpunkte  die  Fläche  durch- 
schneiden';  zehnmal   zu  je   dreien   in  p  erspectivischer 
Lage.     Die  Scheitel  der  zehn  so  entstehenden  Sehkegel 
liegen    auf    den    Pentaederkanten   und    befinden    sich 
sämmtlich  in  einer  Ebene. 
Für  die  speciellen  Flächen  dritten  Grades,    deren  Gleichung  auf  die 
Form  gebracht  werden  kann: 

7)  k{u'  +  ß^  +  /  +  d»)-{a  +  ß  +  y  +  dy  =  0 
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fällt  die  Ebene  der  zehn  Kegelßcbeitel  mit  der  fünften  Pentaederebene 

zasammen  and  enthält  somit  vier  Kanten  des  Pentaeders.  Die  vier  Kegel, 
die  vorher  auf  diesen  Kanten  ihre  Scheitel  hatten ,  gehen  in  Ebenfenpaare 
über,  welche  diese  Kanten  zu  Dnrchscbnittslinien  haben,  und  die  drei 
Kegelschnitte,  die  vorher  auf  jedem  Kegel  lagen,  gehen  in  sechs  gerade 
Linien  über,  von  denen  drei  auf  der  einen  und  drei  auf  der  andern  Ebene 
des  Paares  liegen. 

Auf  der  He  SS  ersehen  Fläche 


oder 


2  ,  j  ,  1      1 Ä 


^)'  (;  +  J  +  J+5)(«+^  +  v  +  <^)  =  ^ 


liegen  dann  ausser  den  zehn  Pentaederkanten  noch  zwölf  gerade  Linien, 
von  denen  je  zwei  durch  einen  der  sechs  Knotenpunkte  gehen,  die  in  der 
Ebene  «  =  0  liegen.  Der  Grund  für  dieses  Zerfallen  von  sechs  Kegel- 
schnitten in  sechs  Paare  von  Geraden  ist  darin  zu  suchen,  dass  die  Ebenen, 
welche  die  Hesse 'sehe  Fläche  längs  der  Kanten  berühren,  die  diesen 
sechs  Knotenpunkten  gegenüberliegen ,  zugleich  durch  den  entsprechenden 
Knotenpunkt  gehen,  z.  B.  die  Ebene 

a  +  ß  =  0 
durch  den  Punkt 

y  =  0,  ^  =  0,  a  +  ß  +  Y  +  8  =  0. 
Der  Kegel  5)  geht  im  vorliegenden  Falle  in  das  Ebenenpaar 
(« +  |3+yy  4- (2- /r)(a +  13  +  7)^  +  ^  =  0 
über,  dessen  Ebenen  gleich  denen  der  anderen  Paare  reell  sind,   sobald  k 
nicht  zwischen  Ound  4  liegt.    Für  die  Fläche,  bei  welcher  A:  =  4: 

fallen  die  zwei  Ebenen  jedes  Paaros  zusammeif;  die  vier  so  entstehenden 
Ebenen 

-ct  +  ß  +  y  +  Ö^O. 

a-/3  +  y  +  6  =  0, 

ct  +  ß-y+ö  =  0, 

a+ß+y-Ö^O 
bilden    ein  Tetraeder  ,    dessen  Kanten  auf  der  Fläche  liegen  und  dessen 
Ecken   weitere  Knotenpunkte  derselben  sind.     Die  vorliegende  Fläche  ist 
die  Hesse 'sehe  Fläche  zweier  Flächen  dritter  Ordnung  mit  vier  Knoten- 
punkten, deren  Gleichungen  resp. 

und 
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~»  +  ß  +  r  +  i'^  «-ß+Y+9  '^a  +  ß-y  +  i'^  a  +  ß  +  Y-d 
oder  in  der  Normalform 

{-''+ß+r+iy+{»-ß  +  Y+sy+(«-hß-r  +  9y 

nnd 

4(«'  +  /J»  +  y»  +  «')-(«  +  /»  +  y  +  »)«  =  0 
Sind. 

Chemnitz.  Dr.  Ekil  Eckardt. 


XTT.    Das  angebliche  Werk  des  Eoklides  über  die  Waage. 

Im  Journal  Asialique  von  1851  hat  Woepcke  eine  ,yNoticesur  des  ira- 
ductions  arabes  de  deux  ouvrages  perdus  dEucUde^'  veröffentlicht.  Diese  Notiz 
enthält  nicht  nur  Mittheilangen  über  diese  Schriften,  sondern  nach  dem 
Mannscripte  Supplement  arabe  052.  2  den  Text  und  die  Uebersetznng  des 
einen  Werkes  und  die  Uebersetznng  des  zweiten.  Während  wir  über  das 
zweite,  „das  Bnch  über  die  Theilnng  der  Figuren*',  das  bestimmte 
Zeugniss  des  Proklos  besitzen,  haben  wir  über  das  erste  Stück  dieser 
Notiz  „Iß  livre  d'Euclide  sur  la  balance"  nirgend  eine  Erwähnung  bei  Schrift- 
stellern des  Alterthnms,  welche  über  Enkli  des  gehandelt  haben.  Nach 
einer  Bemerkung  Woepcke's  am  Ende  seiner  Uebersetznng  existirt  ein 
anderes  Manuscript,  welches  das  Buch  —  es  besteht  nur  aus  vier  Lehr- 
sätzen —  den  Beni  Musa^  den  berühmten  drei  Brüdern,  zuschreibt» 
Woepcke  versucht  diesen  Umstand  zu  entkräften;  ich  glaube  Orund  zu 
haben,  das  Gegentbeil  für  richtig  zu  halten. 

Thabitben  Korrah  war  Schüler  der  Beni  Musa.  Man  vergleiche  nun 
das,  was  ich  im  Supplementhefte  ISGS  dieser  Zeitschrift  über  desaen  Li b  er  F a- 
ra$/o;it$mitgetheilthabe,  mit  dem,  was  Woepcke  als  Werk  desEuklides 
übersetzt  hat,  und  man  wird  unmittelbar  zugeben  müssen,  dass  das  un- 
zweifelhaft dem  Thabit  zugehörige  Werk  Über  die  Handwaage  nichts 
Anderes  ist,  als  eine  weitere  Ausführung  und  Vervollständigung  des  Pseudo- 
euklidischen Werkes.  Da  Thabit  auch  die  Untersuchungen  über  die  Tri- 
section  seines  Lehrers  weifer  ausführte,  die  Beni  Musa  aber  nachweislich 
über  Karaston  geschrieben  haben  (vergl.  a.  a.  0.),  so  dürfte  es  wohl 
wahrscheinlicher  sein,  dass  es  auch  dies  Werk  seiner  Lehrer  war,  das  er 
in  seinem  Liber  Karastonis  fortführte,  als  das  des  Euklid  es. 

Eine  andere  Thatsache  scheint  dem  freilich  zu  widerstreiten.  In  der 
Handschrift  F.  IL  33  der  Bibliothek  zu  Basel  findet  sich  das  Werk 
de  Ponderibus  des  Jordanus  Nemorarius  unter  dem  Titel  nJor- 
danus  de  Netnore  ei  Euclides  de  Ponderibus'^  und  dieaeB  Buch  hat 
in  seinem  ersten  Theile  ebenfalls  viel  Aehnlichkeit  mit  dem  durch 
Woepcke  übersetzten  arabischen  Originale,  scheint  aber  mit  dem  Liber 
de  canoniOf  das  Woepcke  a.  a.  0.  erwähnt,  identisch;  und  da  ein  Werk, 
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in  welchem  es  heisst:  yySicut  demonsiraium  est  ab  Euclide  et  Archir 
mede^  ei  alii»",  nicht  von  Enklides  sein  kann,  so  fällt  dieses  Argument 
weg.  So  lange  wir  also  über  ein  Bach  des  Enklides  de  ponderibus 
nicht  Autoritäten  aas  dem  Alterthnm  besitzen,  möchte  ich  die  Antenticität 
der  Autorschaft  des  Enklides  bezweifeln  und  sie  den  Beni  Mnsa  ge- 
wahrt wissen. 

T hörn,  13.  Febr.  1874.  M.  Cürtzb. 


Xin.    ITeber  die  Constrnctioii  von  Ovallinien. 

(Hierin  Tafel  III,  Fig.  15-17.) 

In  der  „Anleitung  zum  Linearzeichnen^*  von  Prof.  Delabar,  I.  Th., 
2.  Aufl.  S.  49,  Nr.  136  findet  sich  folgende  Construction  eines  Ovales,  dessen 
Halbaxen  CA^a  und  CB^b  gegeben  sind  (Taf.  III.  Fig.  15):  Man 
schneide  auf  AB  die  Strecke  BEs=:BD  =  a^b  ab  und  errichte  im  Mittel- 
punkte F  des  Restes  AE  nnf  AE  eine  Senkrechte,  welche  ^^C  in  G^  BC  in 
H  schneidet;  G  und  H  sind  dann  die  Mittelpunkte,  GA  und  HB  die  Radien 
zweier  Kreise,  die  sich  in  einem  Punkte  /  der  Geraden  i/F  berühren  und 
zusammen  einen  Quadranten  des  Ovales  bilden.  Der  Verfasser  fügt  noch  die 
Bemerkung  hinzu,  dass  /  ein  „mathematisch  genauer*'  Pnnkt  des  Ellipsen- 
quadrauten.sei.  —  Da  die  Aufgabe,  aus  zwei  Kreisbögen  einen  Ovalqua- 
dranten von  gegebenen  Halbaxen  zusammenzusetzen,  insofern  unbestimmt 
ist,  als  man  den  kleineren  Radius  beliebig  (nur  ^6)  wählen  kann  (Zeitschr. 
Bd.  IV,  S.  244),  so  hätte  die  obige  Construction  nur  dann  einigen  Werth, 
wenn  J  wirklich  ein  Ellipsenpunki  wäre;  in  der  That  ist  dies  aber  nicht 
der  Fall,  wie  zunächst  gezeigt  werden  soll. 

Bezeichnet  man  AB^yd^-^ti^  zur  Abkürzung  mit  c,  so  findet  man 
leicht  folgende  Werthe:  ' 

■ia  '  2*        .         ' 

{a-J){p^rb±c)c 
2ab 
(e  +  6-a)o       ^         (c  +  a-6)c 
2a  '  2*  ' 

woraas  sich  zunächst  BH —  AG=GB,  also  die  Bertthrang  beider  Kreise 
ergiebt.     Als  Coordinaten  des  Beittbraogspanktes  /  erhält  man 

und  wenn  nun  /  ein  Ellipsenpunkt  sein  sollte,  so  müsste  die  Gleichung 

stattfinden;  in  Wirklichkeit  liefern  dagegen  die  vorigen  Werthe 
^*?+fl*i?*= «•*'  + 4  («-^y  [«'  +  «* +  ^*-(«  + ^)<^]- 
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Nur  wenn  a  und  b  wenig  differiren,  ist  die  rechte  Seite  nahezu  =  a'6*. 

Zur  richtigen  Lösnng  der  Aufgabe,  aus  zwei  sich  berührenden  Kreis- 
bögen einen  Ovalqnadranten  zu  constniiren,  welcher  mit  der  Ellipse  ausser 
den  Scheiteln  J  und  B  noch  einen  zwischenliegenden  Punkt  fV  gemein  hat, 
gelangt  man  auf  folgende  Weise  (Taf.  III,  Fig.  16). 

Die  excentrische  Anomalie  ACU  des  Punktes  ^  heisse  <ol  die  recht- 
winkligen  Coordinaten  von  W sind  dann  C P==  acosm^  C0  =  b8inm,  Ist 
ferner  M  der  auf  CA  liegende  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  A 
und  FT  geht,  und  analog  iV  der  Mittelpunkt  des  durch  B  und  FF  gehenden 
Kreises,  so  gelten  die  leicht  entwickelbaren  Formeln 

CM= (i  +  co$m),      CN=~-r-(l  +  8inm). 

Zur  Berührung  der  beiden  Kreise  ist  erforderlich,  dass  die  Punkte  M^  JV,  W 
in  einer  Geraden  liegen;  dies  giebt  für  oo  die  Bedingungsgleichung 

(a*—  6*)  (1  —  cos (o sin oai)  =  (/i*  +  b*)  {cosm  —  sinw). 
Ihre  Auflösung    wird    einfach,    wenn  man  f os «  —  5in «  =  z  als  neue  un- 
bekannte ansieht;  man  erhält  die  beiden  Wurzeln 

a  +  b        ^         a  —  b 
2  = und  2  =  — TT, 

von  denen  nur  die  zweite  zu   gebrauchen  ist,   weil  im  ersten  Quadranten 
cosm  —  sinm  zwischen  —1  und  -|-  1  liegen  muss.    Hiernach  ist 

cosw—  stna  =  — -— - 

oder 

l      a  —  b 

sin  (A  w  —  od)  =  "7=^ .      r~7 

oder  auch 

4a  b 


sin  2(0  = 


{a  +  br 

wobei  rechter  Hand   das  harmonische  Mittel   aus   den  Halbaxen,  dividirt 
durch  deren  arithmetisches  Mittel,  vorkommt. 

Aus  den  letzten  drei  Formeln  lassen  sich  verschiedene  Oonstructionen 
der  excentrischen  Anomalie  von  W  herleiten;  am  einfachsten  dürfte  die 
folgende  sein:  Man  construiro  den  Punkt  S,  dessen  rechtwinklige  Coordi- 
naten CR=^{a  +  b)  und  RS  =  —  \{a  +  b)  sind,  beschreibe  aus  dem. 
Mittelpunkte  S  mit  dem  Radius  SC  einen  Kreis  und  aus  dem  Mittelpunkte 
C  mit  dem  Halbmesser  a  ^  b  einen  zweiten  Kreis,  welcher  den  ersten  in  T 
schneidet;  es  ist  dann  L  ACT=cj^  worauf  die  Construction  leicht  zu  Ende 
geführt  werden  kann  (Taf.  III,  Fig.  17). 

Wenn  auch  das  Mitgetheilte  von  sehr  untergeordneter  Bedeutung  ist, 
so  lässt  es  sich  doch  bei  Uebungen  in  der  analytischen  Geometrie  gelegent- 
lieh  als  Aufgabe  verwenden.  Schlömilco. 
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XIY.    Zar  Frage  über  isotherme  Coordinatensysteme. 

Mit  Lam^  (Lecons  sur  les  coordonnees  curvilignes  elc.)  nennen  wir  dann 
ein  Coofdinatensystem  dreifach  isotherm,  wenn  es  folgende  Beding- 
ungen erfüllt. 

Wird  irgend  ein  Punkt  des  Raumes  dadurch  seiner  Lage  nach  fest- 
gelegt,  dass  er  betrachtet  wird  als  der  Durchsclinittspunkt  der  drei  Flächen 

deren  jede  durch  jeden  beliebigen  Raumpunkt  hindurchgelegt  werden  kann, 
vorausgesetzt,  dass  man  den  Parametern  a,  ^und  y  entsprechende  Werthe 
giebt,  und  schneiden  sich  diese  drei  Flächen  durchaus  rechtwinklig,  so 
sagt  man  bekanntlich,  dass  das  eben  genannte  Flächensystem  ein  ortho- 
gonales Flächeusystem  sei  und  dass  die  Coordinaten  irgend  eines  Raum- 
punktes  die  Werthe  der  Parameter  a,  ß  und  y  der  obigen  Flächen  seien, 
die  sich  in  jenem  Raumpunkte  gegenseitig  rechtwinklig  durchschneiden. 

Genügen  nun  noch  die  in  x\  y  und  z  ausgedrückten  Parameter  u^ßxmAy 
der  ftcbematiBch  dargestellten  Bedingung 

a»...     a*...     a*... 

identisch,  so  nennt  man  das  Coordinatensystem  der  a,  ß  und  y  ein  drei- 
fach isothermes. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  mau  zu  jeder  beliebig  gegebenen 
FlXcIie  zwei  andere  Flächen  so  hinzufinden  kann,  dass  alle  drei  Flächen, 
bezogen  auf  gewisse  in  ihnen  vorkommende  Parameter  a,  ß  und  y,  zusam- 
men ein  dreifach  isothermes  Coordinatensystem  bilden. 

Was  nun  zunächst  die  individuelle  gegebene  Fläche  anlangt  und  das 
Aufsuchen  von  deren  Parameter  a,  so  giebt  darüber  das  Gauss-Dirich- 
let'sche  Princip  Aufschluss  dahin,  .dass  es  sagt,  wenn  überhaupt  ein  solcher 
Parameter  a  zu  der  gegebenen  Fläche  existirt,  so  ist  er  nur  einzig  vorhan- 
den, oder  ein  zweiter  Parameter  a  könnte  sich  von  dem  vorigen  a  nur  durch 
eine  additive  und  eine  multiplicirende  Constante  unterscheiden,  so  dass  der 
Zusammenhang  besteht  «'£=  Aa  +B^  wo  J  und  B  rein  numerische  Constan- 
ten darste/len. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  die  gegebene  Fläche  immer  bereits  auf  die 
Porm  gebracht  sei 

a  =  /'a(*,  y,^);  ^,(«)=0. 

Ob  nun  zu  der  Fläche  a  =  /*a(^,  y,  2)  die  beiden  anderen  isothermen 
Flächen  immer  gefunden  werden  können,  hat  Lam^  durch  eine  einfache 
Behauptung  entschieden ,  aber  nicht  weiter  vollständig  durch  Beweise  oder 
Beispiele  erhärtet. 

Nachdem  Lam4  nämlich  S.  34  den  Beweis  geliefert  hat,  dass,  wenn 
die  Fläche  o  =3 /*«  (o:«  tf,  z)  eine  Cylinderfläche  ist,  alsdann  immer  das  ganze ^^ 
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isotherme  Coordinatensjstem  vorhanden  sein  müsse  and  leicht  gefanden 
werden  könne,  sagt  er  einfach  S.  S5:  ,^lorsgue  deux  des  trois  familles  des 
surfaces  conjugees  sont  isothermes,  la  troisieme  ne  fest  pas  necessairemenV^ 

Wir  führen  zunächst  für  diese  Behauptung  Lam^^s  ein  Beispiel  an, 
um  später  die  Frage  genauer  zu  discntiren. 

Die  drei  Flächen 

-.+?^-2t-ö  =  0,   a^Mla  +  N, 
a        a 

y  t=  arc  Ing  — 

bilden,  wie  man  sich  leicht  durch  directe  Differentiationen  überzeugen  kann, 
ein  dreifach  isothermes  Coordinatensjstem,  wenn  man  unter  M  und  ^  rein 
numerische  Constanten  versteht. 

Die  erste  dieser  Flächen  stellt  ein  System  von  Rotationsparaboloiden 
dar  um  die  Z-Axe  als  Rotationsaxe,  deren  Meridianebenen  durch  das  dritte 
Flächensystem  mit  dem  Parameter  y  vertreten  werden. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  für  die  Flächen  des  eben  genannten  isother- 
men Systemes  ganz  analoge  Resultate  abzuleiten,  wie  sie  für  die  beiden  bisjetzt 
allein  bekannten  nicht  cylindrisch  isothermen  Coordinatensysteme ,  näm- 
lich das  sphärische  und  ellipsoidische,  schon  längst  bekannt  sind;  wir  über- 
gehen  aber  hier  derartige  Betrachtungen,  indem  wir  nur  noch  auf  die  sich 
von  selbst  aus  dem  obigen  Beispiele  ergebende  Folgerung  hinweisen,  dass 
unter  einem  dreifach  isothermen  Coordinatensys tarne  nicht 
nothwendig  ein  Fläche  nsystem  enthalten  sein  muiBS,  das  aus 
allseitig  geschlossenen  Flächen   besteht. 

Hat  man  weiter  das  Flächensystem 

a      a  -{-m  \  / 

r ^—,  =  2Z  +  6,  ß=lU'arclng  — ^i~^-=  +  iV,. 

l>       m-b  "^  2j/b(m-b) 

„  _  .  .   ab{a  +  2m-  b)  (a  +  m){m-  b)  («  -  b) 

wo  m  eine  gegebene  unveränderliche  Grösse,  Af,  iV,  iW'  und  iV'  numerische 
Constanten  und  a,  ß  und  u  veränderliche  Parameter  bedeuten,  so  ist  auch 
dieses  Flächensystem  ,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  ein  orthogo- 
nales. Die  erste  Flächenfamilie  wird  gebildet  von  elliptischen  Paraboloiden, 
die  zweite  von  hyperbolischen  Hyperboloiden.  Die  ersten  beiden  dieser 
Flächenfamilien  genügen,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  den  Be- 
dingungen ^f,  (a)  ^  0  und  Jf  {ß)  ^  0,  allein  die  dritte  Flächenfamilie  erfüllt 
die  entsprechende  Bedingung  nicht,  und  wir  behaupten,  dass  es  auch  über- 
haupt nicht  möglich  sei,  die  Gleichung  der  dritten  Flächenfamilie  so  um- 
zuformen, dass  ein  dreifach  isothermes  Coordinatensystem  entstehe,  j 
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Da  nämlich   die   Form   der   Gleichungen  der  beiden  ersten  Flächen- 
familien un  veränderlich  feststeht,  so  wird  darch  die  blossen  Orthogonalitäts- 
bedingnngen  die  Form  der  rechten  Seite  der  Gleichung  der  dritten  Flächen- 
Familie  festgelegt,  so  dass  allein  noch  der  Parameter  u  willkürlich  ist,  also 
auch  als  Function  einer  gewissen  Constanten  y  gedacht  werden  kann.    Es 
i.st  nun  die  Frage,   ob  man  u  so  als  Function  von  y  darstellen  kann,   dass 
J^{y)^0  identisch  erfüllt  ist.    Gesetzt,  es  sei  möglich,  so  wäre 
du      du  dy      du      du  d  y      du      du  dy 
dx      dy  dx^    dy'^dydx^     dz~'dydz^ 
a^z  Ja«  aV    ,  /^yV  ^      d^u_      ^  ^  ,  (d_y\  d^ 
dx^'^dydx^'^XdxJ    df'    df/*'^dy  dy*'^\dy)    df' 
d^_dud^       /dyV  d^ 
dz^^d^  dT*'^\dz)   dy""' 
Äddirt   man  die    drei  letzten  Gleichungen,   berücksichtigt  dabei  die 
ersten  drei  und  die  Bedingung  Jt{y)  ^  0,  so  entsteht: 

^■(")-[(l-:)"+©'-G-:)"]Ä'  • 

oder  besser:  \oy / 

df    _        dc^'^dj^^F? 


(I7)  (^:)"+©■+©' 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  kann  aber,  der  Voraussetzung  nach, 
als  Function  von  u  allein  dargestellt  werden ,  folglich  muss  auch  die  rechte 
Seite  sich  mit  HHfe  der  Gleichung  ti  = . . .  auf  eine  Function  blos  von  u 
rednciren  lassen.  Dies  ist  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  im 
vorliegenden  Falle  unmöglich  und  damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen, 
dass  das  vorliegende  Flächensystem  nicht  zu  einem  dreifach  isothermen 
umgestaltet  werden  könne.  Die  obige  Behauptung  Lam^*8  ist  also  an  einem 
Beispiele  verificirt. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  genaueren  Untersuchung  über  die  Frage  nach 
der  Existenz  isothermer  Coordinatensysteme ,  und  kommen  zunächst  dazu, 
dass  wir  ermitteln,  ob  zu  jeder  Fläche  a  =  /^«(cc,  ^,  z),  ^t{a)  ^  0  überhaupt 
ein  orthogonales  Flächensystem  existiren  müBse. 

Gesetzt,  es  existirtein  solches  der  a,  u  und  v,  so  müssen  die  Gleichungen 

identisch  erfüllt  sein : 

da  du  ^da  du      da  du 

dx  dx      dy  dy      dz  dz  ' 

.  dudv      dudv      dudv 

*^  dl^dx'^dydy^dldl^    ' 

dv  da      dv  da      dv  da 

.  did'x^dydy'^d'zVz^    ' 
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2)  ^,{a)  =  0. 

Da  diese  Gleichungen  identisch  in  Bezug  auf  x,  y  und  z  erföllt  sein 
müssen,  so  muss  auch  jede  andere  Gleichung  identisch  erfüllt  sein,  die  ans 
diesen  Gleichungen  durch  Differentiation  nach  einer  der  Variablen  x,  y  und  z 
abgeleitet  werden  kann. 

Soll  nun  das  Orthogonalsystem  a^u^v  immer  existiren  ,  gleichgültig, 
welches  auch  die  Flächenfamilie  €c  =  fa{x^y,z)  sei,  so  dürfen  sich  aus  1) 
keine  Gleichungen  ableiten  lassen,  die  nur  die  Derivirten  von  cc  enthielten, 
weil  jede  solche  Gleichung  eine  Bedingung  über  die  Beschaffenheit  der 
Fläche  a  ausdrücken  würde;  eine  solche  Gleichung  würde  aber  entstehen, 
wenn  sich  aus  den  Gleichungen  l)  mehr  Gleichungen  ableiten  Hessen,  als 
in  ihnen  verschiedene  Derivirte  von  u  und  v  vorkommen,  denn  in  diesem 
Falle  würden  durch  einfache  Elimination  dieser  letzteren  Derivirten 
Gleichungen  entstehen,  die  nur  die  Derivirten  von  a  enthielten.  Wir  haben 
also,  um  die  vorliegende  Frage  zu  unterscheiden,  nur  zu  uutersncheD,  ob 
die  Anzahl  der  Derivirten  von  u  und  v  bis  einschliesslich  der  p^^^  Ordnung 
immer  g^sser  ist  als  die  Anzahl  der  uuabhängigen  Gleichungen ,  die  man 
aus  I)  durch  (p —  l)-malige  Differentiation  nach  einer  derVeriablena;,  yundz 
ableiten  kann. 

Da  u  und  v  Functionen  der  drei  Variablen  Xy  y  und  z  sind ,  so  wächst 
die  Anzahl  ihrer  partiellen  Derivirten  bekanntlich  wie  die  Reihe  der  Dreiecks- 
zahlen ,  80  dass ,  wenn 

die  Ordnung  der  Derivirten  ist:        die  Anzahl  der  Derivirten  ist: 
p=l,  3, 

p  =  2,  6, 

p=3  10 


„-«  (p+o(p+g) 

P=P,  i7^ . 

Die  Anzahl  der  Derivirten  von  u  und  »,  bis  zur  p**"  Ordung  einschliess- 
lich, ist  daher 


^{^  +  ,^y,  +  „,^P+lP^)^PAl 


p+;jp+3 


3 

Ebenso  aber,  wie  die  Anzahl  der  Derivirten,  ebenso  schreitet  auch  die 
Anzahl  der  aus  jeder  der  Gleichungen  1)  durch  partielle  Differentiationen 
ableitbaren  Gleichungen  vorwärts.  Die  Anzahl  der  Gleichungen  also,  die 
man  als  unabhängig  aus  denen  1)  ableiten  kann,  ist  daher,  die  Gleichungen 
1)  eingeschlossen: 

3(1+3+6+10+. ■.+^if^)=^(^-;)(^-'^>.  • 

Diese  Gleichunjgen  enthalten  sämmtliche  Derivirte  von  u  und  Vy  deren 
Anzahl  vorhin  berechnet  wurde  und  sie  sind  auch  die  einzigen  unabhängigen 
Gleichungen,   die   aus  denen  1)  abgeleitet  werden  können /und  dicL  keine 
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höheren  Derivirten  von  a,  u  und  9,  als  die  p^  Ordnung  einschliesslich  ent- 
halten.* — 

Nun  sollte  aher  a  auch  der  Gleichung  2),  J^  (a)  ^  0,  identisch  genügen, 
folglich  auch  jeder  Gleichung,  die  ans  dieser  durch  partielle  Differentiation 
nach  X,  y  oder  z  abgeleitet  werden  kann. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  vorhin  aufgestellte 
Anzahl  von  Gleichungen  nicht  durchaus  von  einander  unabhängige  nmfasst, 
denn  denkt  man  sich  entweder  aus  den  ans  der  ersten  oder  der  dritten 
der  Gleichungen  l)  abgeleiteten  Gleichungen  diejenigen  herausgewfthlt,  die 
dieselben  derivirten  von  a  enthalten,  als  die  sind,  die  in  der  aus  J^i!^)^^ 
abgeleiteten  Gleichung  vorkommen,  reducirt  man  weiter  diese  heraus- 
gewählten Gleichungen  auf  diese  Derivirten^ von  a,  so  kann  man  aus  ihnen 
neue  Gleichungen  bilden,  deren  beide  Seiten  identisch  verschwinden  müssen. 
Es  müssen  daher  unter  der  obigen  Anzahl  von  Gleicliungen  genau  doppelt 
so  viele  abhängige  vorhanden  sein,  als  aus  der  Gleichung  z/t(^)^^ 
Gleichungen  abgeleitet  werben  können,  die  keine  höheren  Derivirten  von  et 
als  bis  zur  p^^^  Ordnung  einschliesslich  enthalten. 

Diese  Anzahl  ist  aber , 

wenn  p  =  1 :  0 , 
p  =  2:J, 
p:=8:  3 


Unter  der  .früher  aufgestellten  AnzfChl  von  Gleichungen  sind  demnach 


2(1  +  3  +  6+...  +  ^-^)  = 


p-l.pp  +  l 


abhängige,  so  dass  die  Anzahl  der  Derivirten  von  u  und  v  bis  zur  p*""  Ord- 
nung einschliesslich  die  Anzahl  der,  diese  Derivirten  enthaltenden  unab- 
hängigen Gleichungen  übertrifft  um 


P+1.P  +  2.P  +  3 


1.2.3 


^      rp.p+l.p  +  2       p--l.p.p+n 


P  +  lfP* 


8 

Da  diese  Anzahl  für  jeden  zulässigen  Werth  von  p  positiv  ist,  so  folgt 
hieraus  die  Antwort  auf  die  Eingangs  dieser  Betrachtung  gestellte  Frage 
in  der  Form : 


*  Daraus,  dass  für  p  ^  6  die  Ansahl  der  Gleichungen  die  obige  Anzahl  der  Deri- 
virten  übertrifft,  schloss  Serret  (A/ouv.  «/.  t,  XII,  p.  241)  mit  Becht,  dass  nicht  zu 
jeder  gegebenen  Flächenfamilie  «  => /«  (x,  ^,  z)  ein  orthogonales  Fläohensystem 
existire.  Digitized  by  GoOglC 
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Zu  jeder  Flächenfamilie  ci==fa{x,ijjz),  -J,(a)^0  giebt  es 
ein  orthogonales  Fläcbensyste m,* 

Naclidem  wir  bereits  an  einein  Beispiele  gesehen  haben,  da&s  nicht 
jedes  solche  Orthogonalsystetn  zu  oinetn  dreifach  isothermen  gemacht  wer- 
den kann,  liegt  die  Frage  nahe,  ob  es  wenigstens  immer  möglich  sei,  einer 
zweiten  Flächenfamilie  eine  solche  Form  zu  geben,  dass  ihr  Parameter /? 
die  Bedingung  /ff(ß)^0  identisch  erfülle. 

Diese  Frage  kanji  mit  Hilfe  der  bisherigen  Betrachtungen  sehr  leicht 
entschieden  werden,  indem  einfach  zu  -den  Bediugongsgleichungen  1)  jetzt 
noch  die  neue  Gleichung  Jt{ß)  ^0  hinzukommt,  wenn  wir  statt  m,  ß  ge- 
schrieben denken.  Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  durch  partielle  Diffe- 
rentiation wieder  neue  ableiten,  die  ebenfalls  identisch  gelten,  so  dass  die 
frühere  Anzahl  unabhängiger  Gleichungen,  die  die  partiellen  Derivirten 
von  ß  und  v  bis  zur  p^^"  Ordnung  einschliesslich  umfassen,  sich  im  Ganzen 
vermehrt  um 


p—i.p.p  +  J 
1.2.3  ' 

Es  übersteigt   also  auch  jetzt  noch  die  Anzahl  der  Derivirten  von  ß 
und  V  die  Anzahl  der  unabhängigen  Gleichungen  um 

P  +  ^rP\^^al       .,       p-l.p.p+l         P+T.P  +  4       .^ 


![?+.+.]- 


3     L2  J  1.2.3  2 

Da  auch  diese  Anzahl  für  jedes  zulässige  p  {rositiv  ist,  so  folgt,  dass 
sich  das  vorige  Resultat  dahin  erweitern  lässt: 

Von  den  beiden  zu  der  Flächen familie  a=/'a(^,y»2), ^i(«)^0 
gehörigen  orthogonalen  Flächenfamilien  kann  mindestens 
eine  noch  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  ihr 
Parameter  j&der  Bedingung  jdf{ß)^0  identisch  genügt. 

Ist  die  Fläche  a=fa  {>i\  y^  z)  eine  Rotationsfläche,  deren  geometrische 
Rotationsaxe  etwa  die  Z-Axe  ist,  so  findet  man  einfach  für  die  Flächen- 
familie    mit    dem  Parameter   ß    die    Schaar    der    Meridianebenen,    oder 

y 

ß=iarctng^. 

X 

Freiberg,  den  28.  Februar  1874.  Dr.  Th.  Kötteritzsch. 


XV.    Zur  Algebra  der  Chinesen. 

(Aaszug  aus  eiuem   Briefe  an  M.  Cantor.) 

In  einem  früheren  Aufsatze  zur  „Geschichte  der  Zahlzeichen**,  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phjs.  III,   S.  336,   kommen  Sie   auf  die  Regel  Ta-^yen  von 


*  Vergl.   Zeitschrift  für  Mathem.  u.  Physik  XVII,  3,  ö.  240  und^l.  t 
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San  tsze  zm  sprechen.  Aus  dem  angezogenen  Beispiele  ziehen  Sie  den 
Schlass,  dass  die  Chinesen  in  der  anbestimmten  Analytik  nicht  zu  Hanso 
gewesen  seien.  Dem  ist  wohl  nicht  so;  wie  wäre  es  auch  möglich,  dass  die 
chinesischen  Arithmetiker  bei  der  Berechnung  ihrer  Cykeln  Regeln  an- 
gewendet hätten  viele  Jahrhunderte  hindurch,  wenn  sie  nicht  allgemeine 
Giltigkeit  hatten.  Die  Schuld  liegt  aber  an  Dr.  Biernatzki,  der  die  Stelle 
aufl  dem  englischen  Original  falsch  übertragen  hat.  Die  Regel  des  Sun  tsze 
wird  nach  vier  Stanzen  in  die  Auflösung  folgender  Aufgabe  eingekleidet: 
„Eine  Zahl  durch  3  dividirt,  giebt  den  Rest  2;  durch  5  dividirt,  den  Rest  3 
and  durch  7  dividirt,  den  Rest  2."  Darauf  folgt  „für  1  durch  3  gewonnen, 
setze  70;  für  1  durch  5  gewonnen,  setze  21;  für  1  durch  7  gewonnen,  schreibe 
15;  ist  die  Summe  106  oder  mehr,  so  subtrahire  davon  105  und  der  Rest  ist 
die  gesuchte  Zahl. 

Wir  haben  hier  offenbar  die  Gauss 'sehe  Methode  vor  uns  und  die 
Darstellung  in  ihren  Zeichen  ist  demnach  : 

1^  w,  (moda^) 
^  Wg  {moda^), 
=  n^  {moda^ 
Man  bilde  drei  Uilfszahlen  (chinesisch  tschingsuy  das  ist  Mnltiplicator) 
Ai,  A,,  ^3  in  der  Weise,  dass 

Äjöjö,  ==  1  («lOf/öj), 

h^a^a^^  l  (woda,), 

Ä,rt,  «r,  ^  1  (modüf) , 

alsdann  ist  ,  ,   ,  ,   , 

Setzen  wir  die  Zahlen  ein,  so  ist 

Ä,  .  5  .  7  =  1  {tnod  3)  , 

und  dies  drücken  Sun  tsze's  Worte  aus:  „für  1  durch  3  gewonnen,  setze 

70" ;  der  Multiplicator  A,   ist  nämlich  2.      Da  aber  zufälligerweise  der 

35 
Rest  (/rt)  von—  auqh  2  ist,  so  hat  Biernatzki  diese  verwechselt. 
3 

Hieraus  geht  hervor,  dass  Sun  tsze  (200  n.  Chr.)  der  Entdecker  der 
unbestimmten  Analytik  ist.  Auch  ist  sein  Werk  durch  spätere  Commentato- 
ren,  z.B.  Tsin  kiu  tschau  VifiO,  erhalten  und  erläutert;  während  diese  Wissen- 
schaft bei  den  Indern  erst  mit  Aryabatta  (360  h.  Chr.)  beginnt,  dessen 
Werke  oder  Regeln  sich  erst  bei  Brahme  Gupta  (650)  finden;  die  Cuttuca 
der  Hindus  ist  eine  ganz  von  der  Tayen  der  Chinesen  abweichende  Me- 
thode, da  jene  mit  der  Euler^schen  Methode  coincidirt.  Die  Methode 
der  Chinesen,  sowie  ihre  Aufgaben  sind  originell.  Eine  Regel  wie  die 
Tien  Yu  en -Regel  von  Le  Yay  (l300n.  Chr.),  welche  mit  der  Hörn  er 'sehen 
Methode  der  Auflösung  numerischer  Gleichungen  identisch  ist,  findet  sich 
weder  bei  den  Hindus,  noch  bei  den  Italienern.  Erst  300  Jahre  später 
machte  Vieta  die  ersten  schwachen  Versuche  einer  Näherungsmethode. 

Lud  W^G  .^M^-JTHIBSSEN.J^ 
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XVI.   Veber  die  anbestimniten  Oleichungen  erBten  Grades. 

Denkt  man  sich  neben  die  in  ganzen  Zahlen  anfznlösende  Gleichung 

1)  ax  +  bi/  =  c 
die  andere  gesetzt: 

2)  a'x  +  b'y  =  ty 

wo  a\  b'  nnd  /  vorerst  nnbestimmt  bleiben,  so  erhält  man  daraas  durch  Eli- 
mination 


«  = 


h'c-^bt 


y=± 


ai- 


ac 


ab  —  a  b  "ab-^ab 

Sollen  nun  x  und  y  ganze  Zahlen  sein,  so  wird  dies  für  jeden  beliebi- 
gen Werth   von   /  der  Fall   sein,   wenn  die  Determinante   a6'— a'Ä=  +  l 

oder  =  —  1  ist,  was  eintritt,  wenn  p  der  letztvorhergehende  Nähernngs- 

werth  des  in  einen  Kettenbrnch  verwandelten  Brnches  —  ist;  damit  sind  a 

b  • 

nnd  b'  bestimmt,  /  dagegen  bleibt  unbestimmt. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  also  folgendermassen : 
82iC  +  261y  =  U7, 


2,      -  =  (1:3,5,2,7). 


5 

82 
75 

261 
246 

7 

7 
7 

15 
14 

1 

N&herungs  werth  e : 
also 

woraus  unmittelbar 


1 »  f »  TT»  W»  1«"T« 

82a:  +  261y  =  ll'7, 
llar+  35y  =  /, 


a?  =  26U  —  85.117  =  u.  8.  w. , 
y  =  11.117—    82r    =u.  8.  w. 
Diese  Methode  soll  nichts  wesentlich  Neues  bieten.    Sie  hat  blos  den 
Vorzug  der  Kürze,   prägt  sich  dem  Gedächtniss  leicht  ein  und  führt  un- 
abhängig von  Formeln  in  jedem  einzelnen  Falle  rasch  und  sicher  zum  Ziele. 
Stuttgart,  October  1873.  C.  Keuschle  jun. 
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Dr.  W.  Fiedler,  Professor  am  eidgen.  Polytechnikum  zu  Zürich. 
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bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  eidgenössischen 
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Urtheile  der  Presse 

über  die 

arithmetische  Alifgabeiisammlimg 

von  E.  Bardey. 


[Verlag  von  B.  (j.  Teubnej  in  Uipxig,  3.  Aufl.,  1873.    Preis  27  Ngr.] 

Zeitschrift  Hh  Bathem.  Unierrieht«  —  —  —  Wer  wollte  aber  behaupterj, 
d.iftS  von  da  aus  (von  Heis  nämlich)  nicht  noch  ein  weiterer  Fort»chritt  möglich 
^ci?  Damm  ist  daf)  Erscheinen  einer  neuen  Aufgabensammlung  für  dasselbe  Gebiet 
der  Mathematik  vollkommen  berechtig[t,  falls  sie  die  bessere  Methode  noch  mehr 
in  das  Einzelne  hineinträgt  und  Schritt  für  Schritt  dem  Anfänger  den  Weg 
zu  ebnen,  schroffe  Uebergänge  auszugleichen  bemüht  ist.  Und  das,  glaube 
ich,  iüt  gerade  einer  der  Vorzüge  der  Bardey 'sehen  Sammlung.  —  —  — 
Hinsichtlich  der  Auswahl  und  Fol^e  der  Beispiele  weist  eine  genauere 
Vergleichung  des  Buches  mit  seinen  Vorgängern  einen  bedeutenden 
Fortschritt  auf;  man  merkt  es  dem  Verfasser  bald  ab,  dass  er  Uebung  im  Unter- 
richten und  eine  nicht  gewöhnliche  didaktische  Gewandtheit  hat.  EKe  vorgelegten 
Kxempel  schreiten  vom  Einfacheren  zum  Zusammengesetzteren,  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  stetig  fort,  die  vorangehenden  bereiten  auf  die  nachfolgenden  vor 
und  es  sind  durchweg  die  Formen,  in  denen  Anfänger  leicht  Irrthümer  machen, 
so  wie  die,  welche  in  zusammengesetzten  Rechnungen  eine  besondere  W^ichtigkeit 
haV>en,  vorzugsweise  berücknichtigt.  Ueberhaupt  aber  findet  sich  in  allen  Ab- 
Hohnitten  eine  grosse  Mannichfaltigkeit  der  Kechnungsformen  in  den  zur  Erzielung- 
der  Rechenfertigkeit  geeigneten  Verbindungen.  Besonders  zeichnen  sich  sämmtliche 
Abschnitte  von  den  Glerchungen  aus.  Der  Verfa^^ser  hat  diesem  Gegenstande  seine 
besondere  Liebe  zugewendet,  wie  denn  auch  sein  1868  über  „Algebr.  Gleichungen*' 
erschienenes  Werk  zu  den  besten  gehört,  die  über  Algebra  erschienen  sind.  Die 
Auflösung  der  Gleichungen  bildet  ja  auch  für  das  weitere  Fortschreiten  in  der 
gesammten  Mathematik  die  wichtigste  Disciplin,  ohne  grosse  Uebung  darin  ist  kein 
lortschritt  möglich.  Um  die  Uebergänge  zu  neuen  Formen  recht  deutlich  hervor- 
zuheben, sind  die  Autgaben  über  die  Operationen  in  Abtheilungen  geschieden,  die 
Uebungen  über  Gleichungen,  sowohl  die  mit  gegebener  Gleichung,  als  die  einge- 
kleideten Aufgaben  in  zwei ,  resp,  drei  Stufen ,  eine  für  den  Unterricht  sehr  zweck- 
mässige Einrichtung.  —  Die  Zahl  der  in  der  Bardey'schen  Sammlung  ge- 
lieferten Aufgaben  übertrifft  die  von  M.  Hirsch  sowohl  als  die  reich- 
haltigere von  Heis  bei  weitem. Die  Bardey'sche  Sammlung  dürfte 

somit  als  die  reichhaltigste  angesehen  werden,  die  zur  Zeit  existirt. 

Conrector  Dr.  Helssi  in  Parchim. 

Zeitschrift   für  mathem«  Unterricht. Jedenfalls  darf  es  als  kein 

geringes  Lob  bezeichnet  werden,  wenn  man  sagen  muss,  dass  er  seine  Vorgänger 

in  wesentlichen  Stücken  übertroffen  hat.  — Noch  mehr  fast  möäite 

aber  Gewicht  zu  legen  sein  auf  die  Einleitung  der  einzelnen  Kapitel,  welche  in 
den  Stoff  einzuführen  oder  doch  durch  Fragen  an  ihn  zu  erinnern  bestimmt  sind. 
Diese  einleitenden  Bemerkungen  machen  ein  Lehrbuch  ganz  un- 
nöthig,  sobald  nur  der  Lehrer  es  versteht,  den  Schüler  wirklich  anregend  zu  er- 
fassen. Ist  doch  gerade  für  diese  Zwei|?c  der  SchulmathemJttik,  wo  die  Uebung 
80  ausschliesslich  in  den  Vordergrund  tritt,  ein  eigentliches  Lehrbuch  dem  Unter- 
richt fast  im  Wege.  In  der  vorliegenden  Form  wird ,  nachdem  der  Gegenstand 
während  des  Unterrichts  gehörig  besprochen  ist,  Alles  hinlänglich  dem  Gedächtniss 
zurückgerufen,  und  der  Schüler  findet  zugleich  an  der  Spitze  des  Abschnitts ,  dem 
er  viele  Aufgaben  zu  entnehmen  hat ,  einen  Rathgeber  für  etwaige  Verlegenheiten, 
der  gerade  so  viel  oder  so  wenig  sagt*,  als  wünscnenswerth  ist.    Es  würde  zu  weit 

führen,  hier  im  Einzelnen  Wohlgelungenes  zu  erwähnen  u.  s.  w. Die 

Theorie  der  Gleichungen  des  3.  und  4.  Grades  ist  hier  sehr  hübs  ch  und  elegant 
vorgetragen,  und  die  auf  Seite  284  dargestellte  Methode  zur  Lösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  wird  auch  dem  Lehrer  zum  Theil  neu 
und  immer  erfreulich  sein.  Die  Bekanntschaft  mit  den  höheren  Disciplinen  ist 
hier  gerade  so  verwerthet,  wie  es  für  ein  Schulbuch  wünschenswerth  ist. 

Professor  Dr.  Clbbsch  in  Göttingen.  ^ 


xnL 

Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  durch  Oauss'sche  Beihen. 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Professor  an  der  Universität  Halle. 


In  seinen  „Beiträgen  zar  Theorie  der  durch  die  Gaas8*8cbe  Reihe 
F{a^ß^YiX)  darstellbaren  Functionen'^  hat  Riemann  eine  Function  P  in 
folgender  Weise  definirt: 

J)  Für  alle  Werlhe  yon  x^  ausser  0,  oo,  I,  ist  sie  einändrig  und  endlich. 

B)  Sie  lässt  sich  in  die  Formen  bringen 

SO  dass  ar"".jP*,  x^^,  P^  für  x=:0  einändrig  bleii)en  und  weder  0, 

noch  unendlich  werden,  und  (  —  )      .  P/*,  (  — j      .  P/^  för  a?  =i=  oo  und 

(1  — a:)-y.i>y,  (1— a:)-/.i^y  für  a:=»l  einändrig  bleiben  und  weder  0, 
noch  00  werden. 

C)  Zwischen  je  drei  Zweigen  dieser    Function  P\  P'\  P'"  findet  eine 
lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  statt 

J))  Die  Summe  der  Exponenten  or,  ß.,.  soll  Eins  sein,  also  es  soll  sein 
a  +  a'+ß+ß'+r  +  /=^l. 
Er  zeigt  sodann,  dass  durch  die  Eigenschaften  A),  B)^  C)^  D)^  wenn 
nicht  a^€i\  ß—ß'  oder  y—y  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ist, 
die  Function  P  bis  auf  zwei  willkiirliche  Constanten,  von  denen  sie  eine 
lineare  homogene  Function  ist,  vollständig  definirt  sei. 
Definirt  man  nun  die  Function 

dadurch,  dass  sie 
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1)  für  alle  Werthe  von  x  ausser  0,  oo,  1,  1  :Ar  endlich  und  einändrig  sei, 

2)  dass  sie  in  die  Formen 

gebracht  werden  könne,  so  dass  ^ai  ^at  ^fi-"  Constanten  sind  und 

(l-a:)-y.  Py,  (l-a;)~r'.  p/;     (l^kx)"^.  P^,  {i-kx)"^'.  P^ 
bez.   für  a?  =  0,   oo,  1,  l:Ar  einändrig  bleiben  und  weder  0,  noch  or 
werden, 

3)  dass  zwischen  je  dreien  ihrer  Zweige  P',  P",  P'"  eine  lineare  homo- 
gene Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfinde 

c'P'+c"P"+c'"P"  =  0, 

4)  dass  endlich  die  Ezponentensumme 

«  +  «'+!»  + j8'+y  +  /+^  + 5  =  2 
sei; 
so  kann  man  zeigen,  dass  diese  Function  P  eine  lineare  homogene 
Function  von  zwei  Constanten  sei,  dass  sie  aber  ausserdem  noch  einen  will- 
kürlichen Parameter  enthält,  von  dem  sie  in  complicirterer  Weise  abhängig 
ist.  Man  findet  nämlich,  dass  diese  Function  P  das  allgemeine  Integral 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ist.  In  dem 
speciellen  Falle,  auf  welchen  der  allgemeine  leicht  zurückgeführt  werden 
kann,  in  dem  y  =  d^=0  ist,  ist  diese  Difi'erentialgleichung 

5)  i^x  .  i^kx  .  ^^^  \a+a'+lß+ßr+6^l--k{a+a'+ö^i)]x 

-(ß+ß')kx*\  f^^-(aa'+lx^ßß'kx')y=^0, 

worin  /  durch  die  Eigenschaften  1),  2),  3),  4)  nicht  bestimmt  ist,  also  will- 
kürlich bleibt. 

Die  Grösse  t  ist  jedoch  bestimmt,  wenn  eine  von  den  Differenzen  o — a\ 
ß—ß\  y^y  y  6  — d'  eine  ganze  Zahl  ist  und  die  Forderungen  2)  aufrecht 
erhalten  werden.  Ob  immer  eine  durch  die  Eigenschaften  l),  2),  3),  4)  de- 
finirte  Function  existirt,  kann  a  priori  nicht  bestimmt  werden ;  ihre  Existenz 
folgt  erst  daraus,  dass  von  ihr  gezeigt  wird,  sie  sei  das  Integral  einer  Dif- 
ferentialgleichung. Umgekehrt  lehrt  aber  die  Differentialgleichung,  dass 
eine  durch  1),  2),  3),  4)  definirte  Function  nicht  vorhanden  ist,  wenn  eine 
der  Grössen  a—a,  ß—ß\  y  — /»  ö  —  S'  eine  ganze  Zahl  ist  und  wenn  der 
Parameter  (/)  willkürliche  Werthe  behaltea  soll.  Vielmehr  folgt  aus  der 
Differentialgleichung ,  dass  dieser  Parameter,  wenn  +m  die  ganze  Zahl  ist, 
welcher  jene  Differenz  gleichkommt,  nur  m  verschiedene  Werthe  (für  m=0 
gar  keinen  solchen  Werth)  annehmen  kann,  mit  welchen  die  liodingungen 
2)  verträglich  sind ,  weil  im  Allgemei  en  die  Integrale  solcher  Differential- 
gleichungen logarithmische  Bestandtheile  enthalten.    Es  reicht  aus,  für  die 
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Differenz ,  weiche  einer  ganzen  Zahl  m  gleich  sein  soll ,  d  —  ^  zu  nehmen 
und  t^t=0  and  d  =  m  zu  setzen.  Es  kann  dann  die  Function  F  als  ein  ein- 
fach erweiterter  Fall  der  durch  die  Eigenschaften  J)f  B),  C)^  D)  definirten 
Function  angesehen  werden ,  wenn  in  C)  die  Summe  der  Exponenten  nicht 
gleich  Eins,  sondern        .     / .  p  ,  /y  ,       ,     '     «  _i_ 

gesetzt  wird.  Hierauf  gründet  es  sieb,  dass  ein  grosser  Theil  der  von  Bie- 
mann  in  Bezug  auf  die  Function  F  in  der  citirten  und  hier  als  bekannt  vor- 
ausgesetzten Abhandlung  entwickelten  Eigenscbaffen  bestehen  bleibt,  und 
es  gelingt  hier  wie  dort,  die  Fanction  F  durch  Gauss^sche  Reihen  darzu- 
stellen.*   Die  hier  gehegte  Absicht  ist  nun  die,  die  DifferentialgleichuDg 

5a).  i^a:M-Äar.^,H«+[(J+/^+5-l-Ar(a+d-l)]x-(P+/r)Ä::r'}^ 
oder,  wenn  man  sie  mittels  der  Formeln 

transformirt  und  zur  Abkürzung  1  — A:=Ar'  setzt,  der  Differentialgleichung 

6b)  ci-(i-*-)][>-|0-m].^^^^. 

oder  der  Differentialgleichung 


X 


*  Man  vergleiche  die  von  Herrn  Ha ttendor ff  bearbeitete  Abhandlung  Ri e- 
mann's   „lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt,  bei  gegebener  Begrenzung**,  Ar> 

tikel  17. 

dy 
**  Der  Coefficient  von  —(I  —a?)  ..  ._      in  5c)  kann  auch 

geschrieben  werden. 
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mittels  hypergeometrischer  Reihen  zn  integriren ,  wenn  8  eine  ganze  Zahl 
ist  und  das  Integral  logarithmische  Bestandtheile  gleichwohl  nicht  enthält. 
Hierzu  soll  nun  zunächst  untersucht  werden,  welche  Werthe  t  für  d=0, 
^  =  1,  dc=2,  ^=3,  ^=34  annehmen  muss,  damit  das  Integral  dieser  Differen- 
tialgleichungen den  Bedingungen  2)  Genüge  leistet,  d.  h.  logarithmische 
Bestandtheile  nicht  enthält.  Dies  findet,  wenn  ö  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  dann  statt,  wenn  die  Differentialgleichung  5a)  [joder,  was  dasselbe  ist, 
5b)  oder  5c)]  ein  particuläres  Integral  besitzt,  das  sich  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  {l  —  kx)  in  eine  convergente  Reihe  entwickeln  lässt,  deren 
niedrigste  vorkommende  Potenz  die  0*^  ist,  und  eine  lineare  homogene  Func- 
tion von  zwei  willkürlichen  Constanten  ist.  Dies  zu  untersuchen,  benutzen 
wir  die  Differentialgleichung  5b).    Wir  setzen  in  dieselbe  die  Reihe 

6)  y  =  Äro+Ä',(l-Araj)  +  A;(l-A:a:)«  +  ...  +  Ä;.(l-A:^)«  +  ... 

ein  und  wenden  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  an.    Die  Dif- 
ferentialgleichung liefert  die  Gleichung 

5^ir.(i-«)"j».«-»-(i-*«)[^«'-(.+J-i-j,(.+(>+i!'-i))» 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Kecursioosformel 

7)  Ä',+i.«  +  2.n+2-d 

also  die  Reihe  von  Gleichungen 
7a)   Ä',.l-«-Ä^,^^'  =  0, 

Ä',2,2-d-i5r,^'-2*(«+«-2-i,(«+^  +  /?'))  +  Ä'.^  =  0. 

i'.3.8-d-/i'.[^'-2(«+d-I-i,(«+^+^-I))  +  4^] 

Ist  nun  d=30,  so  sind  A'i,  iTt ...  eindeutige,  völlig  bestimmte  Functio- 
nen von  üTo  und  es  kann  t  in  keiner  Weise  so  bestimmt  werden,  dass  die 
Reihe  6)  zwei  willkürliche  Constanten  enthält. 
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Ist  j  =  1 ,  60  muss ,  wenn  dann  i  darch  t^  bezeichnet  wird : 
8a)  t,^^ßß^ 

gesetzt  werden,  wenn  K^yK^,,,  nicht  oo  sein  sollen,  und  es  sind  dann 
J^„  K^.,,  lineare  homogene  Functionen  der  zwei  willkürlichen  Constanten 
Kq  und  ifi.  Uebrigens  sieht  man  sofort,  dass  in  diesem  Falle  die  Differen- 
tialgleichung 5a)  den  Factor  (l— Ära?)  besitzt  und  nach  Forthebong  dessel- 
ben in  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  für  die  Gauss*8che  Reihe 
übergeht. 

Ist  dE=2,  so  muBs  i  eine  Wurzel  der  Gleichung    ' 

sein,  deren  Wnrzeln  wir  mit  i",,  (",  oder  eine  nnbestimmte  mit  (|  bezeichnen 
wollen.  Also  es  muss 


sein,  und  es  sind  dann  K^^K^...  lineare  homogene  Functionen  der  zwei 
willkürlichen  Constanten  K^  und  E^. 

Für  ds=3  muss  für  t  eine  Wurzel  der  Gleichung  dritten  Grades 

13  ^+< 


8  c) 


0,  2, 


.,        2ÜL'-(.+,_J,(.+^+4  -tf 


u 


?£+'-,(.+,.,.>  (.+^+y.,))+,*:+i.-?±Mü, 


=  0 


8d) 


=  0, 


gesetzt  werden,  welche  mit  {x%  ^\y  ^'t  ^^^^  ^i^^  unbestimmte  unter  ihnen 
mit  f,  bezeichnet  werden  können.  Es  sind  dann  K^^  K^^  K^,..  lineare 
homogene  Functionen  der  willkürlichen  Constanten  K^  und  K^^  während  K^ 
und  /Ti  nur  den  willkürlichen  Factor  K^  haben. 

Ist  d  =  4,  so  muss  für  i  eine  Wurzel  der  Gleichung  vierten  Grades  ge- 
setzt werden 

0,  0,  3/r',     ßß'+t 

3ä',     j3/3'+/-2;t'(a+3)+2(a-K/3+^-l)-H(l+Ä')>  -(/^f-DCiT+l),  0 
j3i5'+^-3[(a+3)Ä'-a--j3^/5+l)]H-9(Ä+l).  -(13+2)(/5'h-2),  0,  0 

deren  Wurzeln  mit  t*,,  /",,  {'\^  i^^\  bezeichnet  werden  können,  und  eine 
Unbestimmte  unter  ihnen  mit  Z,.  Es  sind  dann  K^^  ^e  *  *  *  l^^^are  homogene 
Functionen  von  zwei  willkürlichen  Constanten  i^o  und  iT^,  während  A^„  K^^ 
El  den  willkürlichen  Factor  Eq  haben. 

So  giebt  es  für  d=m  immer  m  yerschiedeue  Werthe  von  l,  welche  be- 
wirken, dass  das  Integral  der  Differentialgleichung  5a)  den  Bedingungen 
2)  Genüge  leistet. 
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Weiter  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  eine  Function  P,  welche  den  Be- 
dingungen 1),  2),  3),  4)  Genüge  leistet,  das  Integral  einer  Differentialgleich- 
ung zweiter  Ordnung  ist.    Hierzu  reicht  es  aus,  weil  offenbar 


0,   .        0, 


-) 


ist,  die  speciellere  Function 

Vo, 


y»    5> 


15'.    0,   0,    "'  ^/ 

zu  betrachten,  deren  Zweige  P^^  /V,  P^  bez.  um  0,  1,  \ih  herum  einändrig 
endlich  und  von  Null  verschieden  sind.  Da  nun  angenommen  wurde ,  dass 
zwischen  je  drei  Zweigen  der  Function  P  eine  lineare  homogene  Relation 
mit  Constanten  Coefficienten  stattfinden  solle,  so  kann  mah 

pa^CLßPß  +  a^P^  ^ayPr+  ayPY'=aiP^  +a^P^, 
/>«'=  a'^Pß  +  a>7V'=  a\py+  ayP/=asP^  +  «V/^' 
setzen.    Dann  ist 


hpa 


dp* 


dP'X 


/        fipd'  dP^\ 

=<->-">v)('^^-«'^:)ara-ra-)"' 

eine  überall  endliche  und  einändrige  Function  von  (C,  mithin  eine  Constaute. 
In  derselben  Weise  schliesst  man ,  dass  die  Function 

und  die  Function 

'P«       dP"^  d^P"" 


/dP^  dN 
\dlgx  dlg 


pa\ 

— Ja?-«(l-fl?)-y+2(i-Äa:)-<>+^ 


Uga^      dlgx  dlga 

eine  ganze  Function  von  x  vom  zweiten  Grade  sei  und  dass  die  letztere  für' 
x  =  0  verschwinde.   Da  nun  für  y  =  P  die  Determinante 

dy  ä^y 


P«, 


dlgx^     dlgx^ 
dpa  ^pa 

JTgx'' 


dlgx' 
dP^' 

dlgx^     dlgx^ 
identibch  verschwindet,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  mit 
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x-«  (l  -ir)-y+^  (1  -  kx)- <^+2 

maltiplicirt  uod  gleich  0  setzt,  (lass  P  einer  DifferoDtialgleichung  von  der 
Form 

dlgx^       ^  dlgx 

Genüge  leisten  muss.  Die  nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen  von  x 
fortschreitenden  Keihenenlwickeluugen  der  Integrale  dieser  Differential - 
gleicbang  niüssen  gemäss  2)  in  je  zwei  Reiben  zerfallen ,  von  denen  die 
eine  aufsteigende  mit  der  ntillten  Potenz,  die  andere  mit  der  a^®"  beginnt, 
während  von  den  absteigenden  die  eine  mit  der  — j3^®",  die  andere  mit  der 
_^ien  Potenz  von  x  beginnt.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  u4=a,  5=^j5+jS', 
B'^ß.ff  ist.  Da  ferner  eine  nach  Potenzen  von  1  — kx  aufsteigende  Reihe 
existiren  muss ,  welche  mit  der  d^^"  Potenz  beginnt ,  so  folgt  weiter 

Rechnet  man  nun  noch  den  Exponenten  y  aus,  mit  welchem  eine  der  nach 
Potenzen  von  1 — x  fortschreitenden  Eutwickelungcn  beginnt,  so  fiudct  mau, 
dass  sich  derselbe  gemäss  der  Relation 

a+|8+/3'+(J  +  /  =  2 
bestimmt,  was  mit  4)  in  Uebereinstimmung  ist.  Also  genügt  die  Function  P 
wirklich  der  Differentialgleichung  5  a),  in  welcher  /  aus  den  Eigenschaften 
1),  2),  3),  4)  nicht  bestimmt  ist.  Sie  ist  demnach,  abgesehen  von  dem  will- 
kürlichen in  ihr  enthaltenen  Parameter  /,  bis  auT-zwai  willkürliche  Constante, 
von  denen  sie  eine  lineare  homogene  Function  ist,  völlig  bestimmt. 

Wir  beschranken  nun  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  auf 
den  Fall,  in  welchem  d  eine  ganze  Zahl  ist  u^d  logarithmische  Bestand- 
theile  ausgeschlossen  sind.    Da  aber 

\a,     P,     y»       0,  /  \a,     p  — ö,     y,    d,  / 

ist  und  offenbar  die  Exponenten  er,  «';  j8,  j5';  y,  /;  5,  ö' jedes  Paares  unter 
sich  vertauscht  werden  können,  ohne  dnss  dadurch  die  Definition  der  Func- 
tion P  geändert  würde,  so  wird  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigt,  wenn 
man  für  6  nur  positive  ganze  Zahlen  setzt,  was  hier  geschieht. 

Für  5=0  giebt  es,  wie  oben  bemerkt  ist,  keine  Function  P,  welche  den 
Bedingungen  2)  gemäss  ist.  Für  5=  l  stimmt  die  Definition  der  Function  P 
genau  mit  der  Definition  A)^  B)^  C) ,  D)  ...  der  Rie mann' sehen  Function 
überein,  und  man  bat  also 

^«.  P,    y,    0,  /  \a,    /r,  y,       / 

welche  Function  Riemann  durch  6au8s*sche  Reihen  ausdrückt. 

Eine  besondere  Behandlung  lässt  der  Fall  5  =  2  zu,  welche  wir  hier 
folgen  lassen.    Differentiirt  man  die  Gleichung 
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1  — a:  rf*y 


9) 


a  +  a'+2T  +  {ß+ßr^2t)x        dy 
a  +  x  .a'+r  — 13— T  .  ßi^r  .x'dlgx 


dy 
nach  Igx  und  setzt  — - —  =  2,  so  folgt 
d  lg  X 


\—x  d*r 


X 


a+^  •  a'+T  —  ß — T  .  j3' — T  .  x' dlga^ 
_  1     «  +  T.«+T-"i3-T.  iT-T  g  +  a^+2T  +  «g+<r-2T)a:    |    dz 

j(a+T  .  a +T  -  /3— r  .  /T-t  .  rr)« ^  ■*■  a+i .  a+x  -  /5-  t  .  jS -t  .  x)  d  /jf 

oder  wenn  man 

also 

10)  T»it'-r[/5+/S'+ («+«')  Ar] +  j3/5'-«o'^  =  0 
setzt,  so  folgt  die  Differentialgleichung 

1— a?       (fz        ^'a;  +  [tt+g'+2T  +  (|3+i^^— 2T)a?](i— Afj?)    dz 
l—kx'dlgx*  (1  — Ära?)*  d/^s 

(l~A::r)'a-t-T.a^+r-ar[|g+jr^.2T  +  («+g+2r)  k]     ^ 

oder  die  Differentialgleichung  * 

d*2 

11)  .  l-a?.l  — Ar«.  - — = 

dlgx^ 

-[a+a+2r+(l  +  /3+i5'-2r-.^(a+a+2f  +  l))x-(/5+j3'-2T)Aa:*]^^ 


^  dlgx 
+  ja+t.a  +  T-[2./3-r.j8-T+(i5+/J-2T+(«  +  a+2T)Ä]x 

+  Ar/5--T.jS'— r.a?*}2  =  0. 
Setzt  man  weiter 

dz  do) 

dlgx  dlgx 


d/^o;*  d/</a:  dlgx' 

80  erhält  man  die  Differentialgleichung 

d*© 
12a)  •  l— a:.  1— Arar.  ,    -    , 

d  /^  o::' 

-{«  +  «'+ [|5  +  ^+l-^  («  +  «'+ l)]^-((3  +  /3')^a.'}  ,"!" 

(t  igx 

+  !««'- [T»Ar'-T(i3  +  ir-l+^(a+a-l))-((a+a)/^  +  2i5/3'+j8  +  ^)]x 
oder,  wenn  man  t'  mittels  10)  entfernt: 
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12)  1— rc.l  — Ära?. 


dlgx 

Wenn  nnn  Ar  eine  willkürlich  vorgegebene  Grösse  ist,  so  muss  t  eine 
Wurzel  der  Gleichung  10),  also 

ß+ß^+(cc+a')k±  j/[ß  +  ß'+  («+«  )Ar]'  -  4  (jSjr-  ^Tkfk' 

sein.    Setzt  man  darin  a'=0  ni)d 

so  ist  .,'-„A:-^-^=r.  +  ^^, 


-a^-i3-P^±/(^+/3-+aA:)'-4Pir/r- 
't  +  PP  = ^ » 

was  mit  8  b)  übereinstimmt. 

Die    Gleichung   10)    wird    nun    in   Gauss*  sehen  Reihen    durch    den 

Ausdruck 

13)  ^a:«+^  F{€t  +  ß,  a  +  ß^,  «-«'+1,  x) 

+  ^V+*.  F{a  +  ß,  a+ß",  a-a+1,  x) 

völlig  integrirt,  wenn  A  und  A'  willkürliche  Constanten  sind.    Daraus  folgt, 

dass  die  Gleichung  12)  durch  die  Gleichung 

'  dlgx  \«,  p,  0,  0,  / 

=  A  f""*"^  •  "^f  x«+t  F(c'\-ß+l,  «+/r+l,  a-a'+2,  x) 
\    a — «+1 

+  (c  + 1) x«/'(«+  ß,  «+  /r,  a - «' + 1 ,  x)\ 

/(«J+Al^^+i  f  («'+/J  +  1,  a'+Zr+l,  «-«'+2,  X) 
\    cc — a  +  1 

+  («+t)  o;«'  /^(a'+^,  a+/r,  «'-«+1,  x)\ 

integrirt  wird.  Der  mit  J'  raultiplicirte  Theil  kann  mit  Hilfe  der  Formel 
16)  in  Gauss'  y.Disquisiiiones  generales  circa  seriem  infinitam^^  etc.  auch  so 
geschrieben  werden: 

14a)  {a+Z'\)x^.F{a  +  ß,  a+ßf,  a'-a  +  l,  x) +j;«'F(a+j3,  «'+/?,  a-a,  x\ 
so  dass  das  Integral  durch  die  beiden  Riemann' sehen  Functionen 

V«,    ß,  0,     y  V  a,       /r,      0,  / 

ausgedrückt  ist. 

Dass  man  auch  für  grössere  Werthe  von  6  die  Dififerentialgleichung  5) 
integriren  kann,  wenn  ihr  Integral  keine  logarithmischen  Bestandtheilo  be- 
sitzt, beruht  auf  dem  Satze  der  contiguen  Functionen,  welcher  ebenso  wie  für 
die  Gau  SS 'sehe  Reih^,  auch  für  die  hier  betrachteten  Functionen  besteht. 
^  Dieser  Satz  lautet :  ^  t 
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15)    Zwischen  je   drei  P-Functionen,   deren   entsprechende 

Exponenten   sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden, 

besteht    immer    eine   lineare  homogene    Gleichung    mit 

in  X  ganzen  Coefficienten. 

Da  nämlich  unsere  Function  P  sich  nur  bei  0,  oo,  1  verzweigt,  bei  l:k 

hingegen  einändrig  ist,  und 

also  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleiben  die  von  Kiemann  in  seiner  erwähnten 
Abhandlung  über  die  Gauss'sche  Reihe  in  Art.  III  gemachten  Schlüsse  in 
Geltung,  und  es  sind  also  von  den  Constanten  a^j  aß.]  ory,  ory/;  a'^,  a^-; 
Uy,  Oy'  fünf  so  beschaffen,  ilass  sie  durch  geeignete  Wahl  der  sechs  will- 
^  ktirlichen  Constanten  s 

(/'«^-«),=o.   {P^'^yu=o.   (/*/*xO,=oo,   (//*'xOx=<.. 

jedwede  Wiutho  annehmen  können,  also  willkürlich  sind,  während  die 
übrigen  drei  eindeutige  Functionen  der  fünf  willkürlichen  sind,  in  denen  die 
Parameter  säramtlich  ungeändert  bleiben,  wenn  a,  a\  j8,  /?',  y,  /  um  beliebige 
ganze  Zahlen  geändert  werden.  (Riemann's  Abhandlung  S.  10.)  Sind 
daher  (m  gleich  einer  ganzen  Zahl  gesetzt) 

\a,p,y,      0,  /  Nai,/5i,yi»       0,  / 

zwei  Functionen  F,  deren  entsprechende  Exponenten 'or,  o'. . .  m;  oti,  ix  i  ...  '»i 
sich  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden»,  so  kann  man  die  aclit  Grössen  (cr^)i, 
(cr^')i,  (ay)i,  (a/)i>  («V^«»  («V)m  («'/)•»  ("'y)i  ^^^  acht  Grössen  a^.  a^',  ofy,  «r*. 
«'/J.  «y»  o'y  "V  ^®^*  g^^^<^^>  annehmen,  da  aus  der  Gleichheit  der  fünf  will- 
kürlichen die  Gleichheit  der  übrigen  folgt.  Dies  angenommen,  d.  h. 
{aß)t  =  (ccfi)  etc.  gesetzt,  ist 


>6). 


Oy  «y« 

ay    a 


Y  . 


py,   /v|^i      (Vcr/^^  +  c^j'^^'»  «'j/^^  +  aV/^'       I 

/>.y,  />,/  I  "  :  («j\  />/'  +  (aj').  /'.^s  («d),  />,^^  +  («V  .  /',*'• 

+  [c^d'  («'d\  -  «V  («d),]  z^'^'  ^^'  +  [«er  (aV  \  -  «j^  (a^.).]  /'''^.^'  • 

Da  aber  6'=5',=0  ist  und  d  =  m  +  l,  d,  =w,  +  l  ganze  Zahlen  sind, 
so  ergiebt  sich,  wenn  a  diejenige  von  deiPGrössen  a+ot', ,  «i  +  a',  /3  die- 
jenige von  den  Grössen  ß  +  ß\  ,  ß'+ß\ ,  y  diejenige  von  den  Grössen  y+y'i, 
y'-^-y^  bedeutet,  welche  um  eine  positive  ganze  Zahl  kleiner  als  die  andere 
oder  ihr  gleich  ist,  dass  der  Ausdruck 


/^i«,  Z',"' 


=::=a;-«(l-a:)-i: 
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für  alle  endlichen  x  endlich  und  einändrig  sei,  für  ^»oo  aber  einändrig 
und  unendlich  gross  von  der  —  a— j8— /"'  Ordnung  werde,  also  eine  ganze 
Function  vom  Grade  — a — /3— /  sei.*  Hieraus  folgt  nun  die  Richtigkeit  des 
Satzes  15)  genau  in  derselben  Weise,  wie  bei  Riemann  Art.  III  S.  18,  und» 
es  gründet  sich  hierauf  die  Darstellung  unserer  Function  F  durch  hypergeo- 
metrtische  Reihen. 
Es  sei 

\o,  /?,  0,  0,    '    /     ^*       V  0,      jT,     0,     0,    '    y 

/«.    ß     y^m.    m  +  1,  \ 

/=x-»(i-j?)-y, 

eine  Constante, 

(Ä^i^  -  Ä"'/^) <p-«U -x)--y+- =  I Ä, />.„  I ./.  (l -o:)«  ==(;„. , 
eine  ganze  Function  vom  m— 1^®"  Grade  und 

eine  ganze  Function  vom  Grade  f7^— 1.    Da  ferner 

{Pm  .  IP.  Ä|  +  Ö.  |Ä,  /^«l  +  Ä  I  Pm,  Q\)  .  A  (l-a:)"» 

identisch  Null  ist,  so  folgt 

17)  (l-a)'»-'./>„,  +  G„,.i.(>+^„_,  .Ä  =  0. 

Um  also  Pm  durch  Q  und  R^  d.  h.  durch  Gauss^sche  Reihen  auszu- 
drücken, hat  man  eine  endliche  Anzahl  von  Constanten,  nämlich  die  2m  in 
G  und  H  enthaltenen  Coefficienton  zu  bestimmen  ,  was  stets  ausführbar  ist. 
Bedient  man  sich  hierzu  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienton,  indem 
man  in  die  Gleichung  16)  einen  speciellen  Zweig  (etwa  /^,  Q**^  B")  einsetzt, 
so  kann  man  den  Coefficienten  der  niedrigsten  Potenz  der  Entwickelung 
dieses  Zweiges  noch  willkürlich,  z.  B.  gleich  Eins  annehmen,  obgleich  diese 
Relation  unter  gewissen  Voi'aussetzungen' über  diese  Coefficienten  (zu  16) 
hergeleitet  ist;  denn  man  kann  die  Verbältnisse  dieser  Coefficienten  in  die 
Functionen  ffm^-ufim-i  einrechnen.  Dann  müssen  aber  die  übrigen  Zweige, 
wenn  sie  der  Gleichung  17)  nach  geschehener  Bestimmung  dieser  Coefficien- 
ten Genüge  leisten  wollen,  abgesehen  von  einem  willkürlichen,  Pmi  0,  R 
gemeinsamen  Factor  mit  den  Coefficienten.  versehen  werden ,  die  ihnen  als 
Fortsetzung  des  bei  der  Berechnung  angewendeten  speciellen  Zweiges  zu- 


•  Da  für  Werthe  von  ^^2  es  drei  oder  mehr  verschiedene  P- Functionen  mit 
denselben  Exponenten  giebt,  so  können  P  nnd  P|  zwei  verschiedene  Functionen 
mit  denselben  Exponenten  sein.    Der  Grad  des  obigen  Ausdruckes  ist  dann  der 
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kommen.    Die  Ausmittelung  derselben  macht  keine  Schwierigkeiten ,  weil 
die  Fortsetzungen  der  hypergeometrischen  Reihe  bekannt  sind. 
Ist  d  =  m+i  =  2,  so  folgt  aus  17) 

worin  J  and  B  Constanten  sind.  Setzen  wir  hier  die  speciellen  Zweige  f^* 
ö*,  Ä«  ein,  so  folgt,  da  Ä«  mit  der  a+1^«"  Potenz  beginnt,  A=i.  Der  Co- 
efficient  a;«+^  in  /^  ist  nach  5  a) 

also  ist 

1  +  a  l  +  a'a  +  t  ' 

wenn  die  Irrationalität  in  /|  in  den  Nenner  gebracht  wird  und  t  eine  Wur- 
zel von  10)  ist.  Um  dies  Besultat  mit  14)  in  Uebereinstimmung  zu  bringen, 
braucht  man  dort  blos  den  Factor  o+t  in  die  Constante  A  einzurechnen. 
Um  in  weiteren 'Fällen  die  in  Gm-ii  Hm—\  enthaltenen  Constanten 
auszurechnen,  scheint  es  vortheilhaft,  die  zu  /  gehörenden  Zweige  zu  be- 
nutzen, weil  in  der  Ent Wickelung  von  (1 — ic)"*~^/m  die  ersten  m — 2  Po- 
tenzen fehlen.    Wenn  man  demnach 

Gm-i  =  i7o  +  <7i(i-a:)  +  ^,(l-a:)»  +  ...  +  <7i«.-i(l-x)"— 1, 
^m-i  =  Ä,  +  Ä,(l-.a:)  +  Ä,(l-a:)»  +  ...  +  Ä™«,(l-a:)'»-i 
setzt  und  beachtet ,  dass 

Qf'=^F{ß,?,\^y,l-^x) 

"*"         1.2.3         I-y.2-y.3-y  ^»"«^  +-- 
Rf'=F(ß,^,i-y,i—x) 

^1.2— y^  '^1.2.2— y. 3— y  ^  ' 

+    1.2.3."2-y.3-y.4^^'      ^J+--. 
80  erhält  man  für  m=:2  (J=3)  zur  Bestimmung  der  Constanteu  die  Gleich- 
ungen 

U/S' 
18)  fl'o+Ao  =  0,     *»  =  -?„    gi  +  *i+g,^_y  g_    =1. 

<'«  rr^  "•"  *•  ri^  ■•"  ^o  i.l_y.2-y.3-y-  *'.y-l   ' 


1.2.1— y. 2— y    '     '    1.2.2— y.3-y         ""  1.2. 1  — y.2— y.  8— y.  4  — y 

r*        ßß'k 
-y  '^A'.2-y" 
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Hierdarch  sind  die  Grössen  g^j  h^^  g^y  hy  vollständig  bestimmt.  Wir 
wollen  sie,  als  zu  (5=3),  m=2  gehörend,  mit  g^^'^\  hj^\  ^jt^),  Äj<2)  bezeich- 
nen.  Man  hat  also 

19)  i>/=  [x^, W  -  ((7o<^)+(7.<^>)]  F{ß,  /r,  1-y,  1  -X) 

+  \xh,(^)^  (V')+Ä/2))]  F{ß,  /T,  2-y,  l-o:) 
and  hieraus  dnrch  Fortsetzung  dieser  Function  [wobei  man  von  der  Tabelle 
S.  60  Bd.  XIV  dieser  Zeitschrift  Gebrauch  machen  kann.    Der  gemeinsame 
Factor  von  y«,  {y — \)a  ist  in  die  Constanten  eingerechnet.] 
20)     F,  =  Const.\{xg,^^)^g,(^)--gP))  F{ß,  jT,  1-«,  x) 

+  Co«5^/j(a?flf/'>-^o^'5-(7/^>)^(i?,  /S',  1  +  ci,  X) 

Hiermit  begnügen  wir  uns ,  da  hierdurch  die  Methode  der  Integration 
und  ihre  jedesmal  mögliche  Ausführbarkeit  [die  nur  noch  mit  algebraischen 
Schwierigkeiten  8  c)  und  8d)  verknüpft  ist]  ausreichend  in%  Licht  gesetzt  ist. 
£&  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  diese  Methode  auch  noch  auf  die 
Fälle  erstreckt y  in  welchen  ausser  dem  ausserwesentlichen  singulären 
Punkte  1  :  A:  beliebig  viele  ebensolche  ausserwesentliche  singulare 
Punkte  der  Integrale  einer  Differentialgleichung,  etwa  an  den  Stellen  i\k^^ 
1:  Ar,  ...  l:Arn  vorhanden  sind;  denn  in  jedem  solchen  Falle  bleibt  der  Satz 
15)  über  die  contignen  Functionen  bestehen.  •  ^ 
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XIV. 

Heber  die  Abweichungen  der  Gase,  insbesondere  des 
WasserstoflBEiy  vom  Mariotte'schen  Gesetz. 

Von 

Dr.  E.  BuDDE 

in  Paris. 


Bezeichnet  v  das  Volnmen  eines  Gases,  p  seinen  Druck,  so  sollte  be-. 
kanntlich,  wenn  die  Temperatur  unveränderlich  ist,  nach  Mariotte 

1)  pv  =  consi 
sein ;  in  Wirklichkeit  ist  aber 

2)  pt>  =  const  +  tp  (p) , 

wlf  q>  das  Symbol  einer  nocK  nicht  näher  bekannten  Function  ist.  Diese 
Function  kann  positiv  oder  negativ  sein;  ist  sie  für  ein  Gas  positiv,  so  wol- 
len wir  dasselbe  positiv  abweichend,  im  entgegengesetzten  Falle  ne- 
gativ abweichend  nennen. 

Das  Erfahrnngsmaterial ,  welches  für  die  Bestimmung  von  q>  Werth 
hat,  sind  einestheils  die  berühmten  Versuche  von  Qegnault  {Relation  des 
experiences  etc.,  Paris  1847,  im  Original  schwer  zu  finden,  abgedruckt  in  den 
Memoires  de  Vacad.  des  sciences  de  V Institut  de  Fr,,  Jahrgang  1847),  andern- 
theils  die  verhältnissmässig  wenig  beachteten  Experimente  von  Natterer 
(Ber.  der  Wiener  Akademie  V,  VI,  XII).  Die  Resultate  beider  sind  in 
allen  Lehrbüchern  zu  finden.  Kegnault  erkannte,  dass  der  Wasserstoff" 
eine  positive,  alle  anderen  Gase  eine  negative  Abweichung  zeigen;  seine 
Ergebnisse  gelten  für  einen  Druck  bis  zu  30  Atmosphären  und  eine  Tem- 
peratur von  nahe  4°  G.    Er  stellt  die  empirische  Formel  auf 


')  •^'-'  +  "(f-)+K7-)' 


in  welcher  er  und  ß  coQstante  Zahlen  sind,  deren  Werthe  uns  hier  nicht 
weiter  interessiren.  Bei  Wasserstoff  ist  a  und  ß  positiv;  trotzdem  spricht  er 
in  seiner  Abhandlung  die  Vermuthung  aus,  dass  auch  dies  Gas,  wie  alle 
anderen ,  bei  wachsendem  Druck  schliesslich  zu  einer^  negativei>  Abweich- 
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messen. 

r 

•2790  —  1008, 

1095  —     898, 

1226  —     698, 

P 

1 

V 

352  — 

298, 

222  — 

196, 

111   — 

108. 

ung  übergehen  werde.  Er  denkt,  sämmtliche  Gase  müssten  znletzt  das  be- 
kannte Verhalten  der  Kohlensäure  zeigen. 

Natterer  findet  für  alle  permanenten  Gase  gerade  das  Entgegen- 
gesetzte. Nach  ihm  verwandelt  sich  die  negative  Abweichung  von  Lnft, 
Stickstoff  und  Kohlenozyd  bei  sehr  hohem  Drucke  in  eine  positive,  welche 
schliesslich  sogar  stärker  wird ,  als  die  des  Wasserstoffs ,  Übrigens  auch  bei 
diesem  einen  enorm  hohen  Grad  erreicht.  Einem  Druck  von  2700  Atmo* 
Sphären  entspricht  nach  ihm  eine  Verdichtung 

von     JSr,         N^       Luft       CO 
*^^  löVff»    Tvr»    raff»    tJt- 

Für  Wasserstoff  hebe  ich  aus  seiner  Serie  zur  vorläufigen  Uebersicht 

folgende  Werthe  von  p  und  —  hervor.    Der  Druck  ist  in  Atmosphären  ge- 

1 

^  V 

930  —  598, 
685  —  498, 
505   —  398, 

Die  Abwjeichungen  bleiben  bei  seiner  Methode  unmerklich : 
bei  jy,      0,       Nt    Luft   CO 
bis  78,     177,     85,     96,     127  Atmosphären. 
Die  Werthe  von  p.9,  welche  sich  aus  obigen  Zahlen  berechnen,  Stnd 
gewiss  nicht  genau,  namentlich  bei  relativ  niedrigen  Drucken;  dies  folgt 
sowohl  a  priori  aus  der  Construction  seines  Apparates ,  wie  a  posteriori  dar- 
aus, dass  er  z.  B.  bei  Wasserstoff  bis  zu  78  Atmosphären  die  Abweichung 
=  0  findet.    Indess  genügen  seine  Beobachtungen  jedenfalls,  um  das  Dasein 
einer  sehr  bedeutenden  positiven  Abweichung,  und  wohl  auch,  wenn  man 
von  den  niedrigen  Drucken  absieht,  um  ungefähr  das  Gesetz  derselben  zu 
constatiren. 

A.  Du  pro  {C.  B.  der  Pariser  Akademie  LVII  und  LIX)  hat  versucht, 
die  Regn  au  1  tischen  Zahlen  anfeine  einfachere  Formel  zu  bringen.  Zu  dem 
Zwecke  führt  er  den  Begriff  des  „Covolumens*^  ein.  Man  denke  sich  zu 
dem  Volumen  v  eines  Gases  einen  constanten  Zusatz  c,  das  Covolumen, 
addirt;  dann  verhalten  sich  die  Gase  nach  Dupr^  so,  als  ob  die  Summe 
v  +  c  dem  Mariotte 'sehen  Gesetz  gehorchte.  Für  zwei  Drucke />  und  Pi 
wird  also 

4)  (c+v)p  —  (c+Vt)pi, 

c  ist  nach  ihm  nur  von  der  Natur  des  Gases  abhängig.  Für  ff^  ist  es  nega- 
tiv, für  die  anderen  Gase  positiv;  für  Kohlensäure  will  sich  aber  kein  con- 
stanter  Werth  von  c  aus  den  Zahlen  Regnaul^'s  ergeben.  Duprd,  der 
seine  Formel  für  allgemein  giltig  hält,  hilft  sich  durch  die  Annahme,  dass 

Digitized  by  VjOOQIC 


388 


Ueber  die  Abweiehongen  der  Gase  eic 


eioe  Fehlerquelle,  die  für  die  anderen  Gase  verschwindet,  die  Bestim- 
mungen bei  COt  Ternnreinige.  Diese  Qaelle  ist  aber  nicht  sn  finden;  er 
diseotirt  zwar  einige  störende  Umstände,  aber  ans  seinen  Erortemngen  folgt 
eben,  dass  diese  nicht  aosreichen,  die  auftretenden  Differenzen  zu  eiUireu. 

Der  theoretische  Werth  von  Dupre-'s  Formel  (er  stfitzt  sie  auf  den 
zweiten  Lehrsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie ,  meiner  Ansicht  nach 
in  nothwendig  hypothetischer  Weise)  lassen  wir  bei  Seite;  w2re  sie  für 
mehrere  Gase  empirisch  giltig,  so  wurde  sie  immerhin  Bedeutung  be- 
anspruchen. Es  schien  mir  aber,  als  mässe  er,  auch  um  sie  nur  als  Er- 
fahrungssatz hinzustellen,  den  Forfaandenen  Zahlen  einige  Gewalt  angethan 
haben,  und  eine  ziemlich  rohe,  aber  für  die  Sachlage  hinreichend  genaue 
Rechnung  zeigte  allerdings,  dass  dem  so  ist.  Ich  gebe  diese  Rechnung 
zunächst  wieder. 

Regnanlt*s  Methode  setze  ich  als  bekannt  voraus.  Die  Tabellen,  auf 
welche  er  seine  Formel  gründet,  haben  folgende  Gestalt: 


Nr. 


9 
10 
11 
12 
13 
16 


». 

4209,48 

1 

970,63 

4»68 

1939,46 

2112,53 

}f 

970,67 

4208,97 

n 

1939,91 

2111,63 

n 

970,00 

4212,14 

» 

1938,00 

2112,69 

M 

,  CombiDirte 
Nummern. 


9  —  10 
11  —  12 
13  —  15 


1,998136 
1,998731 
1,998758 


Pt 
H 

1,992626 
1,993232 
1,993714 


^±Pt 


1,002766 
1,002759 
1,002503 


Das  Beispiel  ist  der  zweiten  Serie  für  Luft  entnommen.    Es  enthält 
Colnmne 

I  die  laufende  Nummer  des  Experiments; 

2*  die  beobachteten  Volumina ,  ausgedruckt  in  Grammen  Queck- 
silbers; 

3  die  zugehörigen  Drucke  in  Millimetern  (auf  0®  redncirt) ; 

4  die  Temperatur,  auf  welche  v  bezogen  ist; 

5  die  Nummern,  welche  combioirt  sind,  um  in 

f) 

6  die  Werthe  von  — ,  in 

Vi 

7  die  von  —  und  in 

Po 

8  die  von  -^— ^  zu  erhalten. 

ViPx 

Die  Grösse  -^— i  lässt  erkennen,  wie  das  Gas  vom  Mariotte*schen 
ViPi 

Gesetz  abweicht. 
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Man  sieht,  dass  in  den  Werthen  von  -^— ^  — l  die  zweite  Stelle  schon 

nnsieher  ist;  dasselbe  zeigt  sich  bei  höheren  Drucken,  bei  niederen  ist  die 
Unsicherheit  noch  grösser.     Die  Präcision  der  Beobachtung  ist  demnach, 

wie  sich   das  auch  leicht  begreift,   gering;  wo  die  Werthe  von   -1l2  — i 

weniger  als  0,002  betragen,  findet  man  bei  Durchsicht  der  Tabellen ,  dass 
ihr  Betrag  durch  die  Beobachtungsfehler  nahe  verdeckt  wird.  Deshalb  kann 
man  in  der  Rnchnung  einige  bequeme  Vernachlässigungen  einführen. 

Regnanlt  hat  seine  Versuche  bekanntlich  so  eingerichtet,  dass  bei 

einem  grossen  Theil  derselben   -^  sehr  nahe  gleich  2  wird.    Ich  habe  zu- 

nächst  nur  diesen  Theil  der  Versuche  berücksichtigt;  beim  Wasserstoff  sind 
dieselben  jedoch  unterhalb  4*  Druck  kaum  brauchbar,  weshalb  ich  dort  zwei 
andere  Verhältnisse  mit  in  Rechnung  zog. 

Ferner  sieht  man,  dass  die  Volumina  für  v^  und  v^  immer  nahe  bei  070 
und  1040  liegen;  dies  Verhältniss,  durch  die  Methode  bedingt,  kehrt  immer 
wieder.    Ich  habe  nun  für  je  eine  Serie  das  arithmetische  Mittel  sämmtlicher 

r«,  sämmtlicher  p,,  p«,  pj,  — ,  —  und  -^— ^  genommen  und  alle  diese  Mittel 

^t     Po  ^i  Pi 

so  behandelt,  als  ob  sie  zusammengehörten,  als  ob  sie  den  mittleren  Inhalt 
der  Serie  darstellten.  So  zieht  sich  also  obige  Serie  zusammen  auf  folgen- 
des Resultat: 

.,=  1030.37,      ..=   070,40,      v^^ 

Po=  2112,28,     p,  =  4210,36,      p,  ' 

—  =  1,003100 ,      ^2f2  =  1,002676. 
Po  ^1  Pi 

Dabei  war  es  für  den  ferneren  Verlauf  nicht  nöthig,  die  sämmtlicben  Deci- 

malstellen   zu  führen;  es   schien  aber  wünschenswerth ,  die  Beträge  von 

-^  —  1  hervorzuheben  und  dabei  anzudeuten,  welches  die  mittlere  Ab- 

»iPi 

weichung  der  Re*gnaul  t'schen  Zahlen   von    dem   gefundenen  Mittel  ist. 

Diese  Mittel  stehen  unten  unter  der  Ueberschrift  x  und  hinter  ihnen  ist  der 

Betrag  jener  mittleren  Abweichung  mit  einem  +  in  Einheiten  der  letzten 

Stelle  angefügt. 

Endlich  wurden  die  vorkommenden  Temperaturdifferenzen,  die  bis  auf 
I®  vom  Mittel  gehen,  vernachlässigt,  was  man  um  so  eher  darf,  da  Regnault 
die  direct  miteinander  verglichenen  Volumina  je  einer  Serie  bereits  auf 
gleiche  Temperatur  corrigirt  hat. 

So  ergab  nun  eine  grössere  Anzahl  von  Serien  die  folgenden  Resultate. 
(Bei  Wasserstoff  ist  das  Vorzeichen  von  x  umgekehrt;  die  beiden  letzten 
Zeilen  bei  diesem  Gase  sind  vereinzelte  Versuche,  daher  fehlt  bei  ihnen  die 
Angabe  der  mittleren  Abweichung.)  ^  t 
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Luft. 

V. 

JP. 

^0        ^ 
Vi' 

ViPi 

X. 

1940 
970 

1939 
970 

1941 
980 

1940 
970 

1940 
971 

1946 
1054 

739 
1476 

2112 
42t0 

4042 
8178 

6770 
13474 

9331 
18549 

11476 
21057 

2,001 
1,998 
1,981 
1,999 
1,999 
1,843 

1,997 
1,993 
1,975 
1,990 
1,987 
1,833 

1,0014 
1,0027 
1,0032 
1,0045 
1,0062 
1,0057 

0,0014+1 
0,0027  +  1 
0,0032  ±  1 
0,0045  +  1 
0,0062  ±2 
0,0057  +  2 

»in 

^KBIOS« 

t?. 

P. 

«0 

Po 

VoPo 

ViPi' 

X. 

1939 
970 

1939 
970 

1940 
970 

1941 
967 

1943 
1004 

754 
1506 

2159 
4313 

3910 
7810 

8632 
17251 

10979 
21109 

1,999 
1,999 
2,000 
2,008 
1,934 

1,997 
1,997 
1,995 
1,998 
1,921 

1,0011 
1,0012 
1,0024 
1,0046 
1,0065 

0,0011  ±4 
0,0012  +  1 
0,0024  ±2 
0,0046  ±1 
0,0065  +  2 

Wasserstoff. 

• 

V. 

P- 

Vo 
Vi' 

Ei 
Po 

VoPo 

VtPi' 

-X. 

1940 
970 

1940 
970 

1940 
970 

3991 
8001 

5844 
11741 

9176 
18482 

1,999 
2,001 
2,001 

2,005 
2,008 
2,014 

0,9972 
0,9960 
0,9933 

0,0028  ±3 
0,0040  +  1 
0,0067  ±2 

1940 
402 

1940 
890 

2211 
10715 

3989 
20111 

4,821 
4,975 

4,845 
5,041 

0,9948 
0,986^pit 

0,0052 
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Auf  diese  Tabellen  ist  nun  Dupr^'s  Gleichung  anzuwenden.  Wir 
bringen  sie  zunächst  auf  die  einfachste  Form,  indem  wir  darauf  verzichten, 
das  Covolumen  explicite  in  ihr  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Denn  dies  Co- 
volumen  ist  doch  nur  eine  mathematische  Fiction,  deren  Annahme  Nichts 
weiter  aussagt,  als  dass  (p  (p)  eine  lineare  Function  von  p  sei.  Statt  4) 
schreiben  wir  also  die  gleichbedeutende  Formel 

5)  t;/>  =  ö  +  kp^ 

in  welcher  k  eine  Constante,  a  der  gleichfalls  constante  Orenzwerth  ist,  dem 
rp  für  p=0  sich  nähert. 

Für  ein  Gas  unter  zwei  verschiedenen  Drucken  p^  und  p,  folgt  aus  6) 

7)  fiPi  =  ö  +  A:p,, 


»,p,  ö  +  Äp, 

und  hieraus  durch  passende  Umformungen 

Diese  Gleichung  benutzen  wir  zunächst,  um  alle  obigen  Werthe  von  x 
auf  das  genaue  Verhältniss  —  =  2  zu  corrigiren.   Man  sieht,  dass  diese  Cor- 

rection  verschwindet,  wo  -^  —  2  absolut  genommen  kleiner  als  0,01  ist.   Setzt 

•  Vi 

man  sie  als  ttberall  geschehen  voraus,  so  wird 

10)  x^^^k, 

X  k 

11)  -= . 

Po  « 

Es  muss  also  —  eine  constante  Grösse  sein.   Wir  erhalten  für  dieselbe, 
Po 
wenn  der  Druck  in  Metern  gemessen  wird,  folgende  Tabelle: 

Luft:  Stickstoff: 

X  X 

Po  Po 

0,739     0,0019  +  2, 


2,112     0,0013  +  1, 


0,754     0,00150  +  5, 


2,159     0,00056  +  5, 
4,042     0,0008  +  2 ,  "r 

l\     ^J^^  3,010     0,00061+5, 


6,770     0,0007  +  1 , 

9,331     0,0007  +  2, 

11,476     0,0006+1; 


8,632      0,00053  +  1 , 
10,979      0,00060  +  2, 
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Wasserstoff: 

X  X 

Po  Po 

3,WI     0,00070  +  7 

5.844     0,00069  +  2     ^'^     ^'^' 
—■        3,090     0,0008. 
9,176     0,00073  +  2       '  ' 

Die  Lnft  ergiebt  eine  regelmässig  fortschreitende  Reihe  und  man  sieht 

deutlich ,  dass  von  einer  Constanz  von  —  nicht  die  Rede  sein  kann.    Beim 

Po 
Stickstoff  sind  die  Resultate  anregelmässig,  was  offenbar  mit  der  Kleinheit 
von  X  zusammenhängt.  Wenn  man  bedenkt,  dass  dies  Gas  nothwendig  mit 
Luft  eine  gewisse  Analogie  haben  muss,  so  scheint  es  annehmbar,  dass  die 
Grösse  des  ersten  Werthes  nicht  zufallig,  sondern  dass  eher  die  zweite 
Zahl  0,0006  beträchtlich  zu  klein  sei  und  dass  auch  hi^r  eine  Abnahme  von 

—  bei  steigendem  Anfangedrucke  vorliege.    Will  man  das  nicht,  so  kann 

man  nur  das  ganze  Resultat  als  nnznlänglich  bei  Seite  lassen.  Der  Wasser- 
stoff dagegen  stimmt  innerhalb  der  beobachteten  Grenzen  mit  der  Du  pre- 
schen Voraussetzung  leidlich  überein. 

Es  lässt  sich  nun  ans  der  Krönig-Cl  aus  ins' sehen  Gastheorie  für 
die  positiven  Abweichungen  vom  Mariotte' sehen  Gesetz  eine  einfache 
Erklärung  geben,  deren  Consequenzen  mit  diesem  Verhalten  in  auffallen- 
der Weise  zusammentreffen. 

Man  kennt  die  Bedingungen  für  die  vollkommene  Gasibität,  welche 
Gl  au  si  US  festgesetzt  hat:  Verschwinden  der  anziehenden  Kräfte,  die  zwi- 
schen den  Molekülen  thätig  sind,  Verschwinden  des  Radius  der  Wirkungs- 
sphären gegen  die  mittleren  Bahnlängen  der  Moleküle ,  Verschwinden  der 
Zeit,  welche  zu  einem  Stosse  gebraucht  wird,  gegen  die  Zeit  der  freien 
Bewegung  eine's  Moleküls.  Die  letztere  Bedingung  schliesst  die  andere  mit 
ein,  dass  das  Stück  der  Bahn,  auf  dem  ein  Molekül  der  abstosseuden  Wir- 
kung eines  andern  ausgesetzt  ist,  gegen  die  Bahnlänge  der  freien  Bewegung 
verschwinde.  Bei  einem  realen  Gase  sind  nun  zunächst  die  Anziehungen 
der  Moleküle  nicht  völlig  aufgehoben,  und  man  ist  allgemein  darüber  einig, 
dass  eben  den  Anziehungsresten  die  gewöhnlichen,  negativen  Abweich- 
ungen vom  Mari  Ott  ersehen  Gesetz  zuzuschreiben  seien.  Man  hat  sich 
sogar  daran  gewöhnt,  die  Vollkommenheit  eines  Gases  nach  ihnen  allein  zu 
beurtheilen ,  und  hat  demgemäss  den  Wasserstoff  hier  und  da  ein  „mehr  als 
vollkommenes^*  Gas  nennen  und  sein  Verhalten  als  widersinnig  in  Zweifel 
ziehen  wollen.  Wenn  aber  die  durch  Anziehung  hervorgebrachten  Unvoll- 
komraenheiten  in  einem  Körper  bis  auf  die  letzte  wahrnehmbare  Spur  ver- 
schwinden, so  bleiben  immer  noch  zwei  Ursachen  übrig,  die  eine  merkliche 
Abweichung  desselben    vom  Mari otte^ sehen   Gesetz   bedingen  können. 
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Erstens  nämlich  wird  der  fiadius  der  Sphäre,  innerhalb  deren  jedes  Molekül 
elastisch  ab'stossend  wirkt,  eine  wenn  auch  geringe  Grösse  e  haben,  zwei- 
tens kann  die  Zeit  eines  Stosses  und  die  Tiefe,  bis  zu  der  die  Elasticität 
der  Moleküle  nacbgiebt,  gegen  die  Zeit  und  die  mittlere  Länge  der  freien 
Bewegung  einen  kleinen  Betrag  von  der  Ordnung  £  aufzuweisen.  Nach  den 
Betrachtungen,  welche  Clausius  über  die  Art  des  Abprallens  angestellt 
hat,  kann  man  sich  die  Moleküle  so  vorstellen,  als  ob  jedes  derselben  einen 
Baum  vom  mittleren  Radius  d,  dessen  Centrum  sein  Schwerpunkt  ist,  durch 
abstossende  Kräfte  sperrte.  Eine  Kugel  vom  Radius  2ö  nennt  Clausius 
die  Wirkungssphäre  des  Moleküls;  die  Kugel  vom  Radius  Ö  wollen  wir 
seine  Elasticitätssphare  nennen.  Man  kann  die  Moleküle  für  die  Betrach- 
tung ersetzen  durch  elastische  Kugeln  von  der  Grösse  der  Elasticitätssphä- 
ren.  Es  ist  ferner  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  abstossenden  Kräfte, 
welche  das  Abprallen  verursachen,  bei  steigender  Annäherung  der  Moleküle 
sehr  rasch  wachsen ,  dass  also  die  Elasticitätssphären  als  hart  elastisch  zu 
betrachten  seien.  Demnach  wäre  J;  gegen  s  eine  kleine  Grösse,  und  von  den 
beiden  zuletzt  genannten  Abweichungen  würde  sich  die  erste  vorwiegend 
geltend  machen.  Jedenfalls  darf  man  voraussetzen ,  dasB  bei  constanter 
Temperatur  die  Elasticität  der  Moleküle  durch  die  Zahl  der  Stösse,  welche 
in  der  Zeiteinheit  stattfinden,  nicht  geändert  werde;  so  lange  also  die 
Bahnlängen  hinreichend  gross  sind,  darf  man  die  Elasticitätssphären  bei 
constanter  Temperatur  als  incompressible  Räume  von  unveränderlicher 
Grösse  behandeln. 

Wird  demnach  der  Druck  eines  Gases  variirt,  so  trifft  die  Volum  Ver- 
änderung nur  die  leeren  Räume  zwischen  den  Elasticitätssphären.  Diese 
selbst  füllen  einen  constanten  Raum  x.  Für  ein  Gas,  in  welchem  kein  an- 
derer Grund  der  Abweichung  vom  Mariotte 'sehen  Gesetz  vorhanden  ist, 
erhalten  wir  demnach,  wenn  Vj  sein  Volum  beim  Drucke  1  bezeichnet: 

12)  V  =  K+         — 

oder,  wenn  man  a  statt  t^,  — »  schreibt: 

13)  vp  =  a  +  Kp. 

Man  sieht,  diese  Gleichungen  sind  identisch  mit  4)  und  5),  wobei  —  x 
an  die  Stelle  von  c  in  4)  tritt.  Das  Dupre'sche  Covolumen  bekommt  also 
hier  einen  physikalischen  Sinn:  es  ist  der  Raum,  den  die  Elasticitätssphären 
ausfüllen.  Man  sieht  aber  auch,  dass  dieser  Sinn  nur  in  dem  Falle  möglich 
ist,  wo,  wie  beim  Wasserstoff,  das  Covolumen  einen  negativen  Werth  hat. 

Wir  haben  nun  eben  gezeigt,  dass  gerade  der  Wasserstoff  dem  empiri- 
schen Gesetz,  welches  die  Gleichungen  4)  und  5)  ausdrücken,  innerhalb  der 
Grenzen  von  Regnault's  Beobachtungen  gehorcht.  Es  liegt  dahec  nahe, 
anzunehmen ,  dass  die  Abweichung  dieses  Gases  ihren  Grund  in  den  Ver- 
hältnissen hat,   ans  welchen  die  Gleichungen  12)  und  13)  abgeleitet  sind. 
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rr^tLit  I^^en  wir  d^=3  Tol^e^ien  TorlS::fi^  die  Hvpothe«e  x«  Grande:  „In 
Wa.tv*rr*Vvff  T«r*tLw;ii  :en  die  Aczi*^b!isgcn  der  llolekile  so  ToUkommen, 
fli^k  %ift  b'!'!  ^*iT  D:«f^?»%:oD  der  Beisnaclt'icheD  Beolachtuc^n  guix 
a*i*f*T  A^Lt  ge!asfen  «^rrieo  kODnen.  Die  Abveichangea  Tom  llariotte- 
ht^tiB^ß^-^f^tz^  velcLe  da§Gaj  zeigt,  rühren  daron  her.  dass  die  ElasticitSts- 
»pL?r«rn  ii«rirj*rrMo!<^kü!e  ^^^ez,  denRa^iD,  den  es  im  Gmnzen  einnimmt,  eine 
L:cht  giinz  qLr:.erki;clje  Grö^^e  haben.^  Die  Größen  a  und  k  der  Gleichong 
hy  bfko:;.iii*rn  'i:ii-n  die  B*:ie':tnag.  welche  die  Kntw-ckelung  Ton  Gleiebnng 
\%)  den  (jxhhhfm  a  nnd  x  zawpist.  i:  ist  der  Raum,  den  die  Elasticitltsspha- 
r«'n  in  frinefn  ge^ebecen  Wasserst  jffqnan tarn  füllen,  a  der  leere  Raum,  wel- 
cher bei  4*  C.  nnd  1  M.  Dinck  zwiseben  ihnen  enthalten  ist«    —  findet  sich 

a 

ann  der  letzten  Tabelle  ifn  Mittel  zu  0,0007,  das  heisst  aho : 

9,Bei  4*  C.  nnd  1  M.  Druck  fallen  die  Elasticitätssphären  des  Was- 
serstoffs 0,0007  von  dem  Volom,  welches  leer  zwischen  ihnen  enthal- 
ten bt*' 

oder,  da    '    ~  merklich  gleich  0,0007  ist: 

„Bei  4*  C.  nnd  1  H.  Druck  fallen  die  Elasticitätssphä- 
ren des  Wasserstoffs  0,0007  vom  scheinbaren  Volnmen  des- 
selben." 

Wie  oben  bemerkt,  ist  der  Radius  einer  Claus ins'schen  Wirkungs- 
sphäre das  Doppelte  vom  Radius  unserer  Elasticitätssphären;  das  Volnmen, 
welcbf's'die  Wirkungssphären  füllen,  ist  demnach  das  achtfache  von  dem 
der  Elasticitätssphären.  Ka  hat  nun  Cl  auslas  den  Satz  bewiesen,  dass  der 
Radius  der  WirkungsspbUren  sich  zur  mittleren  Weglänge  der  Moleküle 
verhält  wie  der  Raumi  den  die  Wirkungssphären  füllen,  zu  dem  Räume, 
den  das  Gas  im  Ganzen  einnimmt.  Bezeichnet  also  /  die  mittlere  Weglänge 
der  Wasserstoffinoleküle,  so  ist 

und  das  Verhalten  des  Wasserstoffs  lässt  sicli  auch  reduciren  auf  den  Satz : 
„In  Wasserstoff  von   4"  C.  und   1  M.   Druck   beträgt  die 

mittlere  Weglänge   der  Moleküle  das  358facbe   vom   Radius 

der  Elasticitätssphären." 

Man  könnte  in  dem  obigen  Annäberungswertbe  noch  etwas  Unwahr- 
scheinliches finden.  Ans  demselben  ergiebt  sich  nämlich  durch  eine  sehr 
oinfacho  Rechnung,  dass  bei4°G.  und  i  Atm.  Druck  der  mittlere  Abstand 
der  Moleküle  im  Wasserstoff  etwa  das  20fache  vom  Radius  der  Elasticitäts 
Sphären  beträft.  Man  ist  aber  gewohnt  —  mit  wieviel  Grund,  lassen  wir 
dahingestellt  sein  — ,  sich  die  Abstände  der  Moleküle  als  sehr  gross  gegen 
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„deren  Dimensionen'*  vorzustellen.  Was  nun  unter  „Dimensionen  der  Mo- 
leküle" zu  verstehen  sei,  ist  schwer  zu  sagen,  wenn  man  sich  nicht  darunter 
die  Elasticitätssphären  derselben  oder  etwas  Aehnliches  denken  will;  die 
Zahl  20  könnte  demnach  etwas  klein  erscheinen.  Aber  einerseits  ist  sie 
gross  genug,  um  den  Bedingungen  der  Gasicität  annähernd  zu  genügen  — 
das  zeigt  eben  unsere  ganze  Rechnung,  insbesondere  Gleichung  13);  ande- 
rerseits kommen  ihr  die  Versuche  von  Natterer  directzu  Hilfe.  Denn  aus 
diesen  ergiebt  sich:  wenn  man  Wasserstoff  von  1  Atm.  auf  j^^y^^  seines 
Volumens  bringt,  bleibt  vom  Mariotte' sehen  Gesetz  in  demselben  nichts 
Merkliches  mehr  übrig;  und  daraus  folgt:  wenn  man  die  mittleren  Abstände 
der  Wasserstoffmoleküle  bei  1  Atm.  auf  ^\y  verkleinert,  werden  sie  Grössen 
von  gleicher  Ordnung,  mit  den  Dimensionen,  auf  welche  die  specifischen 
Kräfte  der  Moleküle  wirksam  sind. 

Die  Versuche  von  Natterer  zeigen  aber  nicht  blos  das,  sondern  sie 
ordnen  sich  unserer  Theorie  in  einer  Weise  unter,  die,  wenn  man  die 
Schwierigkeiten  des  Vergleichs  bedenkt,  geradezu  merkwürdig  genannt 
werden  muss.  Setzt  man  voraus,  die  Gleichungen  5)  und  13)  lassen  sich  auf 
dieselben  anwenden,  so  kann  man  jedes  der  Zahlenpaare,  welche  Natterer 

für  J9  und  —   giebt,   mit  dem   Anfangsdatum   combiniren,   welches  lautet: 

„Das  Volumen  beim  Druck  einer  Atmosphäre  ist  =1  gesetzt^*,  und  man  kann 

darauf  für  jedes  Zahlenpaar  den  Werth  von  —    berechnen.    So  erhält  man 

folgende  Tabelle: 


J_ 

A 

1 

A 

1 

k 

P' 

V  ' 

a' 

P- 

v' 

a' 

P- 

v' 

a' 

2790 

1008 

0,00083 

1741 

838 

0,00081 

1134 

668 

0,00081 

2689 

998 

0,00083 

1701 

828 

0,00081 

1104 

658 

0,00081 

2594 

988 

0,00082 

1662 

818 

0,00082 

1074 

648 

0,00080 

2605 

978 

0,00082 

1623 

808 

0,00082 

1044 

638 

0,00080 

2423 

968 

0,00082 

1584 

798 

0,00082 

1015 

628 

0,00080 

2347 

958 

0,00081 

1546 

788 

0,00081 

986 

618 

0,00079 

2277 

948 

0,00081 

1508 

778 

0,00082 

958 

608 

0,00079 

2213 

938 

0,00081 

1471 

768 

0,00082 

930 

598 

0,00079 

2154 

928 

0,00081 

1434 

758 

0,00081 

903 

588 

0,00078 

2098 

918 

0,00081 

1398 

748 

0,00080 

876 

578 

0,00077 

2044 

908 

0,00081 

1362 

738 

0,00082 

850 

568 

0,00077 

1995 

898 

0,00081 

1326 

728 

0,00082 

824 

658 

0,00076 

1948 

888 

0,00081 

1292 

718 

0,00081 

799 

548 

0,00075 

1904 

'878 

0,00081 

1259 

708 

0,00081 

775 

538 

0,00075 

1862 

868 

0,00081 

1226 

698 

0,00081 

751 

528 

0,00076 

1821 

858 

0,00081 

1194 

688 

0,00080 

728 

518 

0,00073 

1781 

848 

0,00081 

1164 

678 

0,00081 

706 

508 

0,00073 
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1 

A 

J^ 

_fc 

1 

_fc 

V' 

v' 

a 

V' 

v' 

a* 

P. 

t?' 

a 

685 

498 

0,00072 

423 

348 

0,00067 

235 

208 

0,00073 

665 

488 

0,00072 

408 

338 

0,00067 

222 

198 

0,00072 

646 

478 

0,00072 

393 

328 

0,00067 

209 

188 

0,00071 

627 

468 

0,00071 

379 

318 

0,00067 

196 

178 

0.00068 

608 

458 

0,00071 

365 

308 

0,00067 

183 

168 

0,00065 

590 

448 

0,00071 

352 

298 

0,00068 

170 

158 

0,00059 

573 

438 

0,00071 

339 

288 

0,00068 

158 

148 

0,00657 

556 

428 

0,00071 

326 

278 

0,00070 

146 

138 

0,00053 

539 

418* 

0,00071 

313 

268 

0,00071 

134 

128 

0,00046 

522 

408 

0,00070 

300 

258 

0,00072 

123 

118 

0,00046 

505 

398 

0,00070 

287 

248 

0,00072 

111 

108 

0,00033 

488 

388 

0,00069 

274 

238 

0,00073 

100 

98 

0,00027 

471 

378 

0,00069 

261 

228 

0,00073 

89 

88 

0,00017 

454 

368 

0,00068 

246 

218 

0,00069 

78 

78 

0,00000 

438 

358 

0,00067 

Natterer's  Drnckeinheit  ist  die  Atmosphäre;  die  obigen  Werthe  — 

sind  durch  Division  mit  0,760  auf  1  M.  als  Einheit  reducirt.  Die  Versuchs- 
temperatur hat  Natter  er  nicht  angegeben;  ebenso  geht  aus  seinem  Bericht 
hervor,  dass  er  die  Differenz  zwischen  dem  augenblicklichen  Barometer- 
stand und  0,760  M.  als  eine  zu  vernachlässigende  Grösse  betrachtet  hat.  Es 
bleibt  uns  Nichts  übrig,  als  seine  Resultate  so,  wie  sie  da  sind,  mit  denen 
Kegnault*s  zu  vergleichen. 

Da  ist  nun  die  Uebereinstimmung  immer  noch  eine  merkwürdig  gute. 

Bei  Drucken  unter  170  Atm.  ergiebt  sich  —  zu  klein,  und  nach  dem,  was 

a 

über  seine  Methode  bekannt  ist,  lässt  sich,  wie  auch  im  Eingang  bemerkt 
wurde,  kaum  bezweifeln,  dass  dieser  Umstand  in  der  mangelhaften  Empfind- 
lichkeit des  Natter  er 'sehen  Apparates  seinen  Grund  hat.    Von  170  Atm. 

an   aber  werden  die  Zahlen  für  —  nahe  constant  und  ihr  Mittelwerth  bis 

a 

hoch  hinauf  zu  700  Atm.  entfernt  sich  nicht  wesentlich  von 

0,0007, 
d.  i.  von  dem  Regnault' sehen  Werthe.  Für  die  höchsten  Pressionen  zeigt 
sich  ein  langsames  Steigen  derselben.  Dies  kann  mit  der  Theorie  in  Ein- 
klang gebracht  werden.  Denn  wenn  die  Annäherung  der  Moleküle  aneinan- 
der mehr  und  mehr  zunimmt,  so  gewinnt  die  Zeit,  während  deren  dieselben 
abstossend  aufeinander  wirken,  an  Bedeutung  gegenüber  der  Zeit  der  freien 
Bewegung.  Die  Moleküle  erleiden  also  auf  einer  relativ  längeren  Strecke 
der  Bahn  eine  Abstossung;  sie  verhalten  sich  so,  als  ob  sie  auch  jenseits 
der  Elasticitätssphären  noch  merklich  abstossend  aufeinander  wirkten,  d.  h. 
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die  Function  g>{p)  nimmt  •chliesslich  schneller  zq,  als  der  Druck.  Das 
Wacbsthum  derselben  in  obigen  Reihen  ist  aber  so  gering,  dass  es  noch 
fraglich  bleibt,  ob  man  nicht  besser  thut,  es  vorläufig  auf  Rechnung  der 
Versuchsfehler  zu  schreiben  und  die  Moleküle  bis  hoch  hinauf  als  hart 
elastisch  anzusehen. 

Nach  Alledem  trage  ich  nun  kein  Bedenken,  anzunehmen,  dass  die 
Beobachtungen  von  Natterer  und  die  von  Regnault  sich  derselben 
Gleichung 

5)  vp^a  +  kp 

mit  dem  Werthe  —^0,0007  bis  gegen  700  Atm.  unterordnen  und  dass  über, 

wie  unter  700  Atm.  das  Verhalten  des  Wassertoffs  sich  in  zweiter  Annähe- 
rung erklären  lässt  durch  die  Annahme,  die  Elasticitätssphären  seiner  Mo- 
leküle haben  eine  nicht  ganz  verschwindende  Grösse. 

Wir  haben  nun  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Abweichungen  unseres 
Gases  vom  Mariotte 'sehen  Gesetz  ganz  ausschliesslich  durch  die  abstos- 
senden  Kräfte  seiner  Moleküle  bedingt  seien. ^  Diese  Annahme  ist  die  ein- 
fachste, aber  sie  ist  weder  nothwendig,  noch  sehr  wahrscheinlich.  Ein  sehr 
kleiner  Rest  von  Anziehungen  mag  auch  im  Wasserstoff  immerhin  noch  vor- 
handen sein.  Die  Grösse  (p{p)  zerfällt  dann  iu  zwei  Summanden,  einen  po- 
sitiven und  einen  negativen,  und  unser  Werth  kp  stellt  die  Differenz  der 
beiden  dar.  Es  ist  aber  wahrscheinlich ,  dass  der  negative  Theil  der  Ab- 
weichung nach  einem  andern  Gesetz  wachse,  als  der  positive,  wie  das  sich 

/( 
auch  bei  Luft  und  Kohlensäure  deutlich  zeigt.    Da  nun  —  bis  zu  vielen 

Atmosphären  so  sehr  nahe  constant  bleibt,  so  ist  zu  schliessen,  dass  die 
negative  Abweichung  nicht  im  Stande  ist,  das  Gesetz  der  positiven  merk- 
lich zu  stören,  dass  sie  also  ge^en  diese  überhaupt  nur  einen  geringen  Be- 
trag hat.  Der  Werth  0,0007  für  das  Verhältniss  der  Grösse  der  Elasticitäts- 
sphären zu  dem  Volumen  des  Gases  mag  also  etwas  zu  klein  sein;  er  bleibt 
aber  immerhin  angenähert  richtig. 

Derselbe  Grund ,  der  die  Abweichung  des  Wasserstoffs  veranlasst, 
existirt  nun  auch  für  die  anderen  Gase,  und  er  muss  auch  bei  ihnen  eine 
Tendenz  zu  positiver  Abweichung  hervorrufen.  Ja,  es  ist  nicht  unwahr- 
scheinlich, dass  die  schwereren  Moleküle 'der  anderen  Gase  grössere  Elas- 
ticitätssphären besitzen,  als  die  des  Wasserioffs,  dass  also  in  ihre  Abweich- 
ungen ein  positives  Element  eingeht,  welches  die  Gesammtabweichung  der 
letzteren  noch  übertrifft.  Und  so  sehen  wir  denn  in  der  That,  dass  Luft, 
Stickstoff,  Sauerstoff  und  Kohlenoxyd  bei  Natterer  schliesslich  sich  noch 
erheblich  weniger  zusammendrücken  lassen ,  als  der  Wasserstoff. 

Bei  niedrigem  Drucke  wird  aber  diese  Eigenschaft  der  letztgenannten 
Körper  durch  die  Anziehung  ihrer  Moleküle  verdeckt.  Unter  allen  Um- 
ständen hat  man  für  ein  Gas  die  Grösse  (p{p)  in  zwei  Summanden_^u  thei- 
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X  ^  %-^h.T  ^fi«»-  fr^>^^— .  F*II  »II*r  Ga.4*.  w*I:l*  p*r-:i»n«^ik:  r-I-i- 

Die  KcTAM&iM  d*T  Ab»eicL-az''n,  weltae  »iie  Gase  »i^en,  ^viunt 
4>if«iil>ar  ao  luunt^§e^  Mettu  mai«  ftick  dem  Zirl^  cü^ert,  «e  zu  erklären  nod 
ihre  G^'ft^ze  zo  deda-riren.  Die  oh'g-u  he*"!t*:e  reisen  alle  nar  fnr  eine 
Te'r»p^atijr  von  nahe  4*  C;  e*  wäre  tan  »eLr  ra  wünschen,  dass  wir  auch 
Gel#r|^enbeit  hätt#^,  BeotacLtangen  bei  anderer,  namentlich  h«.herer  Tem- 
perator  za  erörtern« 

Xaeb trägliehe  Anmerkang.  In  den  Bemerkungen,  welche  der 
Oleiclioog  12y  Toraa^geheD,  habe  ich  die  Elasticitätsäphären  der  Molekäle 
al*  Kogeln  bezeichnet«  Damit  habe  ich  dem  allgemeinen  Gebranch,  die 
llol#;kü]e,  »o  lange  es  angeht,  als  Kageln  aufzufassen,  nachgegeben,  um  die 
Duscttssion  nicht  durch  Nebendinge  aafznhalten.  Das  dort  Gesagte  gilt 
aber  anch,  wenn  man  den  EUbticitätssphären  irgendwelche  andere  Form 
zimchreibt  ond  unter  i  den  mittleren  Radius  derselben,  d.  h.  den  Radios 
einer  Kngel,  deren  Volomen  dem  der  Elasticitätssp hären  gleich  ist,  ver- 
steht. Ich  bemerke  dies  aiisdrftcklich,  weil  ich  keine  nnmotivirten  Annahmen 
über  die  Gestalt  der  Moleküle  einschleppen  möchte. 
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XV. 

Orundzüge  einer  neuen  Molecolartheorie  unter  Voraus* 
Setzung  Einer  Materie  und  Eines  Kraftprincipes. 

Von 

Dr.    OSCAE    SiMONY 
in  Wien. 


(Alf  Foxtaetsnng  zu  Jahrg.  XYUI,  5.  Heft  8.  463-510  ) 


§7. 

Entsprechend  der  dreifachen  Oliedemng ,  welche  die  statischen  Ver- 
hältnisse eines  aus  drei  Atomen  zusammengesetzten  Complexes  erforderten, 
werden  auch  dessen  mögliche  Bewegungseischeinungen  in  drei  gesondert 
zu  untersuchende  Gruppen  zerfallen,  indem  dieselben  entweder  aus  den 
Wechselwirkungen  dreier  gesonderter  Atome  hervorgehen  können,  oder 
einem  zweiatomigen  Moleküle  und  «inem  Atom  oder  endlich  den  Bestand- 
theilen  eines  dreiatomigen  Moleküls  angehören. 

In  dieaem  Paragraphen  mögen  nun  ausschliesslich  jene  Bewegungs- 
erscheinungen eine  Erörterung  finden,  welche  sich  auf  einen  Atomcomplex 
erster  Art  beziehen ,  wobei  wir  zunächst  in  Analogie  mit  S  4  voraussetzen, 
dass  dessen  ursprünglich  in  irgendwelchen  stabilen  Gleichgewichtslagen 
befindliche  Elemente  lediglich  infolge  einer  relativ  sehr  kleinen  Verschie- 
bung eines  derselben  zu  Beginn  der  Zeit  t  in  Bewegung  gerathen  seien. 

Es  sei  uns  daher  gestattet,  diesen  Untersuchungen  noch  einige  ein- 
leitende Betrachtungen  über  die  Möglichkeit  eines  derartigen  stabilen  Gleich- 
gewichtszustandes zwischen  drei  Atomen  vorauszuschicken,  durch  welche 
gleichzeitig  der  erste  Hauptsatz  des  S  0  analytisch  vervollständigt  wird. 

Derselbe  unterscheidet,  wie  aus  den  ihn  bildenden  Bedingungssystemen 
I)  bis  VII)  hervorgeht,  zwei  Hauptfälle,  je  nachdem  die  drei  Atomcentren 
in  einer  geraden  Linie  liegen  oder  deren  Verbindungslinien  ri^2,  ri,s,  r2,3 
ein  Dreieck  bilden ,  und  es  wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  im  letz- 
teren Falle  bei  stabilem  Gleichgewichte  für  r],2y  ''i.S)  ''2,3  ^^^^  ^^^^  Relatio- 
nen von  den  Formen  i<-^  t 
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'"'''      (4P.  +  I)7r'     '*'''      (4p. +  1)^'     '*'''      (4p,  +  l);r 

bestehen.  Da  jedoch  diese  Strecken  —  anter  O-,,  '^2)  ^s  ^^^  denselben 
gegenüberliegenden  Dreieckswinkcl  verstanden  —  gleichzeitig  den  rein 
geometrischen  Beziehangen 

n,2  =  ''i.s  cos&t  +  r2,3  cos  ^, , 

ri,3  =  n,2  «--o^^a  +  '•2,8  cos  {>, , 

^2,3=n,3<?05^l  +n,2C05'^t 

Genüge  leisten  müssen,  so  bleibt  selbstverständlich  noch  die  Frage  offen, 
ob  and  unter  welchen  beschränkenden  Bedingungen  die  Coexistenz  zweier 
derartiger  Gleichungssysteme  analytisch  zulässig  sei.  Ihre  Beantwortung 
ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

«1,2      _oi,^cos^t       «2,3^Q^^t 
4p,  +  l""    4Pz  +  \~        4^3  +  1     ' 

g^v                                    1           «1,3      __  «1.8  ^^^^^8     ,    «2,3  ^'^^^i 
«2,8       ai^sCOS^i         a\,2C08&f 

4P3  +  1         4}vf  r         4p, +  1 
von  selbst.    Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  die  in  denselben  auftreten- 
den Indices  P|,  p.,  p,  ausschliesslich  durch  positive  ganze,  innerhalb  der 
Intervalle  /y  «  ^ 


^'  2i,;a 


,2»  2di,3^  20*2,3  7C 

liegende  Zahlen  ersetzt  werden  dürfen,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass 
drei  Atome,  deren  Centren  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  nur  dann  in 
ein  stabiles  Gleichgewicht  treten  können,  wenn  sich  die  erwähnten  Uelatio- 
nen  86)  nach  Pi,  p, ,  p,  in  ganzen,  positiven  Zahlen  auflösen  lassen. 

Die  Cosinusse  der  von  den  Verbindungslinien  der  Atomcentren  ein- 
geschlosenen  Winkel  ^,,  ^„  ^,  müssen  mithin  im  Falle  eines  stabilen  Gleich- 
gewichts stets  rationale  Zahlen  vorstellen,  so  dass,  weil  andererseits  die 
Summe  dieser  drei  Winkel  ausnahmslos  gleich  zwei  Rechten  sein  muss, 
lediglich  solche  Werthe  für  cos^^y  cos^^y  cos^^  zulässig  sind,  welche  die 
Gleichung 

cos^^i  +  cos'O,  +  cos*^,  +  2  cos^t  cos^f  cos&^  =  1 
oder 

87)  cos^x^yi--  cos*  O,  j/l  —  cos*  ^j  —  cos  &t  cos  ^j 

rational  befriedigen.  —  Da  nun  der  Ausdrack 

/i  —  rÖ5*  Ö,  j/l  —  cos^d't 
nur  unter  der  Bedingung  rational  wird,  dass  entweder  das  Product 

(l— C0S''^,)(1  — C05'^,) 

oder  jeder  seiner  Factoren  ein  vollständiges  Quadrat  repräsentirt ,  ho  kön- 
nen alle  überhaupt  möglichen  rationalen  Lösangen  von  87)  unter  die  Formeln 
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l.        -^1  =  ^2  =-^3: 


2.     ^i^^t  =  ^i 


cos d|  =    '  ^,     *  ,     cosO,  =  C08^^=^j^    {k, <Af,) ; 
8.     -^i  ^  'Ö't  ^  Og : 

(*,+*,>*„  *,+*,>*„  *,+*,>*,), 


Bubsamirt  werden,  in  welchen  Arj,  Ar,,  Ar,,  Ar^  den  beigefügten  Bedingungen 
entsprechende,  im  Uebrigen  arbiträre  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  vor- 
stellen. Hierdarch  erscheinen  aber  auch,  kraft  der  Relationen  86),  die  Ver- 
hältnisse der  den  Winkeln  «^i,  O«,  ^2,  gegenüberliegenden  Dreiecksseiton  ri^2y 
n,3>  ^2,3  vollkommen  bestimmt,  indem  sich  aus  den  ersteren  der  Reihenach 
folgende  Proportionen  ableiten  lassen: 

1.     -^,  =  02  =  -^,: 

n,2'-n,3-'"2,3=  >  -1:1; 

a)     ri,2:ri,3:r2,3  =  A:,:Ar,:Ar,, 
b)     n,2:r,3:r,,3=(---  +  ^^--;j:(-+^j:(.+^^^ 

Ihnen  entspringt  als  allgemeines  Gesetz: 

Drei  Atome,  deren  Mittelpunkte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
können  nur  dann  in  stabile  Gleichgewichtslagen  treten,  wenn  sich  ihre  Cha- 
rakteristiken «1,2,  «1,3,  «2,3  wie  rationale  Zahlen  verhalten,  d.  h.  entweder 
an  und  fflr  sich  rational  sind ,  oder  rationale  Multipla  derselben  Irrational- 
zahl (z.  B.  n)  repräsentiren. 

Natürlich  besitzen,  falls  diese  Forderung  erfüllt  ist,  gleichzeitig  die 
Verhältnisse  ihrer  Centrallinien  wie  der  Cosinusse  der  von  diesen  ein- 
geschlossenen Winkel  in  jeder  dreiseitigen  Gleichgewichtsfignr  dieselbe 
Eigenschaft,  so  dass  für  jede  so  beschaffene  Position  zwei  Proportionen  von 
den  allgemeinen  Formen  ^  t 
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ai,2:ai,3:a2,3  =  a:/3:y, 

aufgestellt  werden  können.    Hierbei  bedeuten  o^  ß,  y\  A,  fi,  v  immer  ganze 
positive  Zahlen  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Differenzen 

aii  —  ßX,  «v  — yX,  i^v  — yfi 
ohne  Rest  durch  4  theilbar  sind ,  indem  die  aus  88)  durch  Substitution  der 
allgemeinen  Werthe   von  n^j,  r|^3,  r^z  erhaltenen  diophantischen  Gleich- 
ungen 

f     yf*Pt  — /3vp,c=i(/5v  — y/i) 
nur  unter  diesen  Bedingungen  eine  Lösung  nach  p^,  p^y  p^  in  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  gestatten. 

Drei  congruente  Atome  können  also  sowohl  gleichseitige ,  als  gleich- 
schenklige, als  ungleichseitige  stabile  Gleichgewichtsfiguren  bilden,  und 
zwar  sind  die  einfachsten  derselben: 

i.  Gleichseitige: 

2a 
n 

flO)  {     '•i.2  =  r,.,  =  rj,,  =  ^. 

2a 


2.  Gleichschenklige: 
2a  2o 

2a  2a 

91)  ^    '■»•'=9^'     r,,3  =  r,.,=  -. 

2a  2a 


8.  Ungleichseitige: 
2a  2a  2a 

'■'•»=9^'    '■•'»=13^'     '■»•»=  f^'  ■ 

2a  2a  2a 

'■*'*=rs^'  '■'•'=17^'  '■'•»=ir^' 

2a  2a  2a 

Hingegen   wird   für  drei  heterogene  Atome  die  Zahl  der  analogen 
Gleichgewichtslagen    in    vielen    Fällen    geringer    ausfallen.      Sind    z.    B. 
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—   den  millionsten  Theil  eines  Millimeters  als  Längeneinheit  angenom- 
men — 

Q^  =  0,7,      ^g  =3  0,5 ,      (»3  =:  0,6  ihre  Radien , 

ai^  2  =  350 ,  aj,3  =  230 ,  02, 3  ^  270  ihre  Charakteristiken , 
so  ergiebt  sich  ans  den  die  Gleichungen 

23;t?i  — 35/?8  =  3,  27;t?i  —  35^3  =  2 ,  27p2  —  23;t?3=:— 1 

befriedigenden  allgemeinen  Werthen  von  p^^  p,,  p^ 

Pj  =  35fi  — 9,  Pg  =  23n  — 6,  P3  =  27w  — 7 

unmittelbar,  dass  nur  eine   einzige  gleichseitige  Gleichgewichtsfigur   für 

/?i=26,P3=17,  p3=20  von  der  Seitenlänge 

20 
ri,2  =•  »"J.S  =  '•2,$  =  —  =  2,122 . . . 

OTt 

möglich  ist,  indem  p^^p^y  p^  gleichzeitig  die  Bedingungen 

3500 

2300 
0<P,<r5 ^  =  27,008..., 

2700 

zu  erfüllen  haben. 

Es  erübrigt  jetzt  noch  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  eines  stabilen 
Gleichgewichts  dreier  gesonderter  Atome  für  jene  Fälle  zu  erledigen,  in 
welchen  deren  Centren  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Dieselben  erfordern 
eine  doppelte  Gliederung,  je  nachdem  r^^^^  ri^s,  r2,s  eines  der  Bedingungs- 
systeme n),  IV),  VI)  oder  III),  V),  VII)  befriedigen  sollen. 

Was  zunächst  den  zweiten,  vierten  und  sechsten  Fall  anbelangt,  so 
entsprechen  denselben  der  Reihe  nach  die  diophantischen  Gleichungen 

«1,2  +  «1.3  —  «2,8  +  4  {«1,2(^8+^3)  +  €i\,z{Pi+P^  —  «2.8  (P1+P2)} 

+  16  («1,2P2  Ps  +  «1,3  Pi  P3  —  «2,8  Pi  P%)  =^t), 
«1,2  +  «2,3  —  «1,8  +  4  }ai,2(P2+P3)  +  «2,3(^1  +  ^2)  —  ^Ul{Pl+Pz)\ 

+  16(ai,2P,P3+ «2,3^1^2-  «1,3  PiPs)^^» 
«1,3  +  «2,3  -  «1,2  +  4  {ai,8(Pi+P8)  +  «2,3(^1+^2)  —  «1,2(P2+P8)} 

+  16  («l,3PiP8  +  «2,8PiP2  —  «1,2^2^3)  =  Ö, 

welche  sich  für  «1,2  =  «1,3  =  «2,3  auf 

i^aPs  +  P1P3  -  P1P2  +    ^\q      =  0 , 

04)  {     P3Pq+PiP^-PiP3+      \^      ==0, 

8pi  +  1 
PiPs  +  PiP2-PiPz  +  —\Q-  =0 

reduciren  und  in  ihrer  Gesammtheit  folgende  Sätze  begründen: 
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Für  drei  congrnente  Atome  ezistirt  keine  geradlinige  Position ,  in  wel- 
cher die  Kräfte  iTi.a,  A^'i^s,  A^2,3  gleichzeitig  verschwinden  könnten,  weil  die 
Grössen 

für  jeden  ganzen  Werth  von  p^,  resp.  p,,  p^  ungerade  Zahlen  vorstellen.  — 
Aber  auch  für  drei  heterogene  Elemente  kann  ein  durch  die  Belationen 

Ar,,2  =  iri,3=  ^2,3  =  0 
charakterisirtes  stabiles  Gleichgewicht  nur  dann  eintreten,  wenn  —  ab- 
gesehen von  der  hierzu  erforderlichen  Rationalität  der  Verhältnisse  ai^2: 0^1,3 
:o2,3  —  einer  der  Ausdrücke 

ai.2{P5s+Ps)  +  «M(Pi+P3)— a2,3(P,+A'2)  +  iK2+ai,3— «2,3), 

«1,2(^8 +/'»)  +  «2,3(Pi+/?,)  —  aiAfl+Ps)  +  »(«1.2  + «2.3— «1.3), 
«l,s(Pi+Ps) +  «2,3(Pi+P8)  —  ai,2{P8+/^8)  +  i(«l,8+a2,3  — «1,2) 

ohne  Rest  durch  4  theiibar  ist.* 

Bedeutend  einfacher  gestaltet  sich  die  Discussion  jenes  Gleichgewich- 
tes, welches  aus  einem  der  Bedingungssysteme  III),  V),  VII)  hervorgeht; 
weil  ri,2,  ri^Zf  ^2,3  in  jedem  dieser  Fälle  durch  eine  algebraische  und  zwei 
traoscendente  Beziehungen  vollständig  bestimmt  sind.  Von  den  dieselben 
befriedigenden  Specialwerthen  der  genannten  Grössen  werden  dann  offen- 
bar blos  jene  zulässig  sein,  welche  innerhalb  der  reellen  Intervalle 

^1,2»  00 ;     di,3,  c»;     ^2,81  «> 
liegen  und ,  wie  eine  einfache  Ueberlegnng  lehrt,  ein  stabiles  oder  labiles 
Gleichgewicht  begründen ,  je  nachdem  die  Summen 

95)  dlCi^     djt^     dJK]^     d^     dir^^     dJ^ 

dri,2       dri^z  '     <2fr,,2        dr2,s  *     ^^,3       ^^2,3 
positiv  oder  negativ  sind.    So  verbleiben  z.  B.  drei  congrnente  Atome  für 

alle  zwischen  —  1 
0 

den  Gleichungen 
'•i,2  +  ''2,3  =  n,3» 
genügen.    Hieraus  ergiebt  sich  zunächst 


alle  zwischen  —  und  00  liegende  Werthe  von  ri,2»  n,3»  ''2,8  in  Rnhe,  welche 
1  a  1  «1  a.l  «^ 

ri,2  +  ''2,3  =  n,3»      -^—COS =-5 — cos  ,     -z— COS \--f-  COS :=0 

'  '  '        r\2        r,,2      r\^       r2,3      r\2       ri,2      r\i       r,,s 


*  Diese  Forderangen  werden  z.  B.  durch  die  dem  Werthsj^steme 
flf,^,=  130,     «,,,=  150,     of,,3  =  80 
zugehörigen  Atome  insofern  erfüllt,  als  die  linke  Seite  der  Gleichung 

16(I3p,;?,+  15p,P5-8/?,p8)  +  4(7^^  +  5p,  +  28p3)  +  20  =  0 
für  Pi  =  3,  P2=6,  p,=:  1  identisch  gleich  Null  wird,  und  in  der  That  befinden  sich  dio 
drei  in  Betracht  gezogenen  Atome  in  den  Distanzen 

20  12  82 

in  einem  stabilen  Gleichgewichte. 
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mithin  nach  Auflösung  der  letzten  Relation  unter  Einführung  der  zwischen 

ff  n 

—  und  — -  liegenden  Bögen 


1/129  —  1 
^  =  arccos  ^ — -- —  =  1.40824  . . ., 


^129  + 1 

L  =  arccos  ^ -^  =  1.37648 . . . 

**  64 


folgendes  Werthsystem  ftlr  % : 

"»"^TTj^'  *«=i^^^'  *»=^M^'  **"=»^* 
*»"=girr£;'  *«==6^;^'  "'^'eiH^'  "»"^T^, 

96) 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  in  diesem  Falle  die  Summen  95)  all- 
gemein in 


2l-T~-j        = — T-\  —  stn 2C0S-- 

\dr/rzzx         %■    j  X        X  x| 

übergehen,  so  g<elangen  wir  durch  Bildung  der  Ausdrücke 

(17)         =;3^|[(4i'+»)  «-£:,]«■«£.  + 2  <>w£il. 


(i£)      +(iK) 


Zeitichrirt 


f.  Mathematik  n.  Phytik,  XIX,  4.  21  ^ 
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=  ;;^^  {[(4P  +  2)  «  +  a  («"  ^  -  tV  «"  |)  "  ""'  £«}  5 
(^)  ,— -  {[(4p  +  3)«+y*.ni;i-2cos£j}. 

schliesslich  zu  der  Einsicht,  dass  zwischen  drei  congruenten  Atomen  all- 
gemein für 


Ö7)  . 

ein  stabiles ,  für 

ggv  I  n,2  =  '-2^8  — «4p+2»      n,3=2X4p+2, 

I  '"l,2  =  r2,3  =  «4p  +  4,      r^3  =  2X4p+4 

ein  labiles  Oleichgewicht  besteht. 

Hiermit  sind  alle  durch  die  weiteren  Untersuchungen  dieses  Paragra- 
phen vorausgesetzten  Resultate  gewonnen  und  wir  können  daher  im  An- 
schlüsse an  den  zweiten  Theil  dieser  Vorbemerkungen  unmittelbar  zur 
Betrachtung  der  Oscillationen  dreier  Atome  tibergehen,  deren  ursprftng- 
liches  stabiles  Gleichgewicht  zu  Beginn  der  Zeit  t  durch  eine  relativ  sehr 
kleine  Yerschiebang  o^  des  dritten  Atoms  in  der  Richtung  ihrer  gemein- 
samen Centrallinie  gestört  wurde. 

Bezeichnen  wir  die  ursprünglichen  Distanzen  der  drei  Atomcentren 
von  einem  fixen  Punkte  0  der  letzteren  mit  d^,  d^,  d^  und  deren  anfangliche 
relative  Abstände  mit  xi,2,  «1,3,  X2,3,  so  werden  ihre  Entfernungen  von  dem- 
selben Punkte  0  zu  irgend  einer  Zeit  i  durch 

r^  =  rf^  +  5i,     r,«dj,  +  *2,     r3  =  d8  +  *3 
wiedergegeben  werden  können,  also  ihre  Bewegungsgleichungen  allgemein 
die  Formen 


-^=zamiS^  —  (aiWi  +  cm^)  5,  +  cm^s^, 


dt^ 
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besitzen,  indem  unter  der  bezüglich  ü^  gemachten  -Annahme  die  sweiten 
nnd  höhere  Potenzen  von  s^^  5,,  s^  als  unendlich  kleine  Grössen  der  zweiten, 
resp.  höherer  Ordnungen  vernachlässigt  werden  dürfen.  £s  treten  somit  in 
diesen  Relationen  ansser  den  Massen  m^,  m^,  m^  der  Atome  noch  gewisse 
Constante  <i,  b,  c  auf,  deren  Bedeutung  direct  von  jenen  Werthen  abhängt, 
welche  -Äri,2f  ^1,3 1  ^2,3  ^ör 

'"i,2  =  xi,2i  n,$  =  «i,3»  '2,3  =  «2,8 

annehmen.  Befriedigen  ^^1,2»  A^i,3i  ^2,3  für  die  erwähnten  Distanzen  eines 
der  Bedingnngssysteme  II},  IV),  VI),  so  gelten  die  Gleichungen 

100)  a^"!!^,    6  =  ?MJ,     c  =  ^>4^^ 

X*l,2  *1,3  As 

erfüllen  diese  Grössen  hingegen  die  Bedingungen  III),  V)  oder  VII),  so 
sind  unter  a,  6,  c  die  Ausdrücke 


\  x'j,2\Xl,2         Xi,2  AI, 2/ 

10,)  \    6  =  ^te«>i?^^~2co.^«), 

\  H»2,8\*2,3         9t?,3  «2,3'' 


ZU  verstehen.  —  Unsere  nächste  Aufgabe  wird  jetzt  darin  bestehen,  aus  den 
gegebenen  simultanen  Differentialgleichungen  solche  abzuleiten,  welche  nur 
eine  einzige  dopenden te  Veränderliche  enthalten.  Zu  diesem  Zwecke  er- 
setzen wir  s^,  ^2,  «3  durch  die  neuen  Variabelen 

,02)  5'=., ^-'j—,   s=S, !"'\      ,     /"=*s T^^'V- 

^  ^      m^+iTig+mj'  *      »»i  +  ^^s+Wg'  '      W1  +  OT2+W3 

nnd  eliminiren  aus  den  beiden  ersten  hierdurch  erhaltenen  Transformations- 
gleichungen das  Product  m^»"  mit  Hilfe  der  aus  09)  resultirenden  Beziehung 

tn^s^  +  iWg «j  +  Wg^g  =  Wg <Fg ,  d.  h.  iw^ /+  »ij s"+  m^s*"=  0 , 
wodurch  dieselben  in 

^  =  —  {öm5^+ 6  K  +  OTg)} /+ (a-6)m5,/ , 

-^  =  (0  — c)mi«'— |ami  +  c(mj+m3)}/' 
übergehen.    Die  doppelte  Differentiation  der  vorletzten  Gleichung  liofcrt 
,  +  6(m,  +  mg)}^+(a-6)(«-c 


=  -  {a  (mj+mg)  +  b  {m^+ m^)+c  {m^+m^)\  -^ 

21  %dby  Google 
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folglich  nach  Einführung  der  Abkürzungen 

als  Endresultat 

104)    ^  +  {aM^+bM^  +  cMj,)~  +  M(abm^  +  acfn^  +  bcm^)s'=^0, 

welches,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  gleichzeitig  für  s"  und  s 

gütig  erscheint. 

Die  allgemeine  Lösung  von  00)  liegt  daher  in  den  Formeln 
s'  =  A^  cosii^ l  +  i#g  sin ii^t  +  J^  cos^^i  +  ^4 ^"" f*2'i 
5"  =  ßj  €0811^1+  B^sinii^t+  B^cosi/^i+  B^sinit^i^ 
/' =  ^1  cosfl^  t  +  C,  sin ^^Z  +  C3  cosii^l+  C^  si>f|*,< , 

in  welchen  fi^ ,  (i^  die  Wurzelgrössen 


+  y{aM^  +  bM^  +  cM^y  —  AM  {abm^  +  acm^  +  bcm^)\, 
105) 

ti^  =  y\\aM,  +  bM^  +  cM^ 

'-J/{aM^  +  bAJ^  +  c^^^)^-'4M(abm^  +  acm^  +  bcm^)\ 

repräsentiren ,  A^,  B^,  (7^;  4^,  B^,  C^;  ^3»  ^s»  ^s»  ^4»  ^4»  ^4  zwölf  vor  der 
Hand  noch  unbestimmte  Oonstante  vorstellen. 

Dieselben  müssen,  wie  die  Substitution  von  s\  s\  s'"  in  09)  lehrt,  einer- 
seits den  Gleichungen 

—  (am,  +  ftfitj)  Ä^  +  am^  ß^^bm^C^^  ^1^1«  =  0, 

—  (aiw,  +  6^3)  A^  +  am^  ^a  +  ^ »»3  C,  +  A^^^  =  0, 

—  (a/ifj  +  6m3)  i^3  +  am^  B^  +  61113 C3  +  ^3/*,*  =  0, 

—  (flfWj  +  bm^  A^^  am^  B^  +  *»«3C|+ i^4^*  =  0; 
anty^  ^1  —  («mj  +  cm^)  ^,  +  cmg  6^,  +  ^^^^«  =  0, 
am^  A^  —  (am^  +  cm^  B^  +  cm^C^+  B^fi^*  =  0, 

«»»1  4  —  (ö  W^  +  ClWg)  ^3  +  CW3  C3  +  53fA8*  =  0 , 

flmi^4  — (ömi  +  cmj)  ^4  +  cm3C;+  5,^,*  =  0; 
bm^Ay  +  cm^ß^—  (bm^  +  cm^)  C^j  +  ^if4j*  =  0, 
6m,  -<^g+  cm^  B^  —  {bm^  +  cm^)  C^+  C^ii^^szzO^ 
6m,  ^3  +  cmg  ^3  -  (öm^  +  cm^)  C^+ C^ii^*==0, 
bm^A^  +  cm^  ^4  — (6m,  +  cm,)  C^  +  C^iii^  =0 
genügen,  andererseits  entsprechend  den  Anfangsbedingangen 

die  RelationeD 
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erffillen.    Den  letzteren  znfolge  rednciren  sich  die  ans  den  drei  vorher- 
gehenden Bedingangssystemen  ableitbaron  Beziehnngen 

—  («m,  +  im,) {A^n^  +  Atii,)  +  am,  (B,^i  +  B^^g)  +  ftm,  {C^^^  +  C^^) 

am^  K  +  ^,)  -  (am^  +  cm,)  (B^+B,)  +  cm,  (C^+C,)  +  B^fi»  +  ff,,*,«  =  0, 
amj  (J,ni  +  J^(^,)  —  {am^  +  cw,)(ff,mj  +  ß^,»,)  +  cm,  (C,(»,  +  C,,i,) 

6mi  K+^,)  +  cm,  (/?,+!?,)  -  (6m,  +  cm,)  (C,+C,)  +  0,,.,«  +  C,m,»  =  0. 
ft  w,  (^,f»i  +  ^«f«»)  +  cm,  (Ä,,»,  +  5^,1,)  —  (ftm,  +  cm,)  (Cj^t,  +  C^fi,) 

auf 

cm,ff,  +  Ä,,»,»  +  ff,,i,«  =  0,     ff»,«i»+Ä4,«,*=>05 
-  (6m,  +cm,) (»,  +  C,,t,»  +  C,,i,»  =0.      C,,i,»+  C,,t,»  =0 
and  liefern ,  mit  denselben  combinirt ,  die  Formeln 

V-Wtfm,<j,  ,.,«-6Jf  m,ff, 

o  _      ififa'-(ft»»«i+cm,)i»/   ff,  _ 

^,Mi*-(6'»i  +  cw,)Af  ff,  _ 

So  ergiebt  sich  schliesslich  fUr  die  fraglichen  Elongationen  d,,  d,,  d, 
und  Qeschwindigkeiten  t>,,  t>,,  v,  der  Atome  bezüglich  ihrer  nm 

if 

verschobenen  stabilen  Oleichgewichtslagen  das  Werthsystem 

106) 

m,ffä  (tt,*— 6Jlf  ^     a.*—bM  \ 

'>-- yFJ   H,«-H,«    «"'*''      ^»-,4«   ""'*»'(' 

m-ijo  (/*,*— eil/  ^      yL^  —  cM  ( 

il/  I  Hl*-»»»''  t^l-fv  I 

^^i^f,».'-(ftm,  +  cm,))lf  itf,„«-(6m,  +  cm,)Af  ( 
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"'-mV — ;^M*» '^         «.*-»4*     -'"'^T 

Dasselbe  gilt,  sobald  wir  die  in  ihm  vorkommenden  Specialformen  der 
Grössen  A^^  J^\  B^^  B^\  C^^  C^  durch 

ersetzen,  anch  für  jenen  coroplicirteren  Fall,  in  welchem  sämmtliche  drei 
Atome  zu  Beginn  der  Zeit  l  relativ  sehr  kleine  Verschiebnngen  0^,  0,,  o,  in 
der  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Centrallinie  erhielten,  folglich  ihre  Gleich- 
gewichtslagen  um 

M 

verschoben  wurden,  und  berechtigt  demnach  zu  folgenden  Sätsen: 
1.  Befinden  sich  drei  Atome  in  den  Distanzen 

n,2  =  X|,2  ,       ri,3  =  Xi,3  =  Xi,2  +  X?,J,       ^2,3  =  «2.8 

in  einem  stabilen  Gleichgewichte,  so  genügen  deren  Massen  und  Charak- 
teristikea  jederzeit  der  Bediogung 

107)        {aM^  +  6  Äf,  +  cAfg)«—  4iW  (afrm^  +  acm^  +  bcm^)  >  0. 
Denn  gesetzt,  die  erwähnte  Differenz  sei  negativ,  so  würden,  weil  ^j,  ft^, 
cosii^if  cosii^t  in  diesem  Falle  die  complexen  Werthe 

+  iy^\}/  Jlf{abm,  +  acm^  +  bcm^)  ^  ^{aM,  +  bM^  + cM^)\==k  + fii, 

cosu.l= cosll—i sinkt, 

C08fi2t= cosll  +  i sinkt 

*  2  2 

erhielten,  z.  B.  einer  relativ  sehr  kleinen  Verschiebung  tf,  des  dritten  Atoms 
die  Elongationen 
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entsprechen,  welche  fttr 

2n      4ä  2nn 


m 


y    2/UÄ  2i««. 


übergehen,  also  einer  unbegrenzten  Vergrösserang  fähig  sind.  Es  würde 
mithin  unter  dieser  Annahme  ein  stabiles  Gleichgewicht  zwischen  drei 
Atomen  bereits  durch  eine  relativ  sehr  kleine  Verschiebung  eines  derselben 
bleibend  aufgehoben  werden  können,  wodurch  deren  Unmöglichkeit  be- 
wiesen erscheint. 

2.  Besitzen  für  ein  gegebenes  stabiles  Gleichgewicht  dreier  Atome 
dessen  charakteristische  Constanten  a,  6,  c  unter  einander  verschiedene 
Werthe,  so  resultiren  aus  relativ  sehr  kleinen  Verschiebungen  <Fj,  a^,  a^  der 
Atomcentren  längs  ihrer  gemeinsamen  Centrallinie  im  Allgemeinen  drei 
verschiedene  Zustände,  je  nachdem  ö^^  c^y  a^  zwei,  eine  oder  keine  einzige 
Belation  des  Gleichungssystems 

108)  A\  =  0,  ^'1  =  0,  C'i  =  0;     ^'3  =  0,   ^3  =  0,  ^8  =  0 
befriedigen. 

Im  ersten  Falle,  welcher  ausschliesslich  für 

109)  0j  =a  (^2  ==  (^3 

eintreten  kann ,  verbleiben  die  Atome  in  ihren  veränderten  Lagen  in  Ruhe, 
weil  solche  Verschiebungen  die  gegenseitigen  Abstände  ihrer  Mittelpunkte 
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nicht  ändern  können  ,  and,  wenn  irgend  zwei  der  Oleicbnngen  108)  gelten, 
auch  alle  übrigen  zutreffen.  Im  zweiten  Falle  zeigt  jederzeit  ein  Bestand- 
theil  des  Complexee  eine  einfache  periodische  Bewegung  von  der  allgemei- 
nen Form 

Pcos^L^t^  beziehungsweise  Oeasii^t^ 

je  nachdem  tf^ ,  tf^ »  ^^  eine  der  drei  ersten  oder  der  drei  letzten  Beziehungen 
des  Systems  i08)  erfüllen ,  während  sich  die  Oscillationen  der  beiden  übri- 
gen Atome  aus  je  zwei  derartigen  Schwingungen  von  gleichen  Schwingungs- 
dauern 

2«  2» 

110)  ^1  =  —»      Tj=— , 

aber  verschiedenen  Amplituden  zusammensetzen. 

Im  dritten  Falle  endlich  treten  die  Elongationen  sämmtlicher  Atome  in 
der  Gestalt 

d  s=  P' cos  fi^t  +  (/ cos  (i^i 

auf,  wobei  übrigens  die  Werthe  der  Amplituden  f^y  Q'  im  Allgemeinen  für 
jedes  derselben  yerschieden  ausfallen. 

3.  Sind  zwei  der  Constanten  a^h^e  einander  gleich,  so  werden  die 
Quadrate  von  ^ ,  /«,  unter  allen  Umständen  rational ,  wodurch  eine  auffal- 
lende Vereinfachung  der  Hauptgleichungen  für  d^,  e^,  c^: 

djB=  W^cosyi^i^  B^cosn^t^ 
d^=C\cosii,t+C\cosii^t 

bewirkt  wird.  —  Setzen  wir  nämlich  a  =  c,  resp.  a=fr,  fr^c,  so  ergeben  sich 
aus  111)  der  Reihe  nach  die  Gleichungssysteme 

a  =  c,  fi^^j/oM,  ^  =  /6J!f,  +  cmg, 
d3  =  -^^  ^ 5^^ '-'cosf.,i^j^^{a,^0,)cos,,t; 

,  Jlfq  6*    ^O  <fQ  Wft  0« 

rfi=  ^-^^ J^ L»co»,ii/, 


rf,=-"^ 
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^^^wv^^»*^^v^/s;■^<^*r^V^/V^^*A^l•^i^<^^*^/v^/^i^^»^/s^y^^^<*s<^*^*^/^<«^/%*v^/^^^^^^^xw"•b^^l/^^ 


''^^~li,  M^ —  cos  li,t  + -^^{0^-0^)003  i^t, 

114)  <  1tt.JtI.ttg  fttO,     «off«  A  "^1     /  \ 

Dieselben  lehren,  dass  die  Amplituden  der  hier  interferirenden  Schwing- 
ungen stets  Yon  a^b^  c^  d.  h.  von  den  Charakteristiken  und  Distanzen  der 
wirkenden  Atome  unabhängig  bleiben,  und  gestatten  den  Bestandtheilen 
jedes  so  beschaffenen  dreiatomigen  Complezes  drei  mögliche  Bewegungs- 
weisen : 

a)  Ein  Element  desselben  verharrt  in  Buhe,  während  die  anderen  eine 
einfache  periodische  Bewegung  von  der  Schwingungsdauer  t^  besitzen  und 
von  jenem  in  ihren  Amplituden  nicht  im  Mindesten  beeinflnsst  werden.  Sie 
verhalten  sich  also  insofern  wie  ein  selbstständiges  zweiatomiges  System 
und  lassen  die  .Gegenwart  eines  dritten  Atoms  nur  aus  ihrer  erhöhten 
Schwingungszahl  erkennen. 

j3)  Sämmtliche  Atome  vollführen  Schwingungen  von  derselben  Dauer 
T|,  wobei  stets  ein  Atom  seine  eigenthümliche  Amplitude  besitzt  und  jene 
der  beiden  übrigen  einander  gleich  sind.  —  Gleichzeitig  erscheint  das  Ver- 
hältniss  dieser  Amplituden  von  den  anfänglichen  Verschiebungen  a^y  a,»  ^s 
völlig  unabhängig  und  variirt  lediglich  mit  den  Grössen  der  wirkenden 
Massen  fft^,  m^^  tn^* 

y)  Die  Oscillationen  der  Atome  charakterisiren  sich  durch  die  Aus- 
drücke ,  ,„ 

in  -j-wi  iw  -j-iw 

PcOSflJy 

IW  ^  n. 

Hl  ^1»  tn  ^tii 

in  welchen  m',  m\  m"  irgendwelchen  Massen  entsprechen  und  weder. P, 
noch  Q  verschwinden. 

4.  Bestehen  schliesslich  die  Relationen 

116)  a^hr=Cy  d.  h.  ^i^  =  j»,=:  j/oM«  ^i, 

so  folgt  aus  den  durch  sie  bedingten  allgemeinen  Werthen  von  Jj,  d^^  d^ 

^3  <j,  —  m,  ff, —  mg  03 
«1=  -^ ^ ^-^cosiit, 

ilf ,  ff-  —  I7I|  ff|  —  m.  ff, 
^3=   -^ jf ^COS^lt 
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sofort,  dass  in  diesem  Falle  entweder  alle  Atome  isochron  schwingen  oder 
die  anter  a)  geschilderten  Bewegongserscheinangen  eintreten,  indem  die 
Beziehungen  116)  z.  B.  für 

0, .lesp.  a, ,      .,3  = 

9  3 

resp. 

übergehen. 

5.  Alle  Bewegungen,  welche  ein  aus  drei  congruenten  Atomen  mit 
gemeinsamer  Ceutrallinie  gebildeter  stabiler  Complex  infolge  relativ  sehr 
kleiner  centraler  Verschiebungen  seiner  Bestandtheile  darbieten  kann,  finden 
ihren  Ausdruck  in  den  Gleichungen 

d, = -  4  l^Ln^ii^  co»^, /+ 4(0,  _<j,)  co*^<, 

,     _,         2tft  — («i  +  öa) 
119  J    rf,=  — ^—  :  "  cosutl, 

ö 

in  welchen  x  eine  der  Grössen  mp^t^  beziehungsweise  Xip^^  vorstellt.  — 
Die  Amplituden  der  hierbei  möglichen  einfachen  Schwingungen  sind  daher, 
unter  Voraussetzung  gleicher  Verschiebungen  für  jedes  beliebige  derartige 
System  constant. 

Ungleich  complicirter  gestaltet  sich  die  Betrachtung  des  allgemei- 
nen Falles,  in  welchem  drei  Atome,  die  ursprünglich  eine  stabile  drei- 
seitige Gleichgewichtsfigur  bildeten ,  zu  Beginn  der  Zeit  i  nach  beliebigen 
Richtungen  um  relativ  sehr  kleine  Strecken  verschoben  wurden.  Ihre 
Mittelpunkte  bewegen  sich  dann  jederzeit  in  jener  Ebene,  welche  durch  die 
dem  Momente  t  =  0  entsprechenden  räumlichen  Positionen  derselben  be- 
stimmt ist,  so  dass  ihre  Bewegungen  am  zweckmftssigsten  auf  ein  rechtwink» 
liges,  derselben  Ebene  angehöriges  Coordinatensystem  bezogen  werden. 
Nennen  wir  ferner  ^, ,  ^t,  ^^  die  Winkel ,  welche  dessen  Abscissenaxe  mit 
den  dieser  Ebene  angehörigen  stabilen  Gleichgewichtsdistanzen  xi,2>  Xi.s« 
X2,8  der  drei  Atomcentren  bildet,  und  setzen  abkürzend 

Ia  co^^i  =  ö| ,  a  sin  ^,  cos&i  =  Of  >  ^  sin^^i  =  a^ ; 
b  cos^ -^,  =  &, ,  b  sin^2  cos^f  =  ^11  ^  sin^^^  =  63; 
C  cos* '9'g  =  c, ,    cm^3C05^3  =  c,,    c«in*^3  =  Cj, 
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80  bestehen  für  deren  variabele  Verschiebungen  |j,  iji;  £ti  ^ti  ^y  Vs  ^^^ 
ihren  ursprünglichen  Ruhelagen  die  simultanen  Differentialgleichnngen 

fpt 

— •  =  —  (a,  m,  +  6, iHj)!!  +  a,  fw,|,  +  6, m,!,  —  (<i,m,  +  6, mg)  ij, 


-^*  ==—  (Of  w,  +  6,^3)  J,  +  a,m,  J,  +  *2  Wggg  —  (agW,  +  bj^m^)fi^ 


121)  ^  —  (flf  »'1  +  c,  1113)  i?t  +  «^  »"s^s » 

-j^»  =  a,m,  Jj  —  (a,m,  +  c,m3)g,  +  c.mgig  +  a^m^  1/, 

—  K»«!  +  ^i^)Vt  +  <?s»»3iy35 

—  (6,  m,+c,m,)  1^3, 

•-(63m,  +  (?3mt)i/3. 

Hieraus  folgt  —  unter  <Ji,„  (^1,^;  <F2,*,  <F2,y;  ff»,«,  <Js,y  die  Projectionen  der 
anfänglichen  Verschiebungen  0^^  Cf,  a^  auf  die  Abscissen^  und  Ordinaten- 
axe  verstanden  — 

m,  1^,  +  »»,1/,  +  »131^3=  tW,  0i,y  +  m,<F2,y  +  »»s<»8,y , 

80  dass  es  auch  hier  vortheilhaft  erscheint,  statt  gn  St,  I3;  171,  17s,  173  neue 
Veränderliche 


Si==Si ü =51 -'^>     Si  — Sf'^i    §3  —  53""*^» 


122) 


M 


|l=1?l ^^ ^-- =%--^»     ^t=%-'^i      ^3  =  ^S"^ 

einzuführen  und  hierauf  aus  121)  ^\^  ri\  mit  Hilfe  der  Relationen 

mg  OT3  iWg  ;;i3 

zu  eliminiren.    Eine  vollständige  Erledigung  des  vorgelegten  Problems  er- 
fordert demnach  die  Auflösung  folgender  Beziehungen: 

-^  +  («1  w,  +  h,  M^)  I',  -  (a,  -6,)  OTt ^,  +  Km,  +  6,  Af.)  V, 
^*  +  (afWf  +  frt ifi) l'i  -  (öf— W  «tS't  +  («3 «1  +  *8 ^i)  Vi 


dt" 


'(ö3-*8)'»tVr*=;^L^T^ 
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—  (oi  —c,)  «1 S',  +  («,  »»1  +  c,  Mg)  1*,  —  {(h—c,)  tn,  1)', 


de  ' 


+  (a,»n, +CiÄ,)ij',  =  0, 

deren  constante  Coefficienten  im  Folgenden  der  Beihe  nach  mit  Ai... ^4, 
B^...B^^  C1...C4,  D^...D^  bezeichnet  werden  mögen.  Ihre  Integration 
gelingt  ohne  Schwierigkeit  nach  Einführung  der  Hilfsgrössen 


»«  = 


B^      —A^    D^—t 
Bf—t       Cj       —  /»» 

B^  C^       —A^ 


B, 

»8 
«4 


Ct 

A 

^8-« 

^8 

C4 

2),-e 

c. 

^. 

^8-« 

^8 

C4 

Ö4-* 

c. 

D* 

^8-* 

D, 

C4 

D,-B 

in  welchen  €  jede  der  vier  Wurzeln  der  biquadratisclien  Gleichung 
125)  «*  -  ^  £«  +  ^e'  -  Cc  +  Z>  =ö 


(^  =  4+^1+^3  +  ^4. 


B  = 

A»  B, 

+ 

Ai 

C, 

c. 

+ 

A, 

B, 

n  »8  0, 

+ 

Ä.  2). 
^4^4 

+ 

t«    /'8 
^4    D, 

A,  B,  C, 

A,  ß.  Z). 

A,  C,  Z),  1 

5.  <i  /), 

C  = 

A,  B,  C, 

+ 

^,  Bt  A 

+ 

4   <^8    ^8    + 

»8    <?8   ^8 

t 

AB, 

0, 

^4 

^4 

D4 

^,  C,  Z)« 

1 

5,   C,    Z 

'4I 

/)= 


ii,  5,  C,  Z), 

^,  5,  C.  Dt 

■^8   ^8  ^8   ^S 

^4    «4  C«    Z), 


vorstellen  kann,  und  liefert,  entsprechend  den  vier  möglichen  Werthsyste- 
men,  für  A,  fi,  v,  c  vier  Formeln  von  der  allgemeinen  Gestalt 

wobei  Fq^  Fl,  JT^,  JT,  jederzeit  den  Ausdrücken 


^. 


M  ' 


^1 


äquivalent  sind.   Die  Auflösung  der  so  erhaltenen  vier  Integralgleichungen 
nach  ^1,  Vii  ^'si  Vt  ^^gi^bt  schliesslich  durch  Combination  mit  122)  und  128) 
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alle  fraglichen  Verschiebungen  ||,  i^i ...  nnd  Oeschwindigkeitscomponenten 
t'i,«»  t^i^y*  in  den  Formen 

!i=iS+Ecosiyii  +Fco8i J/t^  +  G  costj/e^  +  H costye^, 
Ps^-{Eye,sintVEi  +  Fyi,8iniy^^  +  Gye^siniys^  +  HyB^siniyi;j', 
fl^T+E'costytt'k-P'costyi^  +  ecosiys^  +  B'cosiyB^, 
Py  =:-(£>€,  sin /^f,  +Fyi^siniyf^  +  Gyt^sintys^  +  Bye^$iniye^), 
deren  Discnssion  zu  folgenden  Sätzen  führt: 

1.  Bilden  drei  Atome  von  den  Charakteristiken  or],2,  ai,S)  o2,s  ^Q^  ^^^ 
Massen  m, ,  f?it,  m,  eine  stabile  dreiseitige  Gleichgewichtsfigur  mit  den  Sei- 
ten xi,2,  xi,3,  X2,S9  so  erfüllen  die  genannten  Grössen  jederzeit  eines  derBe- 
dinguDgssysteme 

(   A,    B,     C,    /)>0;        A,    B,  C:>0,    Z>  =  0; 
*^^  )   A,  Ä>0,  (7=/>=0;  ^>0,  J9  =  C=Z>  =  0, 

indem  negative  oder  complexe  Werthe  von  $  mit  einem  stabilen  Gleich- 
gewichte der  Atome  unvereinbar  sind  und  wenigstens  eine  Wurzel  der  Re« 
lation  125)  von  Null  verschieden  sein  muss.  Denn  wSre  ^s  reell  oder  com- 
plex ,  d.  h.  y^^^  ^.^  ^^^p    j^^^^  ^^,^  ^.  .j  ^ 

so  würden  solchen  Werthen  von  s  die  unmöglichen  Integralgleichungen 

entsprechen.    Wäre  endlich 

so  blieben  In  %;  £t  >  ^s  •  •  •  ^^'  jeden  Werth  von  t  constant,  was  der  Voraus- 
setzung eines  gestörten  Gleichgewichts  zuwiderlaufen  würde. 

2.  Erleiden  drei  gesonderte,  ursprünglich  stabil  ruhende  Atome  gleich- 
zeitig relativ  sehr  kleine,  derselben  Ebene  angehörige  Verschiebungen  0|, 
iVs,  ^3  nach  irgendwelchen  Richtungen,  so  erfolgt  eine  oscillirende  Bewegung 
ihrer  Centren  um  ihre  anfänglichen  Ruhelagen  von  der  Beschaffenheit,  dass 
sich  die  Projectionen  ihrer  variablen  Verschiebungen  nach  zwei  beliebigen 
orthogonalen  Coordinatenftzen  höchstens  aus  je  vier  einfach  periodischen 
Bewegungen  von  der  gemeinsamen  Form  Pcosfui  und  den  Schwingungs« 
dauern 

^  .  27t  2n  27t  2n 

zusammensetzen.  Die  Amplituden  dieser  einzelnen  Schwingungen  können 
hierbei  von  Atom  zu  Atom  variiren ,  lassen  sich  aber  immer  in  der  Gestalt 

120)     p0Ua:  +  q<f2,x-{p+q)(H,s  +  PCi,y  +  q'c2,y-{p+q)0i,j, 
darstellen ,  weil  sie  für 

unter  allen  Umständen  verschwinden  müssen.  Sind  daher  sämmtliche  Wur- 
zeln der  Gleichung  12ö)  positive,  untereinander  verschiedene  Zahlen,  so 
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ezistirt  für  den  so  beschafiPenen  Complex  keine  Verschiebungsweise ,  bei 
welcher  auch  nur  ein  einziges  Atom  eine  einfach  periodische  Bewegang  an- 
nehmen könnte;  denn  hierzn  wäre  erforderlich,  dass  sechs  voneinander  an- 
abhängige heterogene  Aasdrücke  von  der  Form  129)  gleichzeitig  gleich 
Null  würden,  was  nar  darch  die  alle  Amplitaden  annullirenden  Voranssets- 
angen  130)  erreicht  werden  könnte. 

Besitzen  hingegen  zwei,  drei  oder  alle  Wnrzeln  von  125)  dieselbe 
Grösse,  beziehangsweise  eine,  zwei  oder  drei  Wnrzeln  dieser  Relation  den 
Werth  0,  so  rednciren  sich  die  allgemeinen  Werthe  für  £  und  tj  insgesammt 
auf  Aggregate  von  den  Gestalten 

Pcosfiii-^  0  cosiifi+ R  cosfA^ty  resp.  P cos fXi  i  +  Q  cos  fi^t ^  resp.  Peos^xU 
und  unter  solchen  Umständen  können  nicht  nur  ein,  sondern  alle  Atome  des 
Complexes  nach  einem  gemeinsamen,  einfach  periodischen  Gesetze  schwingen. 

3.  Die  von  den  drei  Atomcentren  infolge  der  Verschiebangen  6^ ,  <Tti 
(^3  beschriebenen  Bahnen  sind  mithin  im  Allgemeinen  sehr  complicirter 
Natar,  ja  theilweise  nicht  einmal  geschlossen,  überschreiten  jedoch  nie 
jene  Kreisflächen,  welche  sich  mit  den  Radien  (T,,  (T^,  a^  am  ihre  nrsprüng- 
lichen  stabilen  Gleichgewichtslagen  beschreiben  lassen.  Ihre  Gleichungen 
repräsentiren  nur  dann  algebraische  Curven ,  wenn  die  Argumente  der  in 
ihren  Coordinaten  £,  17  auftretenden  Cosinusse  als  ganze  Vielfache  einer 
und  derselben  Grösse  darstellbar  sind ;  in  allen  übrigen  Fällen  entsprechen 
denselben  transcendente  krumme  Linien.  —  Ist  für  ein  Atom  speciell 

so  bewegt  sich  dasselbe  in  einer  durch  die  Gleichung 

^=5-^  + V— 

charakterisirten  Geraden;  bestehen  hingegen  für  dessen  Verschiebungen 
1, 1}  zwei  Relationen  von  den  Formen 

5  =  .^+  Bcos^i'\'  Ccos1\kt\     fi  =  A'+  B^cos(ii+(fcos2fii, 
so  ist  seine  Bewegang  entweder  gleichfalls  geradlinig  oder  paraboliseh, 
indem  die  Elimination  von  t  im  letzteren  Falle  die  Gleichung 

--\2C{A'C-ÄC')  +  ^B{BC'-B'C)\fi 

-i  \{B(f^  B'Cf  +  iAB'-^jTB) {BCf-jrC)--2(A:C^ACy\  =  0 
liefert.  Da  ferner  die  soeben  in  Bezug  auf  {  und  ij  gemachten  Voraussetz- 
ungen die  einzigen  sind,  welche  eine  hinsichtlich  dieser  Veränderlichen 
quadratische  Eliminationsgleiohung  ergeben ,  so  folgt  hieraus  noch  der  all- 
gemeine Satz : 

4.  Für  einen  mehratomigen  Complex,  dessen  Bestandtheile  lediglich 
ihren  gegenseitigen  Wechselwirkungen  unterworfen  gedacht  werden,  existirt 
keine  ränmliehe  Anordnung  seiner  Atome,  aus  welcher  ellipüsche  oder 
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kreisförmige  Bewegnogen  ihrer  Centren  um  irgendwelche  stabile  Gleich- 
gewichtslagen nnniittelbar  hervorgeben  könnten.  Sollen  daher  dessen* 
angeachtet  solche  Schwingnngen  möglich  sein,  so  muss  zn  den  awei  fanda* 
mentalen  Voranssetznngen  eines  bestimmten  Wirknngsgesetzes  und  be* 
stimmter  räumlicher  Positionen  noch  eine  dritte  hinzugefügt  werden,  welche 
den  Bestandth eilen  des  Complexes  za  Beginn  der  Zeit  i  endliche  Anfangs- 
geschwindigkeiten nach  verschiedenen  Richtangen  zuschreibt  und  insofern 
ein  fremdes,  ans  jenen  beiden  ersten  Annahmen  nicht  ableitbares  Element 
in  alle  folgenden  Betrachtungen  einführt.  —  Woher  jedoch  diese  Oeschwin- 
digkeiten  stammen,  bleibt  hierbei  ebenso  unerklärt,  wie  z.  B.  bei  der 
bekannten  Ableitung  einer  elliptischen  Planetenbewegung  aus  dem  Gravi- 
tationsgesetze der  Ursprung  einer  auf  dem  anfänglichen  Radius  vector 
senkrecht  stehenden  Geschwindigkeitscomponente  des  Planeteocentrums, 
ohne  welche  sich  der  Planet  jederzeit  geradlinig  zu  seinem  Centralkörper 
hinbewegen  würde. 

5.  Was  endlich  speciell  die  möglichen  Bewegungserscheinungen  dreier 
congruenter  Atome  anbelangt,  so  verdient  der  Fall  einer  ursprünglich 
gleichseitigen  Gleichgewiehtsfigur  ihrer  Centren  seiner  interessanten  Lösung 
wegen  eine  besondere  Untersuchung.  Dieselbe  vereinfacht  sich  bedeutend, 
wenn  wir  die  Abscissenaxe  unsers  rechtwinkligen  Coordinatensystems  mit 
der  Gentrallinie  zweier  Atome  zusammenfallen  lassen,  indem  die  Constanten 
des  Systems  120)  unter  dieser  Voraussetzung  die  Werthe 

«i  =  fli  at  =  a8  =  <^;     ^  =  <^i=i«»  ^  =  — Ct  =  ia^3,  Ä3  =  C3  =  |tf 
erhalten  und  die  Gleichungen  123)  und  124)  demnach  die  Darstellungsweise 
gestatten:  r,  =  _(r.+r.),  fl\  =  -{n,+v\h 

^  =  -  ftjm  (2|', -r.)  -  *.».  (2.1'. +Vt) . 
'^  =  -b,m  (2r.-l'.)  +«'.»« (ij'.+2V.).  . 

^=-*.m(2r,+r,)-6,'»(2V.+'?'.). 
^ = fr.«  (r, +2r.)  -  *,«  iv, +2ij'.). 

Aus  ihnen  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  £^+^ft  Vi  ""  V2  ^i^  S®* 
Ziehungen        ^^^,_^^^^ 


d<» 


=  —  *s  «  (l'i  +  l't)  —  *a  »»  (Vi — v't) , 


^^^5l_i!) 86.«(r.+r.)-*,«(V.-i?',) 

und  ebenso  hinsichtlich  der  Grössen  i}'i+Vti  St-'^t  ^i^  Relationen 
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welche  mit  Rückaicht  auf  die  dem  Momente  /=0  entsprechenden  Anfangs- 
bedingungen 

ir.+r,i'==*=iK,+<T2,,-.2<T3,*)=wo>  ir.-r,M=<?i,,-<?2.x=ti'o; 

1 1?l  +V2  |*=®  =  i  ((^Uy  +  «^2,  y  -  2<y3,y)  =  t^'o»    IVt  -  Vt|'=**  =  ^^Uy  -  <^2.y  =  Pq 

folgende  Lösungen  für  die  fraglichen  Unbekannten  ^,,  ij',;  g',,  rft]  l',,  ij', 
liefern : 
132) 

|'3  =  — tioCOJ^,/, 

wobei  fi| )  fif  die  Ausdrücke 

182)  fAi=/|öm,       |*t  =  /3äm  =  fi<J/2 

vorstellen.  Drei  Atome,  deren  Centren  anfänglich  gleichweit  voneinander 
entfernt  waren,  bewegen  sich  daher  infolge  relativ  sehr  kleiner  Verschie- 
bungen derselben  entweder  insgesammt  geradlinig  oder  in  transcendenten 
Curven  von  der  gemeinsamen  Gleichung 

133)        arccoi  {{1%  +  Äi?  +  C))  =  p^  arccos  ((^g  +  fffi+  C)) , 

welche  also  im  Allgemeinen  sechs  von  den  Massen  und  Abständen  der 
Atomcentren  unabhängige  Parameter  enthalten. 

Die  bis  j^zt  aus  den  Gleichungen  00)  und  121)  gewonnenen  Resultate 
umfassen  bereits  alle  Bewegungserscheinungen,  welche  drei  gesonderte 
Atome  infolge  kleiner  Störungen  ihres  stabilen  Gleichgewichts  zeigen  kön- 
nen, ja  sie  gelten,  unter  entsprechenden,  lediglich  die  Constanten  a,  6,  c 
betreffenden  Modificationen  auch  für  jedes  andere  Wirkungsgesetz  von  der 

Form 

ür  =  /rmm'F(r,  a), 

wenn  nur  F{r^u)  eine  continuirliche ,  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  oo 
überall  endliche  Function  von  r  ist  und  für  die  Distanzen  X],2  +  <^f  xi,s  +  <^i 
«2,8  +  a  negativ,  hingegen  für  xi,2  —  <^>  xi,s  —  <?,  «2,3  —  <f  positiv  wird.  Zu- 
gleich genügt  eine  einfache  Verallgemeinerung  des  zu  ihrer  Auffindung 
gewählten  Verfahrens,  um  das  Problem  relativ  sehr  kleiner  Verschiebungen 
selbst  für  den  allgemeinsten  Fall  eines  n  atomigen  Complexes  ('t>4)  zu 
lösen,  dessen  ursprünglich  stabil  ruhende  Bestandtheile  zu  Beginn  der  Zeit  t 


iu  pegmn  der 
by  GoOgk 
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Qm  die  Strecken  (^i ,  6f».,6n  nach  irgendwelchen  Richtungen  verschohen 
wurden.   Die  Bestimmung  der  Variahelen 

erfolgt  dann  ans  Zn  simoltanen  linearen  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung  mit  Hilfe  der  3n— 3  vorläufig  als  verschieden  vorausgesetzten  Wur- 
zelwerthe  f*,*,  ft,*...  (iSn-t  einer  Gleichung  von  der  Form 

134)       «»»-3-J|«3«-4^.^^^«-.5_...  +  (_l)3i.-3^3^_^3^0,* 

deren  Coefficienten  A^^  A^. ..  -^3«- 3  von  6^y  6^...0n  unahhängig  erscheinen, 
und  liefert  nach  Einführung  der  Verschiebungen 

k==n  *=n  *=» 

^,  ^k ^k,x  y^  ^k  <fk,y  ^ m  k6k,z 

135)%^=^,; .       H^'^^ .        2=^%;^ 

^.  w*  ^^  mjk  ^^  mk 

des  Schwerpunktes  des  gesammten  Systems  allgemein  für  ^,  i;«,  £« 

ib=3it— s 

ib=Sii— 3 

136)  •  <    i?a=H+   2^     0^,kCOSfiki, 

Jb=r3A-3 

*  Die  in  diesen  Ausdrücken  auftretenden  Constanten  P,  iß,  ^  sind  hierbei 
im  Allgemeinen  bis  auf  je  eine  derselben  von  einander  independent  und 
stets  lineare  Functionen  der  Projectionen 

<^l,*»  <^l,yi  <^l,«i    <^2,«i  <f2,3ft  <^2,a  •••  «^n,*»  <?n,sn  <^«,» 

von  (^1,  6^,.,tSn  <^uf  dl®  df^i  Coordinatenaxen,  welche  sich  in^gesammt  unter 
die  zusammenfassende  Formel  • 

»S=fl  — 1 

137)  y'    \Pk  {pk^x  -  <Sn4ß)  +  Qk  (<y*,y  -  <^n,»)  +  r*  ((Jjt,.  -  <?«,.) } 


•  Der  Beweis,  dass  hierbei  negative  oder  complexe  Werthe  vonfH*,  ^'...fi's«» 
ansgeschlossen  sind  und  wenigstens  eine  dieser  Wurzeln  grösser  als  Null  sein  mnss, 
ist  jenem  für  drei  Atome  völlig  analog  und  lehrt,  dass  -4|,  Af^  A^-^  unter  Voraus 
Setzung  eines  stabilen  Gleichgewichts  der  i^  Atome  jederzeit  einem  der  3»— 3  Beding- 
ongssysteme 

Genüge  zu  leisten  hahen«  ^  j 
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subsumiren  lassen.  Denn  da  der  Gleichgewichtsaustaiid  des  Systems  dorch 
gleichgrosse  parallele  Verschiebungen  aller  seiner  Atome  nach  beliebiger 
Richtung  nicht  gestört  werden  kann ,  so  mflssen  für 

138)  <J,^,  =  <r2,ir=-=<^ii,*5    ^Ijy^^lty^  — =<^ji,y;    <^l,«  =  ^^2, «=•••=* ^*,« 

sämmtliche  Factoren  von  cosiiit^  co$iift ...cosfi^n—^*  gleich  Nnll  werden. 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  durch  die  überhaupt  möglichen  Verschiebnngs- 
weisen  der  Elemente  eines  n  atomigen  Complezes  höchstens  Zn — 1  verschie- 
dene Amplituden  der  £,  i}i  {;  zusammensetzenden  einfachen  Schwingungen 
annullirt  werden  können,  indem  dieselben  gleich  Nnll  gesetzt ,  nur  8n — 1 
willkürliche  Grössen 

<fljx    ^iyx       <yn,x.    <yi,y    ^Tjf       ^«.y.     ^U»    ??i»        <y*^i,g 

enthalten. 

Sind  daher  (i^\  fif*.. .  fi'an— 9  and  ebenso  die  Amplituden  P,  Q^  R  durch- 
gängig heterogen,  so  wird  thatsäehlich  kein  einziges  Atom  des  Complezea 
eine  einfache  Schwingung  eingehen  können,  weil  die  Projectionen  seiner 
veränderlichen  Verschiebungen  zusammen  mindestens  2  (8 11—4)  periodische 
Glieder  besitzen,  deren  Cosinusse  wenigstens  2(n-^l)  von  einander  dif- 
ferirende  Argumente  aufweisen.  Ziehen  wir  übrigens  nur  kleine  Werthe 
derselben  in  Betracht,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  136)  mit  Vernachllis- 
sigung  der  zweiten  und  höherer  Potenzen  von  fi|',  fif*« . .  fiSn— 8  uähernngs- 
weise  durch 

k=Zn^Z  iczsSn— S 

AsSd— 3  t=3n-3 

A==3n-3  *=Sii— 3 

wiedergeben,  in  welchen  Ausdrücken  die  Summen 

A=8n~3  Ä=3n— 3  ifc=Sii-3 

ofiPenbar  den  Differenzen 

äquivalent  sind,  und  gestatten  dann  auch  folgende  Sehreib  weise : 
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ib=Sii-8 


U='Z  +  iif.,,-Z)cos,.'',f,     /'..  =  _-L_^    Ä^^^.^ 

»Bei  einer  derartigen  nähernngsweisen  Stellvertretung  der  wirklichen 
Bewegungen  jedes  Atoms  durch  drei  mittlere,  einfache,  heterochrone 
Schwingungen  nach  drei  aufeinander  senkrechten  Axen  erhalten  somit 
sämmtliche  Atome  von  ihren  Abständen  und  Chakteristiken  unabhängige 
Amplituden,  was  bei  den  einzelnen  Constanten  P,  Q^  R  keineswegs  der 
Fall  ist.  Andererseits  sind  die  Argumente  fta<,  ^'ai^  ii'a^  nunmehr  Func- 
tionen der  Verschiebungen,  während  fi| ,  fi|...fA3n-3  ausschliesslich  von 
den  Massen,  Abständen  und  Charakteristiken  der  Atome  abhingen,  und 
hierin  liegt  der  Grund,  warum  eine  unbedingte  Adoption  der  Formeln  139) 
für  130)  nicht  nur  mathematisch,  sondern  auch  physikalisch  unzulässig 
wäre,  indem  der  Isochronismus  kleiner  Schwingungen  desselben  Atoms  bei 
variablen  Verschiebungen  nothwendig  gewahrt  werden  muss.  —  Nur  in  dem 
speciellen  Falle  der  Gleichheit  aller  Wurzeln  von  134)  erscheinen  die  Re- 
lationen  138)  von  diesem  Vorwurfe  frei,  weil  unter  solchen  Umständen 

wird,  und  liefern  die  fraglichen  Unbekannten  nicht  blos  näherungsweise, 
sondern  vollkommen  genau.  ' 


Berichtigung. 

Im  ersten  Tbeile  der  Abhandlung,  Bd.  XVIII  8.  507  Z.  14  von  oben,  lies  sUtt: 
„sBwei  chemisch  verwandte  Atome*':  „awei  chemisch  nicht  verwandte  Atome'^ 
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Zur  höheren  Oeod&Bie. 

Von 

Dr.  Nell, 

Professor  der  Geodäsie  am  PolTtechnionm  za  Darmsiadt. 


A.    Nene  Herlejltang  des  Legendre'flohen  Saties,  nebst  einer  Erweiterung 

desselben. 

§1. 

Im  Folgenden  mögen  bedeuten 
a ,  6,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks ,  in  Längenmass ; 
r  den  Radius  der  Kugel ; 
A^  B^C  die  Winkel  des  Dreiecks; 
€  den  sphärischen  Excess; 

Ä^  ^,  C  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  von  gleicher  Seitenlange; 
i^den  Flächeninhalt  des  letzteren; 
5  =  ^(a+&-|-c)  den  halben  Umfang  beider  Dreiecke. 

Die  sphärische  und  ebene  Trigonometrie  giebt  folgende  Beziehungen : 

sin stn 

^  ^             ,  8    ,  s—a        ^  *  sU^a) 

stn— stn ^        ' 

r  r 

Nimmt  man  von  der  ersten  Gleichung  die  Logarithmen,  so  ist 

5—6                 s — c                 s                 8 — a 
2log(g\A  =  logsin 1-  logsin logsin logsin • 

Da  nun  allgemein,  wenn  nicht  über  die  sechste  Dimension  hinaus- 
gegangen wird: 

so  findet  sich 
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""*  "^         '  «r*  180r«  2885r« 

"^         '  6r*  180r«  2885 r«  . 

-loas  +      *f!     J.     -^     4.    J^ 

•^  "*"       6r»       "•■      I80r«      "•"    2835r« 

"^         ''^       6r«       ^     180r*      ^    2885r«     ' 
2logtgk^=  log ^±Z^^)  +  £.  |^ +(,_„)»_  (,_6).  _  (,_c).j 

+  ^  ***  +  ('-")•- ^*-''>'-(*-^>''- 
Das   logarithmische  Glied   zur  Rechten  des   Gleichheitszeichens  ist 

Beachtet  man  femer,  dass 

80  wird 

2  2 

daher 

_a  .  .         VI      a^+M  +  C*  +  6a"«>*  +  aa«c«  +  66*c«  ,  Za'bc +  l^c  + b(* 
**  +  (*-«/=  g ^ +  1 , 

(s  — ft)*+(s  — c)*= g ^1 , 


s«+(s.a)«  = 


32 
16a*6c  +  30a«6«c  +  80a'6c»+10^V  +  36»c  +  3  Ac* 


16 
(5-6)«  +  (5-c)* 
_  a«+6«+c'  +  l6a^6»+15aV+i5g«6^+15aV+156V  +  166'c^+90a'  6  V 
""  32 

16<l*6c  +  30o'6»c  +  30a'6c'  +  106'c'  +  3ft'^c  +  3fec^ 

8  8 

indem  man  den  in  der  Klammer  stehenden  Aasdruck  durch  G  bezeichnet. 
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Diese  Werthe  eingeaetit,  giebt 


Um  den  Logarithmns  zn  entfernen ,  beachte  man ,  dass 

_  6c(        8o«+^«+c*       6c  6^  6c(3a»4-6«+c»)  .    ^ V ) 

"•"ör«)  "^        eOr«         "'"l2r«'^75Ö0r*"'"  860r*        "*'216r*j* 

Setzt  man  für  G  wieder  seinen  Werth  ein  and  fasBt  die  gleichnamigen 
Glieder  zusammen ,  so  erhält  man 

16fl*  +  3M  +  3c*  +  30o»6'  +  aOaV  +  456^+680*60  +  21  fe»c  +  21  de»-]! 

7B60r*  Jl* 

Der  Kürze  halber  schreiben  wir  diesen  Ansdrack  in  folgender  Weise: 

Nun  ist 

SinXs= --: ,        C08Xe=s L , 

^*      •(«*'+«-•')■"  I  •  e2«<+i' 
folglich  auch 

«•(«'"+1)  ""''•|(«^'  +  1)' 
Daraus  den  Werth  von  e^'  abgeleitet,  giebt 

73-  +  «  '  +  r-;— •*" 


Beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen  genommen,  und  beachtet,  daiss 
so  wird 

.,=^,+  L-^,,_j(i=r)V-+i(|=^)V.--... 

-s«"+*(S)'-"-*(fi-:y«-+-. 
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Nnn  ist  ferner 


daher 


Ä^ Ä^ --r^  ,%sm Ä^ \\---—\  riz^^ 

Nach  dem  Früheren  ist 

n      ,   .   ^^  j,   ,  3a«  +  y  +  c»  +  5^c 

''="*+57l^  + -^ 

f5a*  +  86*  +  8c*  +  80a«6'  +  30aV  +  456V  +  63a»  ^^c  +  2U'c  +  21  6  c»| 
■^  7560r*  (' 

1— n_        hc   (     , 


8g«  +  y  +  c« 

eor» 

IQq*  +  26*  +  2c*+  20a'6»  +  20a» c«  -  5feV< 
6040r*  i' 


Diesen  Werth  in  den  Ansdrnck  für  A  eingesetzt  ond  die  Glieder, 
welche  eine  höhere  Potenz  yon  r  als  die  sechste  enthalten ,  weggelassen, 
giebt 

IQq*  +  26*  +  2c*  +  20a»6'  +  2Qa«c«  —  56»c'| 

.    *'^'  L   .  8a«  +  6»  +  c»|    .       .       *'c"      .  ^   . 

144r*f  eOr»         J  2592r* 

Wir  setzen  hier 

51»  2  -^'=5  2  sin  Ä  cos  Ä^ 

sin  8  A'=s  sin  A'  (4  co^Ä—  l) , 

femer 

6*+c* a* 

6  c  CO*  y= und  6  c  *i>i  -4'=  2  F, 

so  geht  der  letztere  Ansdrnck  für  A  in  den  folgenden  über : 

^""^+3r«/^  120r» 

a*  +  3l6*  +  81c*+16a»6»+l6a'c«  +  3l6'c'< 
■^  •  7660  r*  (* 

Ganz  analog  kann  man  schreiben 

«       »».    ^  1    .    6«  +  7a*  +  7c* 


8r»  )    ^  120r* 

er*  +  81  a*  +  31  c*  +  166'a'  + 166»  c« +  31  a'c« 


+ 


7560  r* 
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^-■^  +  9?X+  120r» 

c«  +  31a«H-8lft«-Hec*a'-H6c'y-f  31a*y( 
"•"  75fl0r«  r 

Addirt  man  die  drei  Gleichnngeo  und  beachtet,  dass  ^+  B''\-C'=  IStf, 
A+B+C=l8(f+t,  so  findet  sieh 


§2. 

Um  dieses  Resultat  in  Bezag  auf  seine  Richtigkeit  za  prüfen ,  wollen 
wir  den  Werth  yon  e  anch  noch  ans  der  bekannten  Formel 
,  c  *         s — a       s — b       s — c 

4  2r     "    2r  2r       "  2r 

ableiten : 

2logig  ^^loglg-+log(g~  +logig^'^^tglag^^. 

Allgemein  ist 

logtgx       ^logx  +    -^x"      +     —x\ 

logtg   i    =/o^^       -/o^4+    I««      +^^^ 

^^   2r  ^    r  ^     ^       I2r*       ^      1440r*      ' 

''^    2r  ^^     r  ^    ^      12r*       ^      1440r*     ' 

^  *^   2r  ^     r  ^    ^       12r«       ^      1440r*     * 

^^    2r  ^     r  ^    ^      12r*       ^      1440r* 

Diese  Werthe  eingesetzt,  erhält  man 

.     ,.  .  ^   «  .    7^f    ,      ,      5(5-a)(Ä-6)(5— c) 


1440  r» 

F=^ 

'S^  "^  23040  '  -'^^  ~  ?  "^^^ 

7if         q*  +  &<  +  C*  +  6g'^ 

"2880r*'  4 
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Nun  ist  Ys  (5— a)  {s—h)  (5—  c)  =  F.   Daraas  folgt,  dass  ein  N&hernngs- 
p  jp*  p^ 

werth  von  s  gleich  ist  -^,  daher  «*==  -j  «öd  6*^-5 ;  das  Glied  mit  e*  wird 

daher  weggelassen. 

%«  +  ^|;j=/o^;3+ ^ + X[m? • 


!?•«=:  5(5-a)(s-.6)(«-c)  =  - 


16 


Durch  Entfernung  des  Logarithmus  erhält  man 

/^■"^"^       24r*       ^  57eOr* 

"^        1152r*        ' 

'""r«j^"'"       24r»       +  860r*  j' 

Dieser  Werth  für  s  stimmt  mit  dem  früher  erhaltenen  vollständig 
überejn. 

§3. 

Was  den  Halbmesser  r  betrifft,  so  nehmen  wir  dafür  den  mittleren 
Werth  der  Krümmungshalbmesser  für  diejenige  Stelle  der  Erdoberfläche, 
an  welcher  des  betreffende  Dreieck  liegt.   Bezeichnet 

a  den  Halbmesser  des  Erdäquators, 

e  die  Excentricität  der  Meridianellipse, 

qf  die  Polhöbe  eines  Ortes  auf  der  Erdoberfläche, 

R  den  Krümmungsradius  des  Verticalschnitts  für  das  Azimuth  a , 
so  ist  (siehe  Baeyer,  Das  Messen  auf  der  sphäroidisohen  Erdoberfläche, 
S.14) 

(1  —  e^sin^g)  —  e^  cos^q>  sinFa)  ^1— ß*  sin*q> 

Für  a=iO  erlangt  R  den  kleinsten,  für  «  =  90^  den  grössten  Werth. 
Bezeichnen  wir  jenen  durch  p,  diesen  durch  n ,  so  haben  wir 

a(l-c»)  ,  a 

(l-ß»«n«9>)/.  /l-g««nV 

Führt  man  diese  beiden  Werthe  in  den  Ausdruck  für  R  ein,  so  ergiebt  sich 


R  =  - ^ 


^  +  (n— p)co**«' 
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Denken  wir  ans  die  Bögen  a  von  0®  bis  180®  auf  die  Gerade  4B  auf- 
getragen and  die  zagehörigen  Werthe  von  R  als  Ordinalen,  so  liefert 
JP  die  Verbindang  der  Endpunkte  der  lets- 

jy^  leren  eine  gewisse  Carve  DEF,  Den  mitt- 
leren Werth  des  Krttmmangsradins  be- 
''  stimmen  wir  nun  in  der  Weise ,  dass  wir 
die  Höhe  AM^=ir  eines  Rechtecks  suchen, 
welches  mit  der  Fignr  ADEFB  gleichen 
Flächeninhalt  und  gleiche  Grundlinie  hat 
Dies  giebt  die  Beaiehung 


s 


Zar  Ausführung  der  Integration  setzen  wir  igassax^  folglieh 

dx 


dat=^äxcos^at 


dies  eingesetzt,  giebt 


nr=zQf 


/>    dx  f^  /^ 

_i+Z_=         /     rfg?     _       /  dx 

nr^j/gn.arctg\j/ ^  .  tga). 

Dieser  Ausdruck  wird  =0  für  «aO.   Setzt  man  «csir,  so  wird  dafür 

tga:=0  und  arctg  h/ ^  ,  ig a\^o  oder  auch  =«. 

Da  r  jedenfalls  zwischen  p  and  n  liegen  mass,  so  ist  der  letztere  Werth 
beizubehalten;  es  ist  also 

nrs^ygn.n  oder  r=zj/Qn  =  j/ j—  \        \  =- — 3—.-=-. 

r  lässt  sich  am  bequemsten  berechnen ,  wenn  man  den  Logarithmus  in 
eine  Reihe  entwickelt.    Man  erhält  daftir 

2  3  4 


Im  Metermass  ist 


logb  «  0,80818  92830;  PooctT(> 
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in  Toiaen  ausgedrückt,  ist 


Da  femer 
so  findet  sich 


Sei  z.B.  9^=50 


^=kaO* 


%6»  6,51336  03ö3d. 

/o^e  =  8,91220  52075, 
logM^  =  7,46219  47263—10, 
log =  4,985  5751  —  10, 

%-—  =  2,63389 -10, 
9 

/oflf-— «0,3834— 10, 
4 

/ö^-_-«  8,0609— 20. 
5 

/o^6  =  6,8031  8928 

ilf  c*  ««•  q>  =  0,001 7  0099 

4  itf  e^  ^'nV  »  0,0000  0333 

j  Af  e*  w*  y  =  0,0000  OOOi 

^)grr  9: 6,8048  9361. 

§4. 

Die  Differenzen  zwischen  den  Winkeln  des  sphärischen  und  ebenen 
Dreiecks  wollen  wir  nun  durch  den  sphärischen  Ezcess  ausdrücken.  Die 
Gleichung  für  e  am  Schluss  des  S  1  giebt 

^^"^         24H         ^  360r*  / 

Entwickelt  man  nach  der  Form  (l+a:)—*=3  1— a?+j?*— cr*+a?*— ... : 

i^^*f      ■~2rr«  360r* 

+  576H^  i' 

F_    i       a^+b*+T:^      2fl«6«  +  2a'c'  +  26V  — 3a*  — 86*  — 3c*< 
r'""*f  24r*       "*"  288er*  (' 

Diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  A  eingesetzt,  giebt 
j     y     «  /.    ö'  +  ^  +  c'       2a«6«  +  2a«c*  +  26«c»-3a*-3ft*-3c*\ 
A-^A=^j  V  "  ^lir»"~  +  288Ör*  j  " 

/        aH^r^«+7^  ,  q*  +  3l6*  +  31c*+16a«6«  +  16a'c«  +  31feV\ 
V    ■*■         120r«         "^  7560r*  / 

Wird  gehörig  reducirt  und  werden  die  Glieder  in  der  Klammer,  welche 
die  vierte  Potenz  übersteigen,  weggelassen,  so  findet  sich 

A' 


^■0 
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analog  findet  sich 


B 

C 


a»  +  c»--26»       19(a*  +  c*  —  26*)  +  6«fl'  +  feV--2aV 


60  r* 


30240r* 


). 


o*  +  6«— 2c«       19  (fl^  +  6^— 2c*)  +  c«a*  +  c»6*  -  2a«6«> 


60  r*  ^  ?0240r*  /" 

Um  e  gleich  in  Secnnden  ausgedrückt  zn  erhalten,  mnltiplicirt  man 
noch  den  Werth  dafür  mit  ^  r=  206  264'\8062 : 

Fq(        a^  +  h'  +  c'     g*  +  6*  +  c*+fl'^'  +  a'c'+ft'c'\ 
'"^  r«  V"^         24r'        "*"  360r*  /' 


§5. 

Znr  Anwendung  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  wählen  wir  das 
Dreieck*",  welches  dazu  diente,  die  Lage  der  Balearen- Insel  Iviza  gegen  die 
Küste  von  Spanien  festzusetzen.    Die  Seiten,  in  Metern  ausgedrückt,  sind 
a»  142203,44,  s         =206673,205,  ^-6=45767,315, 

6  =  160005,89,  5— a=   64469,765,         «  —  c  =  06486,125; 

c=  110287,08, 
die  mittlere  Polhöhe  ^  =  39^  80^    Damit  findet  sich  nach  S  3 

%r  =  6,80436  36482. 
logs  =  5,31528  41447 

%(«— a)=  4,80935  60872 


a»+6*  +  c* 
log  — ^-J—  =  5,776  4673— 10 


%(*— 6)=  4,6605554347 
log{s-'C)^  4,9842397512 


7oöfF«  =  19,76943  54475, 

logF  35=  9,8847177238 

+  logQ    =  5,31442  51332 

C.  log  r«=  6,39127  27036  —  20 

.     Fg 

log-^=  1,59041  55606, 

-/  =  38"  ,9417  5863, 

—5  =  0,00002  074349 
24r* 

6« 


24  r 


:  0,00002  655861 


—-=  =  0,00001246571 
24  r* 


24  r* 


=  0,00005  976781, 


=  1,590  4156 


%  0,003327464  =  7,3668829—10 , 


360  r^ 
360  r^ 


-^  =  0,000000000689 
-  =  0,000000001129 


—  ,  =  0,000000000249 
360  r* 

0,000000002067 

0,000000001825 

%  0,000000003892 

=  1,59017  —  10 

+  %^  =  1,59042 

log  0,000  0001516  =  3,18059—10 , 


*  Dies  ist  eines  der  grössten  Dreiecke,  die  jemals  gemes^n  wurden. 
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an* 

JÖOr* 

— —  =  0,000000000414 

——  =  0,000000000530 

aeor*      * 

0,000000001826. 
Daher  findet  sieb 

€  =3  38",9417  6863  +  0'',00232746  +  0,00000015, 
€  =  38^0440  8624. 

um  anch  die  Differenzen  A^Ä^  ^— y,  C^Q'  nach  $4  zu  berechnen, 

80  ist 

-  =  12",9813  6208, 
3 


o«^        .-  =  —  0,00001279, 
60r*  3  * 

o^  +  c«— 26*     e 

\,^  , .--=  —  0,00010337, 

60r*  3 


=      0,0001  1616. 


60  r« 

Das  dritte  Olied  findet  sich  in  den  drei  Fällen  ausserordentlich  klein; 
es  betrftgt  bei  dem  Winkel  B^  wo^  es  den  grössten  Werth  hat,  nnr 
0'',0000 0000 3785,  bat  also  zuerst  auf  die  nennte  Decimale  der  Secunden 
einen  Einflnss  und  kann  daher  in  allen  Fällen  ausser  Acht  gelassen  werden. 
Hiemach  ist 

J— ^'=12^9813  4929, 

B^  ^=  12",9812  5871 , 
6?— C  =  12",9814  7824. 
Auch  das  dritte  Glied  in  dem  Ausdrucke  für  t  wird  man  immer  ver- 
nachlässigen können,  da  es  trotz  dieses  ungewöhnlich  grossen  Dreiecks 
zuerst  auf  die  siebente  Decimale  der  Secunden  einen  Einflnss  ausübt. 
Wir  können  daher  für  alle  Fälle  der  Anwendung  setzen 

3  \    ^         60r«        / 
Ist  aEa6=c  oder  das  Dreieck  gleichseitig,  so  wird  einfach 
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Da  diese  Form  eines  Dreiecks  die  günstigste  ist,  welche  man  stets  so  nahe 

als  möglich  zu  erreichen  sacht,  so  werden  die  Glieder    — — — = etc. 

ÖOr' 

stets  sehr  klein  sein. 


B.   Aof  lösang  der  sphäriachm  Dreieeke  nach  dem  erweitorten  Satie 

Yon  Legendre. 

§6. 
Die  am  Schlnss  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Werthe  von 
«,  A  —  Jt^  B — ^,  C— 6?' wurden  zuerst  von  Professor  Buzengeiger  im 
6.  Bande  der  Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften  mit- 
getheilt.  Sind  die  Dreiecksseiten  im  Verhähniss  zum  Erdhalbmesser  so 
klein,  dass  die  Glieder  mit  den  Quadraten  der  Seiten  nicht  in  Betracht 
kommen,  so  hat  man  also  einfach 

r  3 

d.  h.  wenn  man  bei  einem  sphärischen  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den 
Badius  der  Kugel  sehr  klein  sind,  die  letzteren  geradlinig  streckt,  so  findet 
man  die  Winkel  des  so  entstandenen  ebenen  Dreiecks,  wenn  man  jeden 
Winkel  des  ersteren  am  ^  des  sphärischen  Exoesses  vermindert  (Sati  von 
Legendre.) 

Nun  sind  auch  die  Dreiecke  fast  immer  so  beschaffen,  dass  man  diesen 
Satz  ohne  Weiteres  anwenden  kann,  am  Resultate  zu  erhalten,  die  an  Ge- 
nauigkeit Nichts  za  wünschen  übrig  lassen.  Es  gilt  sogar  als  Kegel ,  die 
Dreiecksseiten  nicht  allzngross  zu  nehmen,  indem  bei  allzugrossen  Seiten 
infolge  der  Lateralrefraction  Unsicherheiten  entstehen,  welche  bei  kürzeren 
Linien  vermieden  werden.  Allein  es  können  doch  Fälle  eintreten,  wo  man, 
wie  z.  B.  bei  der  Aufnahme  von  Inseln ,  sehr  grosse  Dreiecksseiten  nicht 
umgehen  kann.  Wir  wollen  ans  nun  mit  der  Auflösung  solcher  Dreiecke 
beschäftigen,  und  zwar  unterscheiden  wir  die  folgenden  drei  Fälle: 
1  •  Gegeben  die  drei  Seiten. 

2.  Gegeben  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel. 

3.  Gegeben  eine  Seite  und  zwei  Winkel. 

Da^die  Formeln  am  Schluss  des  S  5  die  Lösung  des  ersten  Falles  ent- 
halten, so  gehen  wir  sogleich  zam  zweiten  über. 

Es  seien  di6  Seiten  a,  b  and  <XC  gegeben.  Hier  bestehen  folgende 
Gleichungen : 
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cos- 


sin  • 


'=tV+ — ij— JL'"'''"i('+ — « — ) 

,i(,+«!±^-).,__^(,  +  -_±^), 

Diese  Werthe  des  Cosinns  and  Sinns  eingesetst,  giebt 

•=t('+— ü—Jr ''-?('+ -^Tö — )""" 

;-(.+-±£±if)(,__^ 


a6£tn( 


Ein  genäherter  Werth  von  e  ist  gleich 

ab  sin  C      .        ,      a*Vsin*C 

Da  dieser  Werth  noch  mit  ab  mnltiplicirt  wird  nnd  die  Glieder  von  der 
sechsten  Dimension  vernachlässigt  werden,  so  fällt  das  Glied  mit  «*  hinweg. 

— t.»««c(i+^tf_^<».c). 

Da  die  Seite  c  nnbekannt  ist,  so  hat  man 
wo  wir  ohne  merklichen  Fehler  Cetatt  C  setzen  können,  daher 
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Sodann  erhalten  wir  den  Winkel  C: 


Jetzt  lässt  sich  das  Dreieck  wie  ein  geradliniges  anf  lösen. 


§7. 
Gegehen  Seite  c  nnd  die  Winkel  A^  B, 

c*  sin  A'sin  'Bf 


■=K>+^-^--). 


F^ 


«m^=  ««i!  CO*  y  (^1  + QQ j  -  cosAstn  -  |^l  + ^ j, 


sinA'=  sinA  —  --  co^i^  ( l 


s  /     ,  6»+c«-2a« 


(.+5:±^). 


«nÄ'=:  mß-  -  co5ß^l  +  — ^ j, 

sm  A  sm  B^t=  sin  A  sin  B -^^ --  cos  A  stn  B  il 'i I , 


sin  Ä  sin  B'=  sin  A  sin  B sin  {A'\'B), 

3 

Die  Glieder  von  der  vierten  Dimension  wurden  wegge;las8en,  da  sie  im 
Ansdruck  für  ^noch  mit  (?  mnltiplicirt  sind,  also  von  der  sechsten  Dimen- 
sion sein  würden. 

o*  /  Ofi« /i* A«\ 

m(^+20  =  «>'(^+^)cos-'(l+  — ) 

51«  (y+  g')  =  m  (^+-ff)  -  f  e  cos  (^  +  g) , 

,     SinA  sinB  —  --  *t«  (^+^) 

^    !• — 2~ • 

5m(^+  i?)  -  -r  «  cos  (Ai-B) 
o 
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Setzt  man  diesen  Werth  von  F  in  den  Aasdrack  für  t  ein ,  so  wird 
.      sin  A  sin  ^  —  —  m  (^^  +  B) 

CT  O 


€  = 


2  2 

sin  (^+  ^) £  cos  (^+  B) 

3 


(■+=^±^). 


f  m(-^+  ^)  —  |e»  coä(^  +  ^)  «=  -  5in^  «w  ^  +  ^    ^    ^    ^  sin  A  sin  B 

i  +  ~j  =  -^iw^jfiV»^  +  — ^— ^  ^sinAsinB 

c*  5tw  AsinB      ,      r*  ^t>i*i^  *t>i*  ^ 


Näberangswerth  von  e 


2«>j(^  +  ^) '  4  «>i'(^+  ^)  ' 


*  ""  2  Sin  iA^S)  V  "  "ö  /  "^  48  •  5i;i(^  +  ^) 

.   c*  sin^Asin^B        ,  .  .    „^ 

€^  sin  AsinB  /     .  a*+&*  —  3c'  .   c*     sin  AsinB        .  ^  ,    _.\ 
V    ^  24  ^3    €in(A+B)       ^  V 


€  = 


*2*m(^+^)V    ^  24  ^  Z'€in{A+B) 

Da  nun  c*  =  a*  +  6*  —  2  aft  co*  C'  nnd  hier  C  mit  6^  vertauscht  werden 

kann ,  so  findet  sich 

a*+6»— 3c*  =  2a6co5(7  — 2c*.   • 

Ferner  hat  man  näherungsweise 

^  /  .  .    irvN  c  sinA  ,  csinB 

ccsC=cosi^xm-A-B)=-cos{Ä+B),  a=  ^r^—^.    *  =  ,^+y)' 

folglich 

c^  sin  AsinB     ,  ,  ^  .    „v 
a6co5C  =  -^.,^^^^^  00/(^  +  2?). 

stn(A  +  B) 
c^  sin  AsinB    i     ,  c*     sin  AsinB      ,.  .  ,    „.       c'i 

§8. 

Wir  wollen  nun  für  die  drei  behandelten  Fälle  die  Formel  übersicht- 
lich zusammenstellen. 

1.  Die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  a,  6,  o  sind  in  Längen- 

mass  gegeben : 

s^^da  +  b  +  c), 

j^^j/is  —  a)(is  —  b)(is-^'c)^ 

Zeitiehrift  f.  Mathematik  ü.  Physik.  XIX,  4*  Digitiz33by  GOOQIC 


338  Znr  h&heron  GeodUsie. 

'9U-~^-,  <9hB'=^^,  nc'=-^^, 

F=R.s, 

r'  \    "^        24r»        )' 
^3^         I80r*  ' 

^3^         180r» 
2.  Gegeben  zwei  Seiten  a,  b  und  der  eingeschlossene  Winkel  C. 


B 


=  1.^  sine  (l +"'+^^^11^^) 


,  e      4a6cos6'  — a»  — <>« 

3  180r»  •*' 

c  sin  4  (^-  ^')  ==  fa-  ö)  c-os  4  C, 
^  cos  l(^'-'B')  =  (a  +  b)  sin \ C\ 

3^         180r* 

3^         ISOr«        *^- 
3.  Gegeben  eine  Seite  c  und  zwei  Winkel  A,  B, 

Q      c*   sin  Ä  sin  B  [  c*    /  sin  A  sin  B  ,  \  1 

c  5f>j  -4'       ,       c  sin  B' 


stn 


inCf  '  sinC 


t  1 


^-^+?  +  — I8^r— •*• 

§9. 

Zur  Anwendung   der    in  §  8  gegebenen  Regeln  wÄhlen  wir  dasselbe 
grosse  Dreieck,  das  in  §  5  schon  theilweise  berechnet  wurde. 


*  a  und  b  brauchen  hier  nur  näheningsweise  bekannt  zn  sein: 


cHn^  /  _      ^  *«*'»  B 


sin[A-^B)^  siniA-hB)' 
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1.  Gegeben  die  drei  Seiten 

a=  142203,44,  y  =  39030', 

6  =  160905,89,  1ogr=^  6,80436  36482. 

c  =  110237,08. 

/o^/{  =  4,56043  35494, 
logtg\A'=9,iemi  74622,  ^'=ö9°50'40",26942, 

log  ig  i  B'^  9,00887  81 146 ,  B'=  78    3  56,44766 , 

/oy/^  4  6'  =  9,58519  37981,  C'=42     6  23,28292. 

Der  sphärische  Excess  findet  ä\z\i  nach  $5;  wird  auf  fünf  Docimalen 
der  Secunde  abgerundet,  so  ist  e  =  38",94409.    Ferner  ebenfalls  nach  S  5 
^-y=  12,98135,  daher  ^  =  59^50' 53", 2507 7, 
.^—ß'=:  12,97126,  ^=78     4     9,4289i, 

C—  C  =  12,98148 ,  C  =  42     5  36,26440. 

2.  Gegeben 

•  0  =  142203.44,  C=  42°  5' 36", 26440. 

6  =  160905,89,  • 

p  %3=    0,4771213 

log  ^  =  5,018  3951  ^^^  ^  ^  _  10,3594820 

log  a  =  5,152  9101  log  cosC=  9,8704349- 10 

log  b  =  5,206 5719  logZab  cos C  =  10,7070382 , 
log  sin  C  =  9,826  2959  — 10  2  ab  cos  C=  50996247000 

C.  log  r*  =  6,391  2727— 20  a«  +  6»  ==  461 125^9200^ 

'"'       1,590  4457 ,  \  ~—    4883727800 , 

38,94446 
—  0,00039 
t  =  38,94407," 

{loga*+b*^^nbcosC)=   9,6887515„ 
/oyl2r*=  14,6879085 


5,0008430—10 
1,5904457 


%0,00039006  =   6,5912887«— 10, 
4  ab  cos C^ 67994996000 
o»  +  6*  =  46112519200 

log  21882476800  =  10,3400965 
+  /oyc=    1,5904414 
+  C /oy  180  r*^_4, 1 360002 —  20 
%0,00011656=   6,0665381  —  10, 
C  =  42»  5' 36' ,26440 

—  1=     — 12",98136 
3 

^    0'',00012 

C'=45'ö'23",28292, 
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log  {a  —  b)  =  4,27189  85021„ 
log  cos  4  C  =  9,97002  09406 
4,24191  94427« 
5,03681  40433 

log  lg     ""      =  9,20510  53994„ , 

i(^'— ^')  =  —    9°  6'38'',08911 
^l^+jr)=       68  57  18,35854 
^=       59°50'40",26943 
B'=        78    3  56,44765, 

3.   Gegeben 

c  =  110  237,08, 


%5.  =  5,013  3951, 

/oö- =6,475  9281  — 10 
r* 

log  sin  .-/ =  9,936  8640—  10 
log  sin  B  =  9,990  5156  — 10 
C. log  sin  {A+  B)==  0,n3  7948 
/ogr  38,94911 6  =1,590  4976 
38,949  116 
-  0,005  0^3  _ 
e  =  38,944^73," 


log  (ä+  6)  =  5,48159  93046 
log  sin^C*=  9,55521  47387 
5,03681  40433 
log  cos  4  (^'—  -^')  =  9,99448  63424 
/oflf  c  =  5,04232^7009 , 
c=  110237,08007, 
^=3  59°50'63",25078 
ß  =  78     4    9,42891. 


^  =  590  50'53",26O77,   - 
^=78  4    9,42S92. 

/op3  =  0,477  1213 
log  col{A  +  B)  =  0,044  3038„ 


log 


sin  A  sin  B 


sin{A+B) 


=  0,101  1744 


0,622  5995«, 
0,715  4786„ 

/o^r- =  6,475  9281—10 

log  ^  =8,920  8188  —  10 
6,li2  2255„  — 10 
1,590  4976 
log  0,0050  434  =  7,702  7231  — 10 , 
^  =  A—^f  +  0,00001  =  59°  50'  40,26942  , 
B'=  ^  —  i  e  +  0,00010  =  78  3  56,44766 , 
^'+^=137  54  36,71708, 


C"=42 
6'+  ^  +  0,00012  =  42 


5  23,28292, 
5  36,26440, 


/0öfC  =  5,04232  77010 
log  sin  6^=  9,82626  56750 
5^1606  20260, 

log  51«  ^=9,93684  80766 
log  sin  B'=  9,99050  99160 

log  «  =  5,1529701026 ,' 

/o^  6  =  5,20657  19420 

Hieraus  ersieht  man,  dass  durch  die  Formeln  des  §S  die  betreffenden 
Aufgaben  mit  einer  Genauigkeit,  die  Nichts  zn  wünschen  übrig  lässt,  gelöst 
werden,   indem  z.  B.   trotz  der  ungewöhnlich  grossen  Dreiecksseiten  die 


0=142203,44006, 
b  =  160905,89007. 
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Winkel  bis  auf  eine  oder  zwei  Einheiten  der  fünften  Decimale  der  Secunde 
richtig  gefunden  warden.  Sind  die  Dreiecke  beträchtlich  kleiner,  dann 
kann  man  die  Glieder,  welche  r*  im  Nenner  enthalten ,  einfach  weglassen, 
wodurch  die  ganze  Rechnung  sich  natürlich  viel  einfacher  gestaltet. 

§  10. 
Am  häufigsten  kommt  in  der  Anwendung  der  Fall  vor,  dass  in  einem 
Dreieck  alle  drei  Winkel  gemessen  wurden  und  auch  eine  Seite  bekannt  ist. 
Dann  ist  es  zweckmässiger,  in  den  Formeln  am  Schlüsse  des  §5  die  Seiten 
durch  die  Winkel  auszudrücken.  Wir  haben  unter  Beibehaltung  der  frühe- 
ren Bezeichnungen  .^  ^^  ^^^^^  6'+c«-«« 
2bc  sin  A'=  4  F 

coi-jf^ — —- 

AF 

4rcoiA's=sb*-\-c* — fl*,  analog  hat  man 
4Fco/C  =  ö'+6*— c* 


Ferner  ist 


4F(co/^+co/^+co/C")=a*+6*+c*. 
^FcoiÄ—'^FicotB'^cotC') 

^  2  2    ■  ^ 

Darnach  gestalten  sich  die  Gleichungen  des  §5  wie  folgt: 

£  =  ()  J  jl  +  ^ {coiÄ+  cotB'+  cotC')\^. 

Für  die  Differenz  der  Winkel  des  ebenen  und  sphärischen  Dreiecks 

erhält  man              ^        .      «    ,    «^  ,«     .  ^         .n'         .n'\ 
A—A=  — z(2coiA—  cotB  —  cotC  ). 

Da  das  zweite  Glied  sehr  klein  ist,   so  kann  man,   ohne   merkliche 
Fehler  zu  begeben :  r*  '^  . 

—  =  arc  8  =  6.  arc  1  =  — 
r'  -     .  Q 

setzen  und   erhält,   indem   man  jetzt  e  als  in  Secunden   ausgedrückt  be- 

trac  htet :  i 

^— ^=  -  H (2  cot  /—  coiB'—  cotC') ; 

3       90^ 
in  gleicher  Weise  ist 

B  —  ^=  i-  +  —  (2  cot  B'—  cotÄ—  cot  C') , 
3       00^ 


C—  C'=  -  +  —  (2  cot  C"-  cot  ^—  cotB') , 
log  -^  =  2,7313324= 10. 


Sei  nun  z.  B.  die  Seite  c  eines  Dreiecks  bekannt,  und  sind  die  drei 

itUB^sfehlem 

by  Google 


Winkel  gemessen  worden,  welche,  da  sie  noch  mit  den  Beobachtungsfehle: 
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behaftet  sind,  dnrch  ^,  ^,  C^^  und  die  daran  anzubringenden  Verbesse- 
rungen durch  a^  ß,  y  bezeichnet  Verden  sollen,  um  die  richtigen  Werthe 
Jf  Bf  C  zu  erhalten,  so  ist  hiernach 

Ausserdem  besteht  die  folgende  Bedingungsgleichung : 

Den  sphärischen  Excess  drücken  wir  durch  die  Seite  c  und  die  Winkel 
A,  B  aus  (siehe  Formel  am  Schluss  des  S  7) 

_  c*     sin  A  sin  B       c^  (tin^A  sin^  B  co8{A  +  B)        sin  A  sin  B  \ 

^'~^2?'sin{A+Bys?\  sin*(A  +  B)  Zsin{A+B)f' 

Zur  Vereinfachung  schreiben  wir  diese  Formel  in  folgender  Weise : 

Werden  die  dnrch  Messung  erhaltenen  Werthe  der  Winkel  eingesetzt, 
80  findet  sich  der  Widersprach  m: 

Setzt  man  i4"+^+(7°— ä  =  £«,  so  ist  auch  n?  =  £<>— c. 
Nach  dpr  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 

dabei  ist  L««J 

dw  dw  dw       ,     ^         ,  .      •  .      • 

*'=rf:?'  "'^dfis-  ''•=dc-"  [««l^-.'+v+v. 

Zur  Abkürzung  schreiben  wir 

•  =  -fi'  +  3^C^+.^)  +  3^[<fö+.^.)'-»c]j. 

Da  w  =  ^—  €  und  e  von  der  zweiten  Dimension  ist,  so  lassen  wir  das 
Glied  mit  c*  weg,  indem  wir  überhaupt  nicht  über  die  vierte  Dimension 
hinausgehen.    Dadurch  wird 
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Da 


"~   '3    V'^eA  d»'~d:£>Jr 


so  ist 


^_    ^          5t>> (^+  ^)  CQ^^^  —  5i;i ^ cos {A°+B^) 
rf/'  _       sin^  R'  df  __       j«/i*^^4° 

Setzt  mau  diese  Werthe  ein ,  so  findet  sich 


3     (    ^  6r**     5i«'(.40+^) 

Hier  kaun  man  stn(7®  statt  sin{/f'^B^)  setzen,  indem  das  in  dem  zweiten 
Gliede,  das  immer  sehr  klein  sein  wird,  keinen  wesentlichen  Unterschied 
hervorbringt. 

§  11. 

Die   Lösung    der   im  vorigen  Paragraphen   behandelten  Aufgabe   ist 
durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 

Q     i*     sinJ^sinB9  \  c*    (sinA^sinB^  ,,„  .     \l 


/o^^^  =  5,0133951, 
"^""^  "*""1~"*"^8~  V'  Street 


i?=ß«  + 


C=C'»  + 


3  18     'r*'  5iV(7° 

£^£<^       £— £°     c*     5t//*^  +  m*^ 
"3~  "*"  ~9~  ■  P  •         i^?C°         ' 
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£  £* 

^=  B— {2colB  —  coiA  —  cotC) , 

3       00p 

r;'=  C  — {tcotC--  coiA  —  co/i?), 

o        vU  p 

/oflf-^  =  2,73133— 10, 
90p 


c  sin  Ä         ,       c  sin  B 


a  = 


^  = 


sinC'  '  sinC" 

Diese  Formeln  wird  man  indess  nur  bei  ansserge wohnlich  grossen  Dreiecken 
anwenden.  Haben  die  Dreiecksseiten  keine  so  grosse  Xänge,  so  ist  ein- 
facher 

p     c*     sin  ^  sin  B^ 

«o=^«+^+(^-180, 


t'-e 


csinÄ  c  «I  w  ^ 


C.    Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke  nach  der  Additamenten- 

Methode. 

-§  t2. 
Allgemein  hat  man 

^  ^  6  180 

Bezeichnet  x  die  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks  in  Längenmass  und 
r  den  Radius  der  Kuge],  so  erhält  man,  da  dann  der  Bogen  für  den  Radius  I 


gleich  —  ist: 


,      ,    X       ^     X      M  y?      M  x^ 

logstn  —  SS  log -.  - 

^        r  ^  r        6    r«      180   r* 


Das  dritte  Glied  ist  in  allen  hier  vorkommenden  Fällen  so  klein,  dass  es 
immer  wird  vernachlässigt  werden  können.  In  dem  grossen  Dreieck ,  S  9, 
war  die  grösste  Seite  ^  100905,80  Meter. 
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logM=   0,63778—10  log  190=^   2,25527 

4  log  1 60905,89  =  20,82620  log  r*  =  27,21 745 


20,46407  29,47272 , 

—  log  I80r*=  29,47272 

0,991  ;tö— 10, 
daher 

——.  =  0,0000000009803. 
Dieses  Glied  beträgt  also  in  diesem  Beispiele  nur  eine  Einheit  der  nennten 

X 

Decimale  von  log  sin  —  und  kann  daher  stets  weggelassen  werden,  da  es 
in  kleineren  Dreiecken  noch  viel  kleiner  ausfällt. 

logsin  —  ^=^logx^  logr-^—^a^. 

M 
Das  Glied  t-zX^   nennt  Bohnenberger  das  Additament  der  Seite  x\ 
6r' 

durch  Hinzufügen  des  Factors  10'  wird  das  Additament  in  Einheiten  der 
siebenten  Decimale  ausgedrückt;  setzt  man  ausserdem      *      =fi  so  findet 


sich 

:  Additament  x  =  Pa^. 
Nun  ist  ferner 

log  cos  — 

-      2r'* 

12r«*-' 

X 
logig  —  '. 

Werden  wieder  die  Glieder  mit  der  vierten  Potenz  von  x  vernach- 
lässigt, so  findet  sich  (Einheiten  der  siebenten  Decimale) 

X           MAO''   , 
log  cos  —  = — p-  jj«, 

logtg  —  =  logx  —  logr+        ^   «*. 
Hiernach  haben  wir  also  folgende  Beziehungen : 

X 

log  sin  —  =  logx  —  logr  —  Px^, 
r 

X 

log  CO«  —  =  —  3  Pa?*, 

X 

log  ig  — =^  logx  —  logr +  2  PxK 

Den  Werth  von  logr  für  irgend  eine  Polhöhe  q>  erhält  man  nach  den 
Vorschriften   des  S  3  oder  entnimmt  ihn   aus   folgendem  Täfelchen;  de^ 
gleichen  findet  sich  daselbst  der  Werth  von  logP  für  Metermass,    ^  , 
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tp. 

togP. 

Di  ff. 

36 
42 

logr  (Meter). 

20« 

2.25258  -  10 

6.803  5285 

26 

2.25222  - 10 

6.803  7073 

30 

2.25180  - 10 

6.803  9145 

45 

36 

2.25135  -  10 

49 
51 

6.804  1439 

40 

2.25086  -  10 

6.8043886 

45 

2.25035  -  10 

6.804  6410 

50 

50 

2.24985  - 10 

49 
46 

6.804  8936 

55 

2  24936  - 10 

6.805  1386 

60 

2.24890  - 10 

6.805  3687 

41 

65 

2.24849-10 

37 

6.805  5768 

70 

2.24812  - 10 

6.805  5764 

Erstes  Beispiel, 

^  =  30000  Meter, 
logx  =4,4771213 
/ogrr  =6,8048936 


log—  = 
r 

7,6722277 

Px^  = 

16 

2Px'  = 

32 

/o^m~  =  7,6722261 


(p  =  50°. 

%/>=  2,24985— 10 
/Ograr'sr  8,95424 
/o^P.r'  =  1,20409, 
i>a:«=  15,92, 
2Pa''  =  3l,84, 
3/>a:«  =  47,76, 

log  cos  -  =  9,9999952. 


/o^<^- =7,6722309, 
r 

Zweites  Beispiel.     Von  einem  sphärischen  Dreieck  ist  eine  Seite 
und  zwei  Winkel  gegeben. 

b  =  19794,643  Meter ,     ^  =  49°  30' 
^  =  75°  24'  9",930, 
5  =  42      4  30,690. 
Hier  bestehen  die  Gleichungen 

stn—  :  stn  -=:stnA  :  sin  B. 

r  r 

•   c      .    b         .   ^      .    „ 
stn  —  :  stn  '-  =  stnC :  stn  B. 
r  r 

Die  erste  Gleichung  giebt 

log  sin  —  ==  log  sin 1-  log  sin  A  —  log  sin  ß. 


logsin  —  =  loga  -—  logr  —  Pa^^ 
r 


Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  Nell.  347 


log  sin  —  s=logb -^logr --^  Pb^^ 
daher 

loga  —  logt  —  Pa^  s^logb^  logr  —  P6*  +  log  sin  A--  log  sin  B^ 

lo9a  =  log^-^+Pa*-Pb\ 
^  stnB  ' 

ebenso  findet  sich  .    .  ^ 

logc=log^-^+Pc'^Pb\ 
StnB 

Man  sieht  sogleich ,  dass     .         einen  Näherungswerth  für  a  giebt,  der 

vollständig  hinreicht,  nm  das  Additament  Pa*  zu  bereclinen. 

log  b  =  4,296  5476-9  *  logP=:  2,24990 

log  sin  A  =  9,985  7501  -2  log  a*  =  8,9 1 231 

C .  log  sin  B  =  0,175  8563-5  /ogf  6*  =  8,59810 

4,456  1541-6  a  =  28586,101 , 

+  Pa^'-Ph'^ 7-6 

/ogra  =  4,456  1549-2, 

logPa^  =  1,16221 ,  Pa^  =  14,53 

log  Pb^  =  0,84300 ,  Pb^  =   6,97 

Pa*—Pb^=    7,56, 

log  b  =  4,296  5476*9  log  P  =  2,24990 

log  sin  C  =  9,948  Ol  733  log  c«  =  8,83684 

C.  %5mJg  =  0,1 73  85635  log  Pc'  =  1 ,08674 , 
4,418  4213*7 
5-2 


logc  =  4,418  4218-9 ,  c  =  26207,276 , 

P(^  =  12,21 
Pb*=z   6,97 


Pc^-'Pb^^:   5,24. 

§  13. 

Bezüglich  der  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke  unterscheiden  wir 
wieder  folgende  drei  Fälle. 

1 .  Gegeben  die  drei  Seiten  a ,  6,  c. 

2.  „         zwei  Seiten  und  ddr  eingeschlossene  Winkel  a,  6,  C 

3.  „        eine  Seite  und   die  beiden  daran  liegenden  Winkel 

c,  A,  B. 
Für  den  ersten  Fall  giebt  uns  die  sphärische  Trigonometrie  folgende 
Gleichungen : 

ß*  ä'  ä' 

'^  *  stn(s  —  a)        "^         5iy/(«  — 6)         "^  *         «n  (5  — c) 

*   Die  Ächte  Decimale  ist   durch  Beachtung  der  Striche  in  Schrön's  Tafel 
erhalten  worden  und  daher  nicht  mehr  scharf.  /^  t 
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wo 


a+b+c)  and  it=^l^  — ^ ^- ^^ :. 

r  sins 


Da  die  Seiten  in  Lingenm&ss  gegeben  sind,  so  diridiren  wir  eine  jede 
durch  r,  am  sie  auf  Bogenmass  sa  redaciren,  und  erhalten  sodann 

7iogR'=logsm +  log  sin +  logsm logsm  ^  ^ 

2 1ogK=  lorj{S'-a)  —  logr  —  />(*— a)»  +  log{s  —  b)  —  logr 
—  pls—oy  +  log(s^c)  --  logr--  P{s^cY  —  logs 
+  logr+Ps\ 

tlog7(--tlogr^log^'''''^^'^^^^^*''^'^  +  P^-Pis^aY^P{s^by 

^p(s^cy. 

Setzt  man  nan  n.r  =  R^  so  wird 

logig^A=^log  K^  log  sin  (^^)  =  log  R'—  !og{s-'a)  +  logr  +  P(*— a)» 

=  /oo +p(s^a)\ 

s — a  ^ 

JEifir  die  Winkel  B  und  C  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrücke. 

Für  den  zweiten  F'all,  wo  a,  6  and  Winkel  C  gegeben  sind,  schreiben 
wir  die  Gauss 'sehen  Gleichungen  an: 

sin  \c  sin^i^A^  B)  =  cps\  C  sin  \  (a— 6) , 
sin ^c cos^^A--  B)  =: sin\C sin\{a  +  b)  ^ 
cos  \c  sin\{A'{-  B)=z  cos  \C  cos  \{a^b)  ^ 
cos\c  cos^{A+  B)  =  sin  ^  C cos\  {a+6). 
Durch  Division  erhält  man  daraus 

tg^{A^ß)=^cot\C   .   *)  ^--;, 

iogtg^  {A'-B)  =  log coUC+logsin log  sin  ^^ft_ 

=»  log  cot  ^C+log^^^-^  logr  ^p(^^j  —log^-j-^  +  logr 

=  logcotiC+log^—^  +  ~  (a*  +  2ab  +  b^  -  a*  +  2ab  -  6'), 
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logtg^iJ^B)  =  log  (^^11^1?+  />.  ab. 
Die  zweite  Gleichnog  logarithmirt,  giebt 

logtgl{A+B)  =  logcotiC  +  logcos  — logcos  ""*" 


2r 


iogtgl{A+B)=:logcotlC  +  ^P.ab. 
Die  dritte  Gleichung  giebt 

Für  den  dritten  Fall,  wenn  c,  .^,  5  gegeben  sind,  geben  uns  die  obigen 
Gauss'  sehen  Gleichungen : 

Die  erste  Gleichung  lässt  sich  schreiben : 


cos^(a^b) 
cos  l  {a  +  by 

log  ig  —  =  log^j^^  +  log  ig  _  . 


log 


Die  zweite  Gleichung  giebt  in  gleicher  Weise 

Die  dritte  Oleiebung  giebt 
loglg\C^}ogcoi\I^A- B)  +  logsin  ^*  -  % ««  ^^ 

+  %r  +  i>  ^i^  j ,     pigi,i^^^  by  Google 
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logtg\C=^log'' —^ -  +  P.ab. 

Die  letzte  Oleiclmog  liefert  den  Aasdrack 

logtg^C  =  !ogcot^{A+B)  +  Z.P.  ab. 

§  14. 

Wir  wollen  jetzt  die  Formeln  znr  Auflösung  der  verschiedenen  Auf- 
gaben übersichtlich  zusammenstellen. 

1.  Gegeben  a,  b,  c. 

5  =  |(<«+6+c), 

logR  =  i  j/oj,(fZfI(lzM£Z£l  +  ps'^  P(i-„y  -  P(,-6)»  -  P{s-cA  , 

loglg\A=  log  ~  +  P{,s-a)\ 

logtg\B=^log  ^^  +  P(s-b)\ 

log  tg\C  =  log  —  +  />(«-  c)«. 
»  "^  c 

2.  Gegeben  a,  b^  C, 

logtgiiA^B)^.log^-^^+P.ab. 

iogtg\{J—  B)=  logcot\c  +  Z .  P.ab. 
Die  Seite  c  kann  nach  einer  der  beiden  folgenden   Formeln   berechnet 
werden : 

3.  Gegeben  c,  A^  B. 

log  _  =  to^-._J^-j-^  +  |7>[c._(«-6).]. 

Den  Winkel  C  findet  man  nach  einer  der  beiden  folgenden  Formeln : 

logig^C==log^^^^co(^{A^B)  +  Pab, 
logigiC=^logcol^{A  +  B)  +  S.P.ab. 

§  15. 

Um  die  Anwendung  dieser  Formeln  zn  zeigen,  wfthlen  wir  das  Dreieck 
Strassburg  -  Rastatt  -  Lichtenberg.  ^  , 
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1.  a  =  52084,904  Meter 

h  =  42418,906  ,, 
c  =  45247,578  „ 
5  =c  703*25,694  Meter, 

y—a  =  17340,790, 

«—6  =  27906,788, 

s—c  =  25078,116, 

log  (*— flr)  =  4,239  0688'64  * 
log  (^  —  ft)  =  4,445  7098  68 
log  (y^c)=  4,399  2948'88 
1 3,084  Ö736^~ 
/o^«=:  4,847  1140-28 


8,236  9695-92, 
4,118  4797-96 

jf 28,78 

/o^Ä  =  4,1 18  4826-74, 
/op/^4^==  9.879  4143-45, 
%^Pi^  =  9,672  7741-91 , 
/ogr/^|C=  9,719  1889.04, 


<3P  =  48"45', 

%i>=  2,24997—10, 

P{s^ay=    5,347 

/>  (5— 6)*  =13,848 

P(5— c)*=ll,j83 

30,378 

Ps'  =  87,942 

57,564, 

,       B 

log =9,879  4138*10, 

,       R 

log  — —  =  9,672  7728-06 , 

,       R 

log =  9,719  1877-86, 


^  =  74°17'30",78, 
^  =  50  24  56,82, 
C=55   17  37,08. 


2; 


a  =  52984,904 
/>  =  42418,906 


a  — 6=  10565,fi 


(7=55°17'37",08, 
^C=27   38  48,54, 
0  +  6  =  95403,810, 


/oöfP=  2,24997  —  10 
%a  =  4,72415 
%6  =  4,62756 


log(a^ö)  =  4,023  9105-25 
/Qflrco/4C=  0,280  8111-00 

4,304  7216-25 
log  (ff + 6)  =  4,979  5657. 1 1 

9,325  1559.14 
+  Pabz=^ 39-96 

log  ig  —-—  =  9^326  1599' 10, 
2 

——-=620  21  13  ,802, 
A--B 


2 


=  11    56  16,981, 


%P«  6  =1,60168, 
/>a6  =  39,965, 
%co/4  (7=  0,280  8111-00 
%P,ab^  119*90 


log  ig  — ~-  =  0,280  8230-90 , 


^  =  74M7'30",783, 
^  =  50    24  56,821 , 


*  Die  achte  und  neunte  Decimale  sind  nicht  genau,  indem  sie  durch  Beachtung 
der  Striche  in  S  chrön  *s  siebenstelliger  Tafel  erhalten  wurden.  r^  T 
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log  (a  —  6)  c=  4,023  9l0ö-2if 

log  sin  1{A+ B)  =  9,947  3503*76 

3,971  260901 

log$ml{j4''  B)  =  9,315 6638*56 

4,6555  970-45 

— 17-21 

%c  =  4,6555  953-24, 
/oflri/>c*=  1,26012, 
%  4  P(a  —  6)»  =  9,99676  —  1 0 , 

3.      c  =  45247,578 ,  ^  =  74°  17'30",78 , 

c 


%-  =  1,94894— 10, 

/o^c*  =  9,31118, 
%(a— 6)«  =  8,04782, 


c  =  45247,578, 
4 />c«==  18,202, 
iP(o— &)*==   0,993. 

iP  =  50»24'56",82, 
^  =  22623,789 ,  J (^ -  -ß)  =  1 1°  56'  16",98 ,   |(^  +  Ä)  =  62«  2l'  13",80 , 


/o^-  =  4,354  5653  28 

/oym4(^—^)  =  9,315  6638-46 

3,670  2291  74 

log  sin  \  {J+  B)  =  9,947  350374 

3,722  8788-00 

+ 17  21 

log  ——  «=  3,722  8806-21 , 


log  —  =5  4,354  5653*28 

A^B 
log  cos =9,990  5039- 19 


4,345  0692*47 

A+B 
log  cos — —  =9,666  6272-99 

* 

4,678  5419-48 
—  62-72 


log  --^  =  4,678  6356-76 , 


ö— 6 


=  5282,999, 


a+fe 


=  47701,901, 


a  =  62984,900, 


6  =  42418,902, 


%co/4(.4+^)  =  9,719  1769-25 
%Pab=  119-90 


%%/4C?  =  9,719  1889*15, 
1 6?  =  27 °  38' 48",543 ,  C  =  55M7'  37",086. 


§16. 

Man  kann  auch  die  Additamentenmethode  in  Verhindung  mit  dem 
Legendr  ersehen  Satz  anwenden.  Sind  z.  6.  von  einem  Dreieck  folgende 
Stücke  gegeben: 

zwei  Seiten  a ,  b  und  ein  Winkel  C. 


sina      sinA       ,         sina   ,    ^ 
oder     -r-r  +  1 


stnA 


±1» 


sinb      sinB  sinb  "^  sinB 

sin  a-^-sinb      sin  A'\'SinB      sin  a  —  sin  b  __  sin  A  —  sinB 
sinb  sinB        '  sinb       "~        sinB        * 
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sina  +  sinb__sinA  +  sinB  ^tg^{A^B) 
sin a  —  51« 0"" sin j4 ^  sin B''^ tg ^{j4  -  P)' 

^^  '      stna  +  stnb  ^  *^  ^ 

Pfthrt  man  den  Hilfswinkel  A  ein  und  setzt  cotX  =  -^ ,  so  wird 

sinb 
sina^sinb      coik  —  i 

U  ff 

logcoiX  =  log  sin log  sin  —  =^U>g  y\-  P  (*'—«•). 

Die  Löanng   der  Aufgabe   ist  daher  durch  folgende  Gleichnngen  ge- 
geben : 

logcoa=logj  +  P{b*-a*),  t^^.'^sinC, 


tg\(A-B)=-.eot{k-\.4f><>)ig\{A+B),     ^(^+Z?)  =  90-+ y-| , 

n(c- 


.  ^                                                     asinic—-] 
logc==log''-£^  +  P{i^-ä^,  logc^log )  ~^^ 


stn\ 
Nehmen  wir  dasselbe  Beispiel  wie  in  §  15: 

a  =  52984,904 ,  b  =  42418.906,  C  =  55°  lYzi'fi^ , 

%r  =  6,80483, 
A  =  38«40'49",256,     er^4",681,  i(./  +  ^)  =  62*2l'l3",80, 

^ {A-B)  =  11  °  56'  I6",96,      A  =  74°  i7'30",76,  ^  =  50°  24'56".84. 

Nach  der  ersten  Formel  ist  logc  =■  4,655  5953*71  i 

>  c  =  45247,583. 
„        „    «weiten    „        „    %c  =  4,655  5953-69) 

Wie  in  ähnlicher  Weise  andere  Aufgaben,  z.  B.  die  Fothenot'sche, 
durch  eine  Verbindung  beider  Methoden  gelöst  werden  können,  dazu  findet 
man  Anleitung  in  Jordan^s  „Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie*' 
und  in  Bohnenberger's  älterer  Schrift:  „Z>«  comptHandis  dimensionibus 
t  rigonomelricis''. 
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XTIL    Zar 

1. 

Lieg;!  di«  Determinante  Ä  =  2:+ '<i„a„..-Ä„)  ror,  bildet  man  die 
Coefficienten ,  welche  Off,  ^rr^fft  «//"»^^ ^*a  »•  *•  ^-  in  Ä  haben,  nnd  stellt 
man  die  Werthe,  welebe  diese  Coefficimiten ,  Determinanten  (ji  —  1)^", 
^n — 2)*^,  (n  —  J)"^*  Grades  o.  «.  f.  annehmen,  falls  in  denselben  die  Ele- 
mente der  Diagonale  von  R  verschwindend  gedacht  werden,  dnrch  Z>f,  />/-,, 
Dffk  Q«  *•  V«  voi'y  während  ^  fiir  dieselbe  Annahme  in  i>  übergehen  mag,  so 
bat  man^ 

1)  A  s=:  Z>  +  Eoff  Df+  £nffa„  0^,+  Eoffa^g  «aa  Df^^  + .   .  +  a„i?« . . .  a«,. 

Die  erfte  Soromation   hat  ( j  j,  die  zweite  (^j,  die  dritte  (^j  TbeilsStze 

Q«  %.  f.    Wir  werden  statt  ( ^^1  lieber  schreiben  (n)^. 

Bezeichnet  man  nan  die  Anzahl  der  Theilsatze  in  der  Entwickelang 
einer  Determinante  m^"  Grades,  in  denen  kein  Diagonal element  anftritt, 
durch  '^(m),  so  folgt  ans  l)  sofort,  wie  auch  Baltzer/.  r.  angiebt: 

2)  «l  =  i^(i,)  +  (n).  K;(i,-l)  +  (w),i^ffi-2)+  .  +  (")._,  1^(1) +(n).*(0). 
Hier  ist  offenbar  ^(0)  =  1  zu  setzen,  da  der  Theilsatz  dem  letzten  in  1) 
entspricht,  während  t^(l)  bekanntlich  =sO  wird,  entsprechend  dem  Um- 
stände, dass  in  R  keine  Theilsatze  auftreten,  welche  nur  n  — 1  der  Diago- 
nalglieder enthalten.  Wir  wollen  aus  der  direct  gewonnenen  Gleichnng  2) 
den  Ausdruck  für  i^(;i)  bestimmen  und  schlagen  dazu  zwei  Wege  ein,  deren 
erster  rasch  zom  Ziele  führt,  während  der  zweite,  mühsamere,  auf  eigen- 
thttmliche  Determinantenformen  führt,  die  einer  genaueren  Untersuchung 
wohl  werth  sind. 

Vorher  sei  noch  beiläufig  bemerkt,  dass  die  Analyse,  durch  welche 
Baltzer  /.  c.  zu  dem  richtigen  Ausdruck  ftir  fp{n)  geführt  wird,  unrich> 
tig  ist;  der  Fehler  liegt  in  der  dort  zuerst  aufgestellten  Gleichung 


*  0.  Baltzer,  DeterminantoD ,  3.  Aufl.,  §  4,  2. 
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zW  =  (;).(n-l)!=^;. 


Dass  diese  Formel  bei  der  Bedeutung  von  x(k)  (die  Anzahl  der  Glieder  in 
R,  welche  k  oder  mehr  Elemente  der  Diagonale  enthalten)  falsch  ist,  ergiebt 
siAh  sofort  für  k  =  n  —  l^  wobei  3j(«— l)  =  l  entstehen  müsste,  während  die 
Grundformel  in  Wirklichkeit  liefert  x{n  —  1)  =  ».  Bei  der  Herleitung  der  For- 
mel ist  übersehen,  dass  z.  B.  der  Diagonaltheiloatz  mit  seinen  n  Diagonal- 
elementen (  .  j-mal  mitgerechnet  worden  ist,  statt  einmal  u.  s.  f.  Die  rich- 
tige Analyse  hat  J.  J.  Weyrauch  in  Crelle*s  Journal,  Bd,  74  S.  275,  ge- 
geben.   Unabhängig  davon  verfahren  wir  folgendermassen. 

Es  werde  das  der  Gleichung  2)  entsprechende  System  gebildet 

3)  (it~/f)!=  ^   („  — Ä)pti;(w  — Ar— p),     Ar  =  0,  1,  2  . . .  «  , 

p=0 

woraus  sich  augenblicklich  ergiebt 

4)  ^  («) 
«!         (n),        00«    ..•     («)n-l  («)n 

(«-!)!     1     (w-l),  ...  {«-1)„_2  («-l)«-i 
(w-2)!     0  1       ...  (n-2)„_3  («-2)„_2 


1! 
0! 


(1). 
l 


I  1  («)i      {n), 
|0     1      (;i.l). 
;0      0  1 


..  (n-2)„_2 


'0     0 
0     0 


0 
0 


1  {l)i 
0    1 


Die  Divisionsdeterminante  hat  den  Werth  1 ;  es  handelt  sich  also  nur 
noch  um  die  Zählerdeterminante.  Wir  transformiren  sie,  indem  wir  die 
(t  +  iy«  Zeile  mit  (— 1)'(«),  multipliciren  («  =  0,  l,2...n)  und  dann  alle 
Zeilen  von  der  zweiten  bis  zur  (w  +  l)^®"  zur  ersten  addiren.  Das  erste  Elö- 
ment  der  ersten  Zeile  wird  dann 

„I(;j)^_(n-i)!(n0  +  (n-2)!(«)2-...  +  (-l)"0!{n)„ 
oder 

y'(-i)p(«-p)!(«v=«!2'^ 

oder,  da  die  beiden  ersten  Summanden  sich  aufheben: 

p=n 


-'M 


{-ly 


)! 


Sehen  wir  weiter,  was  ans  dem  {k-\-iy°^  Gliede  der  ersten  Zeile  wird 
(^  =:=  1,  2  .   .  n).    Es  heisst  nach  der  Transformation 


•=* 


i=k 


i=zk 


-So  <=o  .=0 

Di^ll?dbyV^OOgle 
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Letztere  SamniP  ist  aber  bekanntlich  far  4  =  1,  2,3.. .  immer  gleich  Null, 
ako  reducirt  sich  die  Zählerdeterminante  anf  das  erste  Glied  der  ersten 
Zeile,  mnltiplicirt  mit  einer  Determinante  n*"^"  Grades,  deren  Werth  augen- 
blicklich gleich  I  gefunden  wird.    Man  hat  also 

f(-... 


»=« 


5)  ^(»)^«! 

übereinstimmend  mit  dem  an  der  oben  citirten  Stelle  gegebenen  Resultate. 
Der  zweife  Weg,  den  wir  einschlagen,  ist  folgender.     Bezeichnen  wir 
die  Zählerdeterminante  n+V^"  Grades  in  4)  durch  />,  also 

6)  1^  («)  =  />• 

die  einzelnen  Elemente  durch  fli,*(^__Q'  |       „jt  mithin 

7)  />=-2±fl««,i.   .a„. 
und  sei  weiter 

0  I  («-2),  ...(«-2)..2 

0         0  I         ...(«— 3),_  3 

8)  Ä  =  2:  +  a„  <F„  ...«,,  = 


also  72  =  1;  wird  der  Coefficient  von  a,;]^  in  R  durch  a,-,^  bezeichnet,  so  bat 
man  nach  einem  bekannten  Satze '^ 

i =11   k=u 

'Man  findet  leicht,  dass  in  R 

10)  a|,t=j  1  i=k, 

f  (m-iU_..   i<Ar. 
Zur  Bestimmung  von  at^k  hat  man  Folgendes: 

a)  Ist  i^Ar,  so  heisst  das  Diagoualglied  von  0{^^ 

a,|  o,,  ...  a,-_|^^_i  <i,-4.i,<a<+2,,+i  .   .  a*,jt_i  a^+i, jt^i  ...  a„,„ 
oder 

l     1    ...      l  0  0  ...       0  I  ...     l, 

während  alle  Elemente  einerseits  der  Diagonale  verschwinden,  also 

11)  a<,t=0,     i<k. 

b)  Für  t  =  /r  heissen  alle  Diagonalemente  von  an  eins,  während  wieder 
alle  auf  der  einen  Seite  der  Diagonale  stehenden  Elemente  verschwinden, 
d.  h. 


*  Baltzer,  Determinanten,  3.  Aufl.,  §8,  16. 
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12)  a.i  =  l. 

c)  Für  i>k  wird  das  Diagonalglied  von  a,-,t 
«II  0«  •••  «*— i,*-.ia*.A+i«it+i,  *+2  ...  öi-i, <  rt<4-i,<+i  ...  ö«,« 
1      1    •••      1  a*.^+iat+i,  *+2  ...  «i-i,!     l  ...     1, 

während  alle  unterhalb  der  t  — 1  ersten  nnd  ;i  — i  letzten  Ziffern  1  stehenden 
Elemente  verschwinden.    Man  erhält  also 


oder 


13)         o<,*  =  (-lV+* 


Dadurch  geht  9)  über  in 


«it+i,it4-i     ait  +  i,Ä+2    ..  «*+!,« 


«1—1, *  +  l     «i-l,t4-2    •..«1—1,^ 


,      i>Ä. 


14) 


Bezeichnen  wir  die  Determinante  in  13)  durch  dij^,  so  dass 

15)  «f,jt  =  (-i)«+*aa, 

und  setzen  wir  für  die  Grössen  a  ihre  Werthe  ein ,  so  kommt  folgende  De 
terrainante  zum  Vorschein : 

(«—/:),      (n— Ä),  («— Ä)8     ...      {n  —  k)i,k.\         {fi  —  k)i.k 

1        („-Ä«|),   („-^«.,),..(„_A:-l)<.t.2(n-Ar-l)i.it.i 

0  1  (M«Ar-2),  ...(«- Ar- 2)<.fc.8  (w-Af-2),_ib  2 

lö)   di^k^ 

0  0  .0  .  .  1  (w  — 1  +  1), 

Entwickelt  man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  und 
bemerkt,  dass  sich  drr  Coefticient  von  (n— /f)jfc  auf  eine  Determinante 
(«  — Ar— Ä)**^"  Grades  reducirt,  die  wieder  durch,  rZ/^jt^*  vorgestellt  werden 
kann ,  so  kommt 

17)      di,k  =  {n^k\  di^k^x  -  («-Ar),  a.- ^+2  +  («-  A),  dt^k+z  -  . . . 

...  +  (-l)'-*(«-A:),_*_,a,,,_,  +  (-l)'~*  +  >(«-Ar),_,.l. 

18)  a,.,=  2^  {-i)''+i  («-A)pa,,*+^. 

Nehmen    wir  an,   es  sei  für  alle  ^i,,,  wo  5  =  ä+|,  A  +  2  ...  t  — 1  ist, 
bewiesen,  dass  ^£,5  =  («  —  «)£-,,  dann  geht  18)  über  in 


19) 


T^i-k 


(».-A),_J    ^  (_,)P+i  (,_*),+ ij 
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Nun  ist  das  ResaUat  dieser  Summation  doII,  also 

20)  a.-,*=(«-/f),-_*, 

wenn  dasselbe  für  di^k-\-ij  di,ib-f2  ••-  ^<,i— i  bewiesen  ist.    Man  hat  nnn  all- 
gemein 

woraus  gefolgert  wird,  dass 

u.  s.  w.,  also  ohne  jede  Beschränkung  (nur  muss  i'^k  sein) 

(«-Ä),     (n-Ar),        (n-Ar),    ...     (n-%in       (n-Ar),--* 

1        (w-Ä-l),  (/i-A:^l),...(n-&-l)i.t.2  (n-Ä-l),*.i: 

0  1  («-Ar-I),  ...{«-/f-2),*.3  {«-A:-2),-.*.2| 

21)  a.;^  =0  0  I  ...  («-A:-3V*.4  («-Ar-3)/.*.3  !  ==  (n-A:),.*. 


(fi-t+1), 

Direct  lässt  sich  dies  auch  wie  folgt,  zeigen.  Vollzieht  mau  au  den 
Zeilen  von  21)  die  analogen  Multiplicationen  und  Additionen,  wie  sie  in  4) 
vorgenommen  wurden,  so  verschwinden  alle  Elemente  der  ersten  Zeile,  mit 
Ausnahme  des  letzten ,  das  in 

(~l)'-*-'(«-Ä),-.t 

übergeht,  wie  leicht  gefunden  wird;  da  nun  i — k  —  1  Vertauschungen  der 
Colonnen  nothwendig  sind,  nm  die  letzte  Colonne  zur  ersten  zu  macheu, 
ohne  dass  die  Ordnung  der  übrigen  gestört  wird,  so  erhält  man  ohne  \Vei< 
teres  das  frühere  Resultat. 

Aus  Gleichung  U)  wird  nun 

22)tf;(n)  =  /M-V(;i-,)!(;i),-    V       V  (;,-/)!(„),(- 1 ).+*:(„ -^),^^, 

wofür  geschrieben  werden  darf 

Die  beiden  ersten  Summationen  sind  bis  i=—  oder  i=  -- —  fortau- 

2  2 

setzen,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     Betrachten  wir  die  Dop- 

pelsuijime,  die  S  heissen  möge,  so  kann  sie  getjchriebeu  werden 

24)     -,=y-,  s  (-1)'+*+' (.> 


-=yi  y  (_i).+*+t(,- 
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Nun  ist  aber  die  in  der  Klammer  stehende  Snmme  identisch  mit  null ;  für 
ein  ungerades  t  verschwindet  auch  l  — (— iy+\  während  dieser  Ausdruck 
für  ein  gerades  i  in  2  tibergeht,  also 

25)  ^=^^(^'      •  =  ¥   "^"^   =-^- 
Dadurch  reducirt  sich  23)  auf 

26)  ^(„)=  VJ^-V-J-L, 


oder 


genau  wie  früher. 


^(.)=:nl^(_ 


(~1)' 

I 


n-1 


2. 

Der  Beweis,  dass  das  Product  der  Differenzen  von  n  Grössen  a„  <if  ...On 
in  Determinantenform  dargestellt  werden  kann ,  dass  nämlich 

1  a,    a,*  ...  a,»-i 

^n=ll    II  («t-«<)  =  ^(ai,flr,  ...rtn): 

1    «n   «*„     ..Ol»»"* 

kaun  in  folgender  Weise  durch  den  Schluss  von  n  — 1  auf  «  geliefert  werden. 
Es  sei  bewiesen,  dass 


<=n-2  it=n— 1 


1=1   fc=<i:i 


^«-1  = 


l    «1         o,*       ...  a|"-2 


1    «, 


,  n-^ 


1     «n-l    a'n-1   ...  öjr? 

In  ^/„_i  addire  man  zu  der  p^«°  Colonne  [p  =  2,  3  ..(w  — l)]  alle  vor- 
hergehenden, nachdem  die  m*«  derselben  [m  =  l,  2  . . .  (p  — 1)]  mit  aP-"' 
mnltiplicirt  worden  ist.    Es  entsteht  dann 


wo 

ist.    Aus  der  Definition  von  z/„  folgt  augenblicklich 
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Vertheilt  man  die  (n  —  i)  Factoren  dieses  Prodacts  auf  die  einzelnen 
Zeilen  in  der  zuletzt  für  Jn-^\  gewonnenen  Determinante  derart,  dass  die 
t***  Zeile  mit  an—af  roultiplicirt  wird,  und  berücksichtigt,  dass 


so  erhält  man 


^«  = 


flu  — «I 
«n  — «i 


0         «,  — a„         a,»—a'„  ...«,»-! —««»-» 


=  (^l)«-i(-.l)»-i 


0         a,  — ön         fl,*— a*„...fl, 


oder 


0    ««_,  — a„   a'„-i  — a'n 


l    a,     «,»...  a,"-* 


1    a,    a,'  ...  /],' 


n—l 


^«= 

.     . 

. 

1    a„    a*n  . . .  a«"" 

gezeigt  werden  sollte.   Nun  hat  man 

z/,= 

=  («,-«,)  = 

1    a. 

der  Ausdruck  für  z/„  gilt  also  allgemein. 
Dorpat,  26.  Februar  1874. 


-"-*-«n"-* 


K.  Weihrauch. 
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XVII. 

Die  graphische  Statik. 

Historisches  und  Kritisches 
von 

Dr.  Jacob  Weyrauch 

in  Stuttgart. 


Die  graphische  Statik  ist  seit  dem  Erscheinen  des  Culmann^schen 
Fondamentalwerkes  („Die  graphische  Statik'*,  Zürich,  Meyer  &  Zeller,  18A6) 
der  Gegenstand  sehr  verschiedenartiger  Würdigung,  aher  nirgends  einer 
eingehenden  Beurtheiinng  gewesen.  Viele  verhalten  sich  ihr  gegenüber^ 
vollständig  ablehnend.  Andere  acceptiren  sie  willig  für  praktische  Stabili- 
tätsnntersuchangen  und  es  giebt  sogar  Leute ,  welche  eine  künftige  Rivalin 
der  analytischen  Statik  in  ihr  erblicken.  Der  letzte,  etwas  sonderbare  An- 
sprach wird  scheinbar  unterstützt  durch  eine  Passage  im  Vorwort  bei 
Culmann,  wo  es  heisst:  Die  graphische  Statik  „"wird  und  muss  sich  aus- 
dehnen, sowie  die  graphischen  Methoden  weiteren  Eingang  finden;  dann 
aber  wird  sie  der  Behandlung  durch  den  speciellen  Fachmann  entschlüpfen, 
und  sie  muss  durch  den  Geometer  und  den  Mechaniker  zu  einem  eigenen 
Ganzen  ausgebildet  werden,  das  sich  zur  neueren  Geometrie  verhält  wie  dio 
analytische  Mechanik  zur  höheren  Analysis*^  Diese  verschiedenen  Mei- 
nungen finden  ihre  Vertreter  an  technischen  Hochschulen  und  unter  In- 
genieuren. 

Wir  wollen  vor  Allem  von  den  bei  der  Beurtheiinng  in  Betracht  kom- 
menden Verhältnissen  eine  objective  Darstellung  geben.  Doch  werden  wir 
uns  erlauben,  auch  unsere  eigene  Meinung  auszusprechen  und  überhaupt 
Erwägungen  anzuknüpfen,  geeignet,  die  Frage  zu  erledigen«  Aus  beiden 
Gründen  wird  es  nöthig,  mitunter  aufscheinbar  fremde  Gebiete  zu  treten, 
um  überall  den  Boden  nachzuweisen ,  in  welchem  die  neuen  Bestrebungen 
wurzeln,  wo  sie  ihre  Grenzen  finden,  um  ferner  festzustellen,  ob  und  wo 
Nahrung  und  Zweck  für  eine  Weiterentwickelung  vorhanden  sind.  So  allein 
wird  sich  entscheiden  lassen,  in  welchem  Maasse  und  in  welcher  Rich- 
tung die  graphische  Statik,  nicht  nur  vorübergehend,  auf  Anerkennung 
rechnen  darf. 

Z0lt.ehrm  f.  Mathemtllk  u.  l'hy.ik,  XIX,  ».  Dig?f&ed  by  GoOglC 
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I. 

TTeber  mathematUclie  TTniersncliiingeii  überhaupt. 

MAtbomatische  Walirbeitpo  können  auf  zwei  wesentlich  verscbiedeDe 
Arten,  durch  Synthesis  oder  Analysis,  erreicht  werden.  Die  Synthesis 
geht  von  einfachsten  oder  geläufigen  Wahrheiten  durch  Vergleichnng  and 
Combination  stufenweise  zu  den  complicirteren  Erscheinungen  über,  die 
Analysis  sucht  die  zusammengesetzten  Erscheinungen  auf  die  ihnen  zn 
Grunde  liegenden  einfachen  Verhältnisse  zurückzuführen  oder  besondere 
Eigenschaften  aus  dem  allgemeinen  Zustande  abzuleiten. 

Die  Analyse  einer  Erscheinung  setzt  eiu  richtiges  Zusammenfassen 
ihrer  Merkmale  voraus.  Insofern  die  letzteren  in  gewissen  Beziehungen 
zwischen  Ursache  und  Wirkung,  dem  Ganzen  und  seinen  Theilen  oder  der 
Theile  untereinander  bestehen,  lassen  sie  sich  durch  Gleichungen  znsam* 
menfassen.  Alsdann  sind  die  Operationen,  welche  zur  Analyse  nöihig  wer- 
den, unabhängig  von  den  concreten  Erscheinungen,  sondern  bestimmt 
durch  die  Gesetze  der  abstracten  Grössen,  wie  sie  die  BuchstabenrechnnDg 
im  weitesten  Sinne  des  Wortes  lehrt.  Die  Buchstabenrechnung  ist  damit 
nicht  die  Analysis  selbst,  sondern  nur  ihr  Werkzeug,  jjnslrumeni  precieux 
et  necessaire  snns  doule,  parce  quil  assure  et  facilüe  noire  marche,  mais  gut  na 
par  Im  mdme  aucune  vertu  propre:  gut  ne  dirige point  Vesprily  mais  que  fesprit 
doU  diriger  comme  iotil  aulre  instrumenV'  {Pouisot,  Theorie  nourelle  de  la  rola- 
iion ,  pres,  ä  VAcad,  1834).  Gewöhnlich  bezeichnet  man  die  höheren  Partien 
der  Buchstabenrechnung,  denen  man  dann  zahlreiche  wirklich  analytische 
Untersuchungen  beigiebt,  selbst  mit  dem  Namen  Analysis.  Mit  mehr  Reclit 
heissen  alle  Untersuchungen,  welche  auf  Grund  von  Bedingungsgleichnngen 
geführt  werden,  analytische  Untersuchungen. 

Die  synthetische  Untersuchung  beruht  auf  vorwiegend  geometrischen 
Anschauungen,  indem  sie  die  Kenntniss  der  Erscheinungen  von  concreten 
Bedingungen  aus  erreicht,  welch  letztere  sich  als  räumliche  Zustände  und 
Vorgänge  documentiren.  Die  gewöhnliche  Gegenüberstellung  von  ana- 
lytischem und  geometrischem  Verfahren,  auch  in  der  angewandten 
Mathematik,  ist  damit  in  gewissem  Maasse  motivirt.  Indessen  existirt  auch 
ebensowohl  ejne  analytische  Geometrie  wie  eine  geometrische 
A  nalysis;  über  letztere  kann  man  sich  bei  Pappus  unterrichten  (Mathem. 
Sammlungen,  7.  Buch).  Wenn  die  reine  Geometrie  (im  Gegensatz  zur  ana- 
lytischen verstanden,  Vill)  von  den  Symbolen  und  Operationen  der  Buch- 
stabenrechnung Gebrauch  macht,  so  geschieht  es  nur,  um  Wahrheiten,  die 
durch  die  Vorstellung  und  unabhängig  von  den  Abmessungen  der  Hilfsfignr 
gefunden  worden,  in  entsprechender  Allgemeinheit  und  kürzer  als  mit 
Worten  zu  fixiren,  oder  sie  so  zu  formen  und  umzubilden,  dass  sie  auch  bei 
analytischen   Untersuchungen   verwendbar  werden.     Alsdann   spricht  die 
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Anwendung  der  Buchstabenformeln  ebenso  wenig  gegen  den  synthetischen 
Gang,  wie  sie  oben  das  Wesen  der  analytischen  Behandlung  ausmachte. 

Werden  die  analytischen  Formeln  und  Operationen  aus  complicirteren 
geometrischen  Untersuchungen  ganz  ausgeschlossen,  so  verzichtet  man 
damit  auf  allgemeine  Gesetze  Über  metrische  Beziehungen  überhaupt;  denn 
es  bleibt  nur  die  Vorstellung  und  die  graphische  Construction.  Die  Vorstel- 
lung reicht  wohl  aus,  um  die  metrischen  Verhältnisse  etwa  in  der  Elemen- 
targeometrie und  den  einfachsten  Anwendungen  derselben  in  ^ller  All- 
gemeinheit aufzufassen,  nicht  mehr  aber,  wenn  die  gesuchte  Strecke  erst 
durch  schrittweise  Anwendung  einer  Reihe  von  Sätzen  oder  in  der  Hilfsfigur 
durch  eine  Reihe  von  Constructionen  zu  erlangen  ist.  Wolke  man  aber  die 
Strecke  der  Hilfsfigur  entnehmen,  so  würde  selbst  bei  der  Möglichkeit  ab- 
solut genauen  Abgreifens  das  Resultat  zu  dem  gesuchten  allgemeinen 
Gesetz  nur  in  dem  Verhältniss  stehen ,  wie  das  Resultat  der  einzeln  nume- 
rischen Berechnung  zu  dem  Inhalt  der  allgemein  giltigen  algebraischen 
Formel* 

Ausgedehntere  Untersuchungen  mit  Hilfe  graphischer  Figuren  allein 
können  immer  allgemeine  Eigenschaften  der  Gestalt  und  Lage  liefern  und 
haben  in  dieser  Hinsicht  ihre  Vorzüge;  insofern  durch  sie  auch  die  Ab- 
leitung von  Maassverhältnissen  bezweckt  wird,  bleibt  bei  Ausschluss  der 
algebraischen  Formeln  nur  die  Aufeinanderfolge  der  Constructfonen ,  der 
Gang  der  Ableitung,  von  allgemeiner  Bedeutung.  Wissenschaften,  welche 
in  dieser  Weise  verfahren,  liefern  also  in  Bezug  auf  metrische  Beziehungen 
keine  allgemeinen  Gesetze,  wohl  aber  für  ihre  Ableitung  allgemeine 
Methoden.  Hierher  gehören  die  darstellende  Geometrie  und  in 
neuerer  Zeit  die  graphische  Statik. 

II. 

Analytische  und  geometrische  Mechanik. 

Auf  die  Vorzüge  einer  geometrischen  Betrachtung  der  Probleme  der 
Mechanik  aufmerksam  zu  machen,  ist  heute  nicht  mehr  nöthig.  Indessen 
war  diese  Auffassung  nicht  immer  massgebend  und  die  bedeutendste  Ent- 
Wickelung  der  geometrischen  Mechanik  fällt  iu  unser  Jahrhundert,  es  waren 
Poinsot,  Chasles,  Möbius  u.  A..,  welche  die  rein  geometrischen  Be- 
trachtungen principiell  wieder  einführten. 

Mit  der  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  durch  Leibnitz  (1646  — 
1714)  und  deren  weiterer  Ausbildung  waren  der  Analysis  so  ausserordent- 
liche und  immer  zunehmende  Hilfsmittel  zur  Verfügung  gestellt  worden, 
dass  die  Thätigkeit  der  Mathematiker  auf  lange  Zeit  nur  den  analytischen 
Untersuchungen  zugewandt  blieb.  In  der  Mechanik  wurde  die  Herrschaft 
der  Analysis  auf  die  Spitze  getrieben  durch  Lagrange  (1736-^1813)  in 
seiner  ^^Mdcanique  analydque^^.    Er  stellt  sich  geradezu  die  Aufgit^e,   die 
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Mechanik  zn  redaciren  auf  eine  Reihe  von  analytischen  Operationen.  „On 
ne  irouvera  poinl  de  figures  dans  cet  ouvrage,  Les  tneViodes  quefy  expose  ne 
demandent  ni  construciions  ni  raisonnemeul  geomelrique  ou  mecanigue,  tnais  seüle- 
ment  des  Operations  algebriques  assujeties  ä  une  marche  reguliere  ei  uniforme^^. 
{Mecanigue  analyligue,  Paris  1788,  AverLl,  neueste  Aufl.  1855.)  Den  Ansgaogs- 
pnnkt  bildet  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  Der  Darstellang 
von  Lag  ränge  folgen  noch  jetzt  eine  Reihe  der  gebräuchlichsten  Lehr- 
bücher der  theoretischen  Mechanik. 

Die  Wiederaufnahme  der  rein  geometrischen  Untersuchungen  (VIII) 
durch  Monge  (1746  — 1818),  den  Schöpfer  der  darstellenden  Geometrie,  and 
seine  Schüler  konnte  nicht  ohne  Einfluss  auch  auf  die  Mechanik  bleiben. 
Im  Jahre  1804  erschienen  die  ^^^lements  de  Slatigue^^  von  Po  in  so  t,  worin 
im  Gegensatz  zu  Lagrange  vertreten  wird,  ,,que  tous  les  theorimes  de  la 
Slatique  rationelle  ne  sont  plus  au  fond  que  des  theorimes  de  GeomStrie"  (8.  Anfl. 
S.  19;  11.  Aufl.  1873).  Die  Arbeit  war  nur  der  Anfang  einer  Reihe  von  Ab- 
handlungen, in  welchen  die  Vortheile  der  synthetischen  Entwickelung  und 
geometrischen  Anschauung  der  Mechanik  vertheidigt  und  durch  die  wich- 
tigsten Resultate  sehr  schlagend  deroonstrirt  wurden.  ^ 

Um  diese  Zeit  standen  sich  die  Ansichten  über  die  zweckmässigste  Be- 
handlnngsweise  mathematischer  Probleme  sehr  schroff  gegenüber.  Gar  not 
(1753 — 1823),  dem  doch  die  neuere  Geometrie  nicht  geringe  Anregung  ver- 
dankt, giebt  tiberall  der  Analysis  den  Vorzug,  denn  die  Synthesis  y,est 
r estrein fe  par  la  nature  de  ses  procSdes;  eile  ne  peut  jamais  perdre  de  vue  son 
objei ,  il  faul  que  cet  objet  s'offre  toujours  ä  fesprit,  rSel  et  net,  ainsi  que  tous  les 
rapprochemens  et  combinaisons  qu'on  en  fait".  {Geometrie  de  position,  Paris  1803, 
Dissert.)  Was  hier  der  synthetischen  und  geometrischen  Untersuchung  znm 
Vorwurf  gemacht  wird,  hält  P  o  i  n  s  o  t  für  ihren  ganz  besondern  Vorzug:  „O/i 
peut  bten  par  ces  calculs  plus  ou  moins  longs  et  compligues  parvenir  ä  determiner 
le  Heu  ou  se  trouvera  le  corps  au  bout  d'un  temps  donne,  mais  on  le  perd  entiere- 
ment  de  vue,  tandis  qu*on  voudrail  Vobserver  et  le  suivre^  pour  ainsi  dire,  des  yeux 
dans  iout  le  cours  de  sa  rotation*^  {Theorie  nouv,  d,  /.  rot,d.  corps j  Auszug  in 
J^L  d.  Stat.  VlIL  e'd,  p,  486,  vollst.  Liouville,  Journal  etc,  XVL) 

Das  Vorgehen  Poinsot's  fand  zahlreiche  Freunde.  In  Deutschland, 
wo  die  geometrischen  Studien  in  den  zwanziger  Jahren  einen  ganz  ausser- 
ordentlichen Aufschwung  genommen  hatten,  schrieb  Mob  ins  sein  „Lehr- 
buch der  Statik".  Die  Mechanik,  wie  auch  die  Geometrie  erhielt  durch  dies 
Werk  die  wichtigsten  Bereicherungen.  Möbius  giebt  stets  der  synthe- 
tischen Betrachtung  den  Vorzug  und  sucht  auch  analytisch  gefundene  Sätze 
geometrisch  zu  erläutern,  „Beides  aus  dem  Grunde,  weil  bei  Untersuchungen, 
welche  räumliche  Gebilde  betreffen,  die  geometrische  Betrachtang  eine 
Betrachtung  der  Sache  an  sich  selbst  und  daher  die  natürlichste  ist,  während 
bei  einer  analytischen  Behandlung,  so  elegant  diese  auch  sein  mag,  der 
Gegenstand  sich  hinter  fremdartigen  Zeichen  verbirgt  und  damit  unserem 
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Aoge  mehr  oder  weniger  verloren  gebt".    (Lehrb.  d.  Statik,  Leipzig  1837, 
Vorr.  IV). 

Selbst  im  analytischen  Verfahren  trat  die  geometrisch^  Anschauung 
mehr  und  mehr  in  den  Vordergrund.  —  Von  allen  Seiten  ging  man  an  die 
Ausbildung  der  Kinematik,  der  Lehre  von  der  Bewegung  ohne  Rücksicht 
auf  die  Ursachen  derselben.  Bleibt  doch  nach  Abstraction  von  der  Energie 
der  Bewegung  nur  noch  die  Bahn,  also  die  eigentliche  Geometrie  (kine- 
matische* Geometrie  oder  Geometrie  der  Bewegung)  übrig.  Die 
Untersuchungen,  welche  durch  Chasles,  Möbius,  Rodrigues,  Jon- 
quieres  u.  A.  eingeleitet  worden,  werden  jetzt  noch  weitergeführt,  und 
wenn  es  mit  Hilfe  der  Geometrie  gelungen  ist,  der  Theorie  der  Bewegung 
unveränderlicher  Systeme  eine  gewisse  Abrundung  zu  ^ben ,  so  liegt  die 
geometrische  Bewegungslehre  gesetzmässig  veränderlicher  Systeme  (zu  wel- 
chen auch  die  biegsamen  und  elastigen  gehören)  noch  gänzlich  darnieder. 
Zur  Erledigung  solcher  Partien  der  Mechanik  wird  die  Anwendung  der  syn- 
thetischen Geometrie  nöthig  sein,  denn  sie  bilden  ihrem  Grundgedanken 
nach  eine  Theorie  der  Verwandtschaft  der  Systeme.* 

Bei  Vergleichung  der  beiden  Behandlungsweisen  der  Mechanik  bestreitet 
Niemand ,  dass  an  sich  der  synthetischen  Lösung  der  Vorzug  gebührt.  Wo 
sie  möglich  ist,  erhält  man  viel  umfassendere  Aufschlüsse  über  die  Natur 
der  Erscheinungen,  indem  alle  Eigenschaften  derselben  durch  directe 
Uebertragung  aus  den  einfachen  und  geläufigen  Wahrheiten,  von  denen 
man  ausgeht,  folgen.  Bei  analytischen  Untersuchungen  müssen,  selbst 
wenn  es  gelungen  ist,  die  definitiven  Gleichungen  zu  erhalten,  die  wirk- 
lichen Gesetze  oft  noch  nachträglich  und  einzeln  gefunden  werden,  ob- 
schon  sie  alle  in  den  Gleichungen  enthalten  sind. 

Indessen,  nichtimmer  ist  es  möglich,  den  synthetischen  Gang  festzuhalten. 
Von  der  ersten  Wahrheit  führen  die  Wege  nach  allen  Richtungen  und  es  bedarf 
einer  besondem  Findergabe,  das  Ziel  zu  erreichen.  Da  hilft  uns  nun  die  Ana- 
lysis  mit  ihrem  reich  ausgebildeten  Methodenschatz  und  da  ist  für  die  Geo- 
metrie selbst  „der  Vortheil  nicht  zu  unterschätzen,  den  ein  gut  angelegter 
Formalismus  der  Weiterforschung  dadurch  leistet,  dass  er  gewissermassen 
dem  Gedanken  voranseilt.  Es  ist  zwar  immer  an  der  Forderung  festzuhalten, 
dass  man  einen  mathematischen  Gegenstand  nicht  als  erledigt  betrachten 
soll,  so  lange  er  nicht  begrifflich  evident  geworden  ist,  und  es  ist  das  Vor- 
dringen an  der  Hand  des  Formalismus  eben  nur  ein  erster,  aber  schon  sehr 


*  Vergl.  Schell,  W.,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  Leipzig  1870. 
Von  hierher  gehörigen  Untersuchangen  exisilren  bis  jetzt  nur:  Barmester,  Kine- 
matisch-geometrische Untersachnngen  der  Bewegung  ähnlich -veränderlicher  ebener 
Systeme  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1874,  S.  155),  und  die  dort  angeführten  über 
specielle  kreislinige  Bewegung  solcher  Systeme  von  Durand  [Nouv,  Ann,  d.malh,, 
2.  sirie  Fly  60),  von  Wiener  {Annali  di  matematiea,  2.  seria  I,  i39)^und  von  A  f  f  o  1 1  e  r 
(Archiv  d.  Math.  u.  Phys.,  55.  Thl.  S.  171).  ^  , 
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^richtiger  Schritt"  (F.  Klein,  Vergleichende  Betrachtungen  über  nenere 
geometrische  Forschungen,  Erlangen  1872,  S.  41).  —  Die  Rechnungsopera- 
tionen  sind  allerdings  nicht  die  Hauptsache,  sondern  nur  das  Werkzeug, 
aber  ein  ganz  vorzügliches  Werkzeug,  das  fast  tiberall  angewandt  werden 
kann  und ,  vermöge  seiner  Verbindung  mit  einem  ausgedehnten  und  selbst- 
ständigen Mechanismus,  häufig  nur  angesetzt  zu  werden  braucht,  um  von 
selbst  zu  wirken.  Die  eigentliche  Analyse  arbeitet  zwischen  den  einzelnen 
Operationen  und  auf  Grund  der  Rechnungsresultate. 

Ohnedies  kann  sich  ja  auch  die  geometrische  Mechanik  nie  ganz  von 
den  analytischen  Formeln  und  Operationen  befreien.  Denn  wenn  es,  mit 
Bezug  auf  das  Beispiel  von  Poinsot,  ungemein  intei'essant  und  nützlieh 
ist,  dem  Körper  auf  dem  ganzen  Wege  seiner  Rotation  zu  folgen,  so  ist  dies 
doch  praktisch  von  geringerem  Interesse  und  es  bleibt  eben  die  Hauptauf- 
gabe ,  „d  delerminer  le  Heu  ou  se  trouvera  le  corps  au  haut  (Tun  temps  donne^^. 

Gegenwärtig  lassen  alle  Mechaniker,  welche  beide  Behandlungsweisen 
kennen,  das  Gute  an  beiden  gelten ,  sie  ergänzen  sich  einander.  Manchmal 
muss  man  gar  im  Laufe  derselben  Untersuchung  den  allgemeinen  analyti- 
schen Gang  durch  synthetische  Ableitungen  unterbrechen  und  umgekehrt. 
Und  so  können  wir  diese  Betrachtung  mit  dem  Satze  schliessen,  wodureh 
Schell  seine  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte*'  einleitet:  „Beide 
Methoden,  die  analytische  und  die  synthetische,  sind  vereint  allein  im 
Stande,  der  Mechanik  die  Schärfe  und  die  Klarheit  zu  verleihen,  welche 
heutzutage  alle  mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen." 

III. 

Geometrische  Statik. 

Die  Statik  ist  ein  specieller  Fall  der  Dynamik;  sie  wurde  früher 
stets  unabhängig  von  der  letzteren  behandelt.  Dafii  d^Alembert'sche 
Princip  giebt  die  Möglichkeit,  die  Problome  der  Dynamik  auf  diejenigen 
der  Statik  zurückzuführen.  In  der  technischen  Mechanik  wird  diese 
Trennung  noch  jetzt  aufrechterhalten,  und  zwar,  wegen  der  ziemlich  streng 
geschiedenen  Fächer,  in  denen  die  beiderseitigen  Anwendungen  auftreten, 
und  wegen  der  dadurch  erreichten  Einfachheit,  mit  Recht. 

Nach  der  Mechanik  der  Alten,  wie  sie  sich  in  den  mathematischen 
Sammlungen  des  Pappus  findet,  geschah  der  erste  grosse  Schritt  zur  jetzi- 
gen geometrischen  Statik,  als  Simon  Stevinus  (1548 — 1603)  die  Grösse 
und  Richtung  von  Kräften  durch  gerade  Linien  darstellte.  Stevin  selbst 
gab  einen  Beweis  von  der  Bedeutung  seiner  Methode  in  dem  mittels  der- 
selben gefundenen  Satze,  dass  drei  auf  einen  Punkt  wij-kende  Kräfte  sich 
das  Gleichgewicht  halten ,  wenn  sie  parallel  und  proportional  den  drei  Sei- 
ten eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind.  {D^  Peghinselen  der  Weegkonst  s. 
Slalica,  1586.)  ^  , 
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Eine  Hanptetappe bildete  dann  die  Aafätelluug  des  Parallelogramms 
der  Kräfte  durch  Newton  (1642  — 1727).  Die  Vereinigung  zweier 
Geschwindigkeiten  in  besonderen  Fällen  war  schon  den  Alten  bekannt, 
Galilei  Diacht  Gebrauch  davon  für  zwei  rechtwinklig  zueinander  gerichtete 
Geschwindigkeiten,  auch  bei  Descartes,  Roborval,  Mersenne,  Wal- 
lis kommen  Beispiele  vor;  aber  der  Fundaraontalsatz  war  erst  vorhanden, 
als  Newton  die  Theorien  der  speciellen  Wirkungen  durch  die  Bezeichnung 
der  allgemeinen  Ursache  ersetzte.  {Philosophiae  naturalis  principia  maihe- 
malica,  London  1687,  3.  Gesetz  Zusatz  2;  deutsch  von  Wo  1  fers,  Berlin 
1872.) 

Varignon  hatte  in  seinem  Projel  d*une  nouvelle  Mecanique  im  gleichen 
Jahr  1687  and  unabhängig  von  Newton  das  Princip  von  der  Zusammen- 
setzung der  Bewegungen  zum  ersten  Male  allgemein  ausgesprochen 
und  angewandt;  ei*  ging  in  der  .^Nouvelle  Mecanique  ou  Stalique,  dont  le  projel 
ful  donne  en  1687^*  (nach  seinem  Tode  herausgegeben,  Paris  1725)  mittels  des 
ersten  Axioms,  „Z^5  effels  sonl  toujours  proporlionneJs  ä  leurs  causes  ou  forces 
proditctrices'*  zur  Zusammensetzung  der  Kräfte  über. 

Die  Statik  von  Varignon  ist  rein  geometrisch.  Er  setzt  nichts  weiter 
voraus,  als  Buch  1—6  und  11  des  Euklid  und  erklärt  selbst  die  Bedeutung 
der  +  und  —Zeichen.  Aber  in  diesem  Werke,  dem  ersten  auf  das  Paral- 
lelogramm der  Bewegungen  und  Kräfte  begründeten,  erhalten  wir  das 
Kräftepolygon  und  Seilpolygon  i^Funicxilaire,  Seclion  77),  als  deren 
Ausbildung  und  Anwendung  fast  die  ganze  graphische  Statik  anzusehen  ist. 
Varignon  sah  den  Werth  des  Seilpolygons  voraus  und  gab  es  als  siebente 
der  einfachen  Maschinen. 

Nach  dem  grossen  Interim  der  Geometrie  schrieb  Monge  einen 
„Traile  elementaire  de  Slatique'^  (Paris  1786,  7.  Aufl.  1835).  Das  Werkchen 
beansprucht,  zum  ersten  Mal  Alles  zu  enthalten,  was  sich  in  der  Statik  syn- 
thetisch ableiten  lasse.  In  den  späteren  Ausgaben  heisst  es ,  dass-  man  die 
synthetische  Statik  ebenso  vor  der  analytischen  behandeln  solle,  wie  die 
Elementargeometrie  vor  der  analytischen  Geometrie.  So  sei  das  Werkchen 
von  Monge  die  nothwendige  Vorbereitung  aufPoisson's  „Traue  de  me- 
canigue"^  (Paris  1811). 

Den  grössten  Einfiuss  auf  die  Entwickelung  der  geometrischen  Statik 
übte  P eins ot  aus.  Durch  die  Einführung  der  Kräftepaare  war  es  ihm 
gelungen ,  das  Fundamentalproblem  von  beliebig  vielen  auf  einen  Körper 
wirkenden  Kräften  in  elegantester  Weise  zu  Vöseu  {Clements  de  Slaiique,  Paris 
1864 ,  und  Memoire  sur  la  compositiön  des  moments  et  des  aires  dans  la  Meca- 
nique^ den  späteren  Auflagen  des  ersten  Werkes  beigeheftet),  und  Chasles 
ergänzte  die  Lösung  durch  den  Nachweis,  dass  der  Inhalt  des  Tetraeders, 
welcher  durch  die  beiden  resultirenden  Kräfte  bestimmt  ist,  ein  constanter 
sei,  man  Q.öge  zusammensetzen,  wie  man  wolle.  (Vergl.  Begründung  und 
Zusätze  von  MöbiusinCrelle's  Journal  IV,  179.) 
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Unter  den  Händen  von  Möbius  sind  Geometrie  und  geometrische 
Statik  fast  vollständig  miteinander  verwachsen  (Lehrbuch  der  Statik,  Leip- 
zig 1837).  Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  späteren  Anwendungen  war 
die  Einführung  der  Kegel  der  Z  eichen.  Die  einfachsten  Begriffe  davon 
waren  schon  im  vorigen  Jahrhundert  vorhanden.*  Möbius  erkannte  ihre 
Bedeutung,  dehnte  sie  0uf  die  Bezeichnung  des  Inhalts  von  Dreiecken, 
Vielecken  und  dreiseitigen  Pyramiden  aus  und  wandte  sie  systematisch  an 
(Barycentrischer  Calcul,  Leipzig  1827,  besond.  SS  17  —  20,  165,  171;  Ver- 
handlungen d.  königl.  Sachs.  Akad.  d.  Wissensch.  1865,  S.  31). 

Neue  Anregung,  einen  ausgedehnten  Wirkungskreis  und  vielfache  Be- 
reicherung erhielt  die  geometrischeStatik  mit  Begründung  der  gra> 
phischen  Statik  durch  Culmann. 

IT. 

Daa  graphische  Bechnen. 

Die  ausgedehnteste  Anwendung  findet  die  Statik  im  Ingenieur- 
wesen. Dabei  kommt  es  nicht  nur  darauf  an,  allgemeine  Eigenschaften 
der  Gestalt  und  Lage  abzuleiten,  es  sind  in  der  grössten  Anzahl  Fälle 
metrische  Verhältnisse,  welche  verlangt  werden.  Allgemeines  über  die  letz- 
teren können  wir  im  Allgemeinen  nur  mittels  algebraischer  Formeln  und 
Operationen  erhalten  (I).  Die  rein  graphische  Theorie  der  Bauwerke  ent- 
behrt also  insofern  noth wendig  der  Vollständigkeit,  als  sie  nirgends  gemein- 
giltige' Aufschlüsse  über  metrische  Beziehungen  giebt. 

Indessen  der  praktische  Ingenieur  hat  es  mit  speciellen  Aufgaben 
zu  thifn,  Dimensionen  und  angreifende  Kräfte  sind  in  Zahlen  gegeben. 
Die  Geometrie  konnte  keine  allgemeinen  Massbeziehungen  liefern,  weil 
die  Eesultate  immer  Conscquenzen  der  verzeichneten  Abmessungen  der 
Figur  waren.  Verzeichnen  wir  nun  aber  die  einem  bestimmten  Falle 
entsprechenden  Abmessungen,  so  können  wir  ein  für  diesen  Fall 
giltiges  Resultat  erhalten.  Es  bleibt  nur  zu  zeigen,  wie  wir  es  erhal- 
ten: mit  den  hierher  gehörenden  Methoden  beschäftigt  sich  das  gra- 
phische Rechnen  und,  jedoch  nicht  ausschliesslich,  die  graphische 
Statik.  Sobald  nun  von  den  speciellen  Massverhältnissen  der  Figuren 
wirklich  praktischer  Gebrauch  gemacht  werden  soll,  hängt  Alles  von  mög- 
lichst exacter  Zeichnung  ab.  Eine  Vorbedingung  für  die  Anwendung  der 
graphischen  Methoden  ist  ^Iso  die  Gewandtheit  im  Umgang  mit  Zirkel  und 
Lineal,  die  geometrische  Zeichnenkunst,  die  aber  gerade  beim  Ingenieur 
vorhanden  ist. 


*  Möbius  deutet  d{g!>auf  hin  und  es  findet  sich  z.B.  die  Gleichung  Aß-h  BA^-Q 
bei  Kästner,  Geometrische  Abhandlungen,  I.  Samml.  1700,  S.  464. 
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Der  Gedanke,  welcher  dem  graphischen  Rechnen  zu  Grunde  liegt,  ist 
einfach.  Den  Modificationen  der  Zahlen  im  numerischen  Rechnen  ent- 
sprechen immer  Modificationen  der  Grössen,  welche  sie  vertreten.  Das 
Mass  einer  Grösse  kann  aber  ebenso  gut  durch  eine  gerade  Strecke,  wie 
durch  eine  Zahl  dargestellt  werden,  indem  an  Stelle  der  Zahleneinheit  die 
lineare  Einheit  des  Maasstabes  (ec helle)  tritt.  Um  ein  graphisches  Rech- 
nen zu  ermöglichen,  sind  noch  die  den  arithmetischen  Operationen  ent- 
sprechenden Modificationen  der  linearen  Strecken  nöthig,  und  diese  liefert 
die  Geometrie.  Sie  bestehen  in  graphischen  Constructionen  und  beruhen 
auf  bekannten  Eigenschaften  geometrischer  Figuren.  Der  Massstab  liefert 
das  Mittel,  jede  in  Zahlen  gegebene  Grösse  sofort  in  eine  lineare  Strecke 
umzusetzen,  und  umgekehrt,  jedes  graphisch  erhaltene  Resultat  sofort  in 
Zahlen  auszudrücken. 

Die  graphische  Ableitung  in  Zahlen  verlangter  oder  berechenbarer 
Grössen  ist  natürlich  nichts  Neues.  Von  dem  Tratte  de  Gnomonique  des  de 
la  Hire  (1682)  bis  zur  Gdometrie  descHpiive  von  Monge  (1788)  und  weiter 
sind  hier  bedeutende  Leistungen  zu  verzeichnen.  Das  graphische  Rechnen 
soll  aber  weiter  gehen.  Es  handelt  sich  darum ,  einen  Formalismus  zusam- 
menzustellen, der  nicht  nur  zur  Auffindung  von  Maassen  räumlicher  Ge- 
bilde dienen  kann,  sondern  der  gerade  so,  wie  das  numerische  oder  Buch- 
stabenrechnen, unabhängig  von  concreten  Verbältnjssen,  überall  anwendbar 
ist.  Es  handelt  sich  ferner  darum,  die  Resultate  (auch  Producte  und  Poten- 
zen) als  nach  einem  gewissen  Massstab  in  Zahlen  umsetzbare  gerade 
Strecken  zu  erhalten  (weshalb  die  Flächen  Verwandlung  eine  Hauptrolle 
im  graphischen  Rechnen  spielt).  So  war  die  Aufgabe,  wie  sie  sich  zuerst 
Cousinery  stellte  und  deren  Lösung  er  versuchte  in  seinem  ^^Calcul  par  le 
iraiP*  {ses.  elements  et  ses  applications ,  Paris  1839). 

Cousinery  führte  auf  die  graphischen  vier  Species,  das  Potenziren, 
Radiciren,  die  Proportionen,  Progressionen,  mit  Anwendungen  auf  das  Mass 
der  Linien,  Oberflächen,  Guben,  auf  die  graphische  Interpolation  und  auf 
Bestimmung  der  Stärke  von  Stützmauern  und  Widerlagern.  Die  Darstel- 
lung ist  natürlich  noch  durchaus  nicht  vollständig,  aber  sie  leidet  auch  an 
einer  Breite  und  Umständlichkeit,  mit  welchen  die  zu  Tage  geförderten 
Resultate  in  keiner  Weise  Schritt  halten.  Es  klingt  etwas  komisch,  wenn 
Cousinery  die  bei  der  Herausgabe  des  Calcul  par  le  trait  schon  vorhande- 
nen graphischen  Lösungen  Poncelet's  (MSmoire  sur  la  stabilite  des  revdte- 
mentSf  im  Memorial  de  Voff,  du  genie  All,  XIII,  XIV)  als  elegante  Beispiele 
seines  graphischen  Rechnens  reclamirt  (S.  243). 

Indem  Cousinery  die  Anwendung  der  Geometrie  auch  auf  einem 
Gebiete  zeigen  und  erleichtern  wollte,  wo  die  Analysis  bis  dahin  Allein- 
herrscherin war,  handelte  er  ganz  im  Sinne  seiner  Zeit,  ohne  allerdings  von 
den  Mitteln  Gebrauch  zu  machen,  welche  sie  ihm  zur  Verfügung  stellte. 
Culmann  sagt:  „Spurlos   waren  an  ihm  die  schon  1832  veröffentlichten 
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f'y'*,2  v*r^i.'.rrir  »:i  p^'^ri^^i  '!::.zi  r."  i>  i.::-i:fi  it  j'.J^:^ .'m  p'.lärf  (vgl. 
-iaf  -  '.♦T  Chuil*  i  ^  A:  ^*  •  .  '-  :  :  -: .  --^  f^r. .   i*-  zu  :'i  t.  S  :  1  z  ke ,  5. 134 ,  192), 

Wt/iLi  C'-::*Ii.^rv  t:i.  i*rr  Frysiritire  ri:i  =.:rb;  tdi;  der  neueren 
0*Mt*:::Ie  G«:  vri-:'.!  -:.4iLi,  \*\  W.il\  l^^^rei/l;:'::.  Die  AtilUiiiiig  der  Geo- 
K,*;trl*:  g«:iö:-*L  diL.ft't.  »^  LorL  Lr-te,  :i.  Te^^:L:*^irI.ea,  fast  nnabKangig 
ror.e^r^i.ier  %^B*!r:;.^Ll^L  liLLt-:.?^:^  ::;:i  C  -Uiinery  seilst  hatte  dmsVer- 
^r.-^*:n,  k'tii.k  ..^^K'.rr.K'.rit  frrip€-:Uzt^'  Paris  l»2^^  d:ircL  die  Berichterstatter 
«  r  Akadf:.v.:e,  F  j  e  » i;  e  1  Tzi.d  31  a  t :  L :  e  a ,  ali  cen  imi  geistreich  bezeichnet, 
t'.wie  aQ'.L  ci'-rcL  CLa&Ies  LerTcr^eLolen  za  sehen.*  Er  suchte  also 
u9^*S*i'.\th  itlu  e;^':Le  3Ie:Lode  zu  eLtvizkelo  CDd  fruchtbar  zn  machen ,  nm 
*<p  ifi*rLr,  ab  *:'jL  zu  aW&^r  Zeh  die  Beieai::ng  der  ver^chie Jenen  im  Werden 
\A'ff^t\Z<:i,Hu  Zweite  der  Geoaietrle  noch  nicht  wie  heute  übersehen  Hess. 
.SodauD  »clirieb  der  Jn/jtrne^jtr  en  chef  B.  E.  Cousinery  ausgesprochener- 
ttiaajij»en  für  seine  Collegen  nixd  glaubte  die  Kenntuiss  der  neuesten  Unter- 
suchungen, selbst  der  seiLigen,  nicht  ohne  Weiteres  Yoranssetzen  zu  dürfen, 
daher  die  zwih'.benfallenden  Ableitungen. 

Wir  erwähnen  diese  Verhältnisse  ausführlich,  weil  damit  ein  noch  jetzt 
vorhandener  Punkt  der  Discufe^ion  berührt  wird.  Denn  die  Einführung  der 
neuern  Geoinetrie  in  die  graphischen  Methoden  durch  Culmann  ist  noch 
Zf>  Jahre  nach  Cousinery  ein  Ilaupthindernias  der  schnellen  Verbreitung 
dieser  3Iethoden  geworden  und  alle  Techniker,  welche  sich  nach  Culmann 
mit  ihnen  beschäftigten,  sind  wieder  d^von  abgegangen,  womit  wir,  beiläufig 
bemerkt,  nicht  immer  einverstanden  sind  (VII,  IX). 

Nach  Cousinery  hat  sich  Niemand  mit  dem  graphischen  Rechnen  als 
solchem  beschäftigt,  bis  ihm  Culmann  eine  Stelle  in  seiner  graphischen 


•  WttM  die  Ncubeit  betrifft,  so  ist  dieselbe  nicht  unbestritten.  Nach  Fiedler 
nitid  di<:  '«nindHUHcbauun^^en  bereits  vollständig  enthalten  in  Lambert  *s  berühmtem 
WctKc:  Diu  freie  Perspective  (Zürich  1750,  II.  Theil  1774.  Vergl.  Fiedler,  Die 
darMtoIlcnde  Geometrie,  B.  581).  AuchPoncelet  findet  die  Beurtheilung  der  G^ 
nUtrie  pt/räpective  durch  Ob  asle  s  nicht  zutreflFend  (vergl.  TraiU  despropr,  proj^  IL  ed. 
Ib05,  p.4l2). 
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Statik  anwies.  Die  Darstellang  ist  hier  bei  Weitem  besser  und  vor  allen 
Dingen  kürzer.  Die  Anschauung  der  Regel  der  Zeichen,  welche  Cousi- 
nery  noch  unbekannt  war,  tritt  sofort  hervor.  Anstatt  so  unzeitiger  und 
umständlicher  Entwickelungen,  wie  die  graphische  Interpolation,  sind  einige 
Beispiele  aus  der  Praxis  des  Ingenieurs  gegeben,  wo  allein  eine  Anwendung 
des  graphischen  Rechnens  denkbar  ist.  Unter  diesen  ist  besonders  das 
Massen nive'llement  hervorzuheben,  welches  von  dem  bayrischen  Sec- 
tionsingenieur  Brückner  erdacht  wurde.  Bei  den  grossen  Erdarbeiten  im 
Strassen-,  Canal*  und  Eisenbahnbau  zeigt  es  nicht  nur  am  deutlichsten  die 
Verwendungsart  der  Massen ,  die  Ausdehnung  der  Transportsectionen ,  die 
beste  Anordnung  der  Erdtransporte,  sondern  lässt  auch  bei  Gebrauch  des 
Planimeters  die  Transportkosten  entnehmen.  (Vollständigste  Darstellung : 
Eickemejer,  Das  Massennivellement  und  sein  praktischer  Gebraucb, 
Leipzig ,  Teubner,  1871.) 

Für  Fernerstehende  konnte  es  nun  scheinen,  als  ob  das  graphische 
Rechnen  im  Ingenieurwesen  eine  ausserordentliche  oder  bedeutende  Rolle 
spielen  sollte.  Dieser  Umstand  und  die  unterhaltenden  Aufgaben ,  welche 
sich  bei  dem  Umfange  der  Arithmetik  natürlich  mit  Leichtigkeit  darboten, 
führten  der  Arithmographie  manche  Freunde  zu.  Einige  Publicationen 
suchten  das  Vorhandene  auszubilden  oder  weitere  Kreise  dafür  zu  gewinnen, 
ohne  wesentlich  Neues  zu  liefern  (H.  Egg  er  s,  Grundzüge  einer  graphi- 
schen Arithmetik,  Schaff  hausen  1865;  J.  Schlesinger,  Ueber  Potenzcur- 
ven,  in  Zeitschr.  d.  österr.  Arch.-  u.  Ing. -Vereins  1866;  E.  Jäger,  Das 
graphische  Rechnen,  Speier  1867;  E.  Stamm,  Sul  calcolo  grafico^m  Rendi- 
conti  del  B.  Istituio  Lombarde y  Fase,  VI;  K.  v.  Ott,  Grundzüge  des  graphi- 
schen Rechnens  und  der  graphischen  Statik,  Prag  1871). 

In  neuester  Zeit  ist  zu  den  Methoden  des  graphischen  Rechnens  noch 
die  Derivation  und  Integration  gekommen.  Eine  Abhandlung  von  Solin 
zeigt  die  erstere  genau ,  soweit  es  die  Hilfsmittel  des  Zeichnens  erlauben, 
die  letztere  approximativ  (Ueb.  graph.  Integr.,  ein  Beitr.  z.  Arithmographie, 
in  Abb.  d.  königl.  böhm.  Gesellsch.  d.  Wissensch. ,  VI.  Folge  5.  Bd. ,  Sepa- 
ratabdr.  bei  Rivnac,  Prag  1871).  Zu  bemerken  ist,  dass  Beispiele  doppelter 
Integration  und  Derivation  schon  im  Jahre  1868  von  Mohr  gegeben  wurden. 
Die  graphische  Construction  der  elastigen  Linie  und  die  Bestimmung  der 
Stützenmomente  am  continuirlichen  Träger  sind  im  Wesentlichen  als  solche 
zu  betrachten  (Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisenconstructio- 
nen,  in  Zeitschr.  d.  hannöv.  Ing.  -  u.  Arch. -Vereins ,  1868,  S.  19,  voder  W. 
Ritter,  Die  elastige  Linie,  Zürich  1871). 

Wir  gaben  alles  hierher  Gehörige,  wie  es  uns  entgegentrat.  Was  nun 
die  wirkliche  Bedeutung  des  graphischen  Rechnens  als  selbstständige 
Disciplin  betrifft,  so  wird  dieselbe,  wie  wir  glauben,  sehr  oft  übertrieben. 
Der  theoretische  Werth  ist  nicht  viel  über  Null,  denn  graphische  Darstel- 
lungen oder  Constructionen ,  wie  sie  das  graphische  Rechnen  giebt ,  Jj^ieten 
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in  keiner  Beziehung  etwas  Neues.  Das,  was  als  praktische  Anwendaogen 
des  graphischen  Rechnens  gezeigt  wird,  kann  ganz  einfach  auf  die  Geo- 
metrie direct  begründet  werden  und  ist  nirgends  als  Folge  des  graphischen 
Rechnens  gefanden  worden.  Hält  man  es  für  zweckmässig,  auf  einige  all- 
gemeine Gesichtspunkte  vor  diesen  Anwendungen  aufmerksam  zu  machen, 
so  lässt  sich  alles  Wünschenswerthe  bequem  auf  zehn  Seiten  Octav  geben. 


Im  Anschlnss  ans  graphische  Rechnen  könnten  erwähnt  werden  eine 
Reihe  von  graphisch  rechnenden  Instrumenten,  von  denen  die  bekanntesten 
das  Flanimeter  und  der  Rechenschieber  sind.  ,Die  Wirkung  des  Planimeters 
ist  im  Sinne  des  graphischen  Rechnens  eine  Flächenverwandlung,  es  wird 
auf  eine  constante  Basis  reducirt;  der  Rechenschieber  kam  erst  in  neuester 
Zeit  in  ausgehnteren  Gebrauch  und  erlaubt,  alle  numerischen  Operationen 
inclusive  des  Logarithmirens  mittels  eines  Schiebers,  der  in  einer  Nute  laaft, 
zu  vollbringen.  Die  Literatur  solcher  Instrumente,  besonders  des  Plani- 
meters,  ist  bereits  derart  vollständig  (vergl.  Favaro,  Bibliographie  der 
mech,  Planimetrie,  1815  —  1872,  in  Allg.  Bauz.  v.  Förster  1873,  S.  105), 
dass  es  überflüssig  wäre,  auch  hier  näher  auf  dieselben  einzugehen,  nnd 
führen  wir  zuf  Orientirung  über  die  beiden  genannten ,  für  den  Ingenieur 
wichtigen  Instrumente  nur  an:  Fischer,  „Die  mechanische  Planimetrie, 
ihre  geschichtl. ,  theoret.  u.  prakt.  Bedeut.*',  in  „Schweiz,  poljt.  Zeitschr." 
1868,  und  K.  v.  Ott,  „Der  logarithmische  Rechenschieber,  Theorie  u.  6e- 
brauch  dess.**,  Prag  1873. 

V. 

Die  graphische  Darstellung. 

Zu  den  graphischen  Darstellungen  im  weitesten  Sinne  des  Wortes 
gehört  jedes  durch  Schreiben  oder  Zeichnen  hervorgebrachte  sichtbare  Re- 
sultat. Der  geschriebene  Satz  ist  die  graphische  Wiedergabe  des  Inhalts 
eines  Gedankens,  der  gezeichnete  Strich  die  graphische  Andeutung  des 
Begriffes  der  Linie.  In  solcher  Allgemeinheit  haben  wir  die  graphischen 
Darstellungen  hier  nicht  zu  betrachten. 

Unter  graphischer  Darstellung  im  engern  Sinne  versteht  man 
ein  durch  Zeichnung  erlangtes  Bild  der  Verschiedenheit  oder  Abhängigkeit 
von  Zahlengrössen.  In  diesem  Sinne  kann  man  in  der  reinen  Geometrie 
nicht  von  graphischen  Darstellungen  sprechen;  dagegen  wurden  die  letzte- 
ren durch  Vieta  (1540 — 1603)  in  die  Analjsis  eingeführt  (Chasles,  Apercu 
historique,  dtsch.  S.  49).  Die  Figur  unterstützt  die  Vorstellung,  die  Gleich- 
ung fasst  die  Merkmale  der  Erscheinung  zusammen  (I)  und  wahrt  die  Un- 
abhängigkeit von  den  verzeichneten  Abmessungen.  So  wurde  die  Anschau- 
lichkeit der  Geometrie  mit  der  Fruchtbarkeit  derAnaljsis^^^erbundjen. 
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Wird  die  graphische  Darstellung  auf  Ornnd  einer  Anzahl  passend 
gewählter  and  berechneter  Einzel werthe  entworfen,  so  können  auch  die 
zwischenliegenden  Werthe  direct  abgegriffen  und  mittels  des  Maasstabes  in 
Zahlen  umgesetzt  werden.  Die  graphische  Darstellung  vertritt  dann  zu- 
gleich die  numerische  Tabelle.  Derartige  Anwendungen  kommen  in  der 
Technik  vielfach  vor;  wir  erinnern  nur  beispielsweise  an  die  graphische 
Darstellung  der  Maximalmomente  und  Maximalschubkräfte  am  continuir- 
liehen  Träger,  sowie  an  die  graphischen  Eisenbahnfahrpläne,  woraus  alle 
Abfahrtzeiten,  Entfernungen,  Aufenthalte,  Geschwindigkeiten  und  Kreu- 
zungen ersichtlich  sind.  (lieber  die  Begriind.  ders.  vergl.  Schell ,  Theorie 
d.  Bew.  u.  d.  Kräfte,  S.  106). 

Waren  die  Einzel  werthe  mittels  einer  Formel  berechnet,  so  giebt 
ihre  Verbindung  in  der  Zeichming  ein  Bild  des  Gesetzes ,  welches  die  For- 
mel vertritt.  Sind  aber  nur  die  Einzelwerthe  bekannt,  etwa  beobachtet, 
so  kann  die  Zusammenstellung  auf  das  Gesetz  schliessen  lassen,  welches  die 
ersteren  verbindet.  Auf  solche  Weise  trägt  die  graphische  Darstellung  bei 
zur  Ableitung  von  Erfahrungsformeln  und  indirect  zum  Auffinden  der 
genauen  Beziehungen^  Diese  Anwendungen  kommen  in  allen  Theilen  der 
angewandten  Mathematik  vor,  so  besonders  in  Astronomie  und  Meteorologie. 

Nur  nebenbei  mag  daran  erinnert  werden,  dass  die  graphische  Darstel- 
lung auch  in  der  Statistik  eine  wichtige  EoUe  spielt.  Sie  hat  dann  oft  nur 
den  Zweck ,  mit  Hilfe  einer  Reihe  von  Einzelresultaten  ein  anschauliches 
Gesammtbild  obwaltender  Verhältnisse  zu  liefern.  Doch  kann  es  sich  auch 
um  weitergehende  Aufgaben  handeln,  z.  B.  aus  dem  Vergleich  zweier  gleich- 
zeitiger, aber  verschiedenartiger  Begbachtungsreihen  auf  einen  innern  Zu- 
sammenhang zu  schliessen. 

Im  Ingenieurwesen  haben  die  graphischen  Darstellungen  in  neuerer 
Zeit  ganz  besonders  zugenommen.  Alle  graphischen  Constrnctionen ,  inso- 
fern sie  sich  an  analytische  Formeln  anlehnen,  also  nicht  direct  durch  geo- 
metrische Gesetze  dictirt  werden,  sindNichts  weiter,  als  Aufeinanderfolgen 
graphischer  Darstellungen. 

Tl. 

Graphische  Statik. 

Die  wenigen  Lehrbücher  der  graphischen  Statik  und  die  zahlreicheren 
Arbeiten  über  Anwendungen  derselben  geben  keine  Definition  der  graphi- 
schen Statik  und  konnten  keine  geben ,  weil  Methode  und  Tragweite  dieser 
nenen  Disciplin  nirgends  festgestellt  waren.  Will  man ,  wie  wir  es  hier  mit 
Ca  1  mann  thnn,  im  Gegensatz  zu  den  Anwendungen  von  einer  reinen 
Oraphostatik  sprechen,  so  muss  man,  wie  folgt,  definiren.  Die  graphische 
Statik  ist  die  Lehre  von  den  Constrnctionen ,  welche  bei  der  graphischen 
Lösung  der  statischen  Probleme  des  Ingenieurwesens  zur  Verwjendung  kom- 
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moD;  sie  nntersncht  ferner  die  allgemeioen  Beziehungen,  die  sich  im  An- 
schluss  an  diese  Constructionen  erreichen  lassen.  —  Wir  werden  diese  Ab- 
grenzung, soweit  sie  nicht  aus  dem  Bisherigen  folgt,  im  Verlauf  dieser 
Abhandlung  noch  weiter  begründen. 

Graphische  Darstellungen  analytisch  gefundener  Resultate  waren ,  wie 
bereits  gezeigt  wurde,  im  Ingenieurwesen  schon  lange  gebräuchlich.  Sie 
dienten  den  im  vorigen  Capitel  angegebenen  Zwecken.  Manchmal  sachte 
man  auch  gewisse  Werthe ,  deren  analytische  Berechnung  etwas  umstSnd- 
lich,  durch  eine  graphische  Construction  zu  erhalten.  Hierher  gehörige 
Beispiele  finden  sich  in  vielen  Lehrbüchern  über  Baukunde,  und  wir  erwäh- 
nen als  eines  der  bemerkenswerthesten  in  neuerer  Zeit  die  Construction  der 
Hebelarme  und  Belastungsgrenzen  in  A.  Ritter's  „Theorie  u.  Berechnung 
eiserner  Dach-  u.  Brtickenconstructionen"  (Hannover  1869,  III.  Aufl.,  1813). 
Poncet  et  wandte  bei  praktischen  Untersuchungen  im  Allgemeinen  die 
Analysis  an,  suchte  aber  in  einzelnen  coroplicirteren  Fällen  die  Ableitung 
von  Formeln  durch  geometrische  Constructionen  zu  erleichtern  und  gra- 
phische Lösungen  aus  analytischen  Beziehungen  abzuleiten  (Memoire  sur  la 
stahüile  des  revitements  ei  leur  fondatiorty  im  Memorial  de  Toff.  du  genie,  XU,  XIII, 
XIV,  Separatabdr.  Paris  184Ö,  dtsch.  v.  Lahmeyer  1844).  Dies  Verfahren 
fand  vielfach  Anklang  und  die  Untersuchungen  Poncelet's  wurden  später 
mit  allgemeineren  Voraussetzungen  wieder  aufgenommen  durch  Saint- 
Guilhem  {Memoire  sur  la  pousse'e  des  ierres  avec  ou  sans  sur  Charge,  in  Ann, 
des  ponts  et  chauss,  1858 ,  sem.  t  p.  319). 

Der  Erste,  welcher  rein  geometrischer  Stabilitätsbestimmung  der  Bau- 
werke das  Wort  redete,  war  Cousine ry.  Er  gab  eine  Anzahl  von  Bet- 
spielen als  Anwendungen  des  graphischen  Rechnens  {Application  des  pro- 
ce'des  du  calcul  graphique  ä  divers  problemes  de  stabilili,  in  Calcul  par  le  irail, 
IV.  Abschn.).  Seine  Ideen  scheinen  in  Frankreich  wenig  Anklang  gefunden 
zu  haben.  Dagegen  wurde  die  von  Mery  eingeführte  graphische  Con- 
struction der  Druckcurve  in  Gewölben  {Memoire  sur  VSquüibre  des  voüles  en 
berceau,  in  den  Jnn.  d,  ponts  ei  chauss,  1840,  sem,  i  p.  50)  von  französischen 
Ingenieuren  viel  in  der  Praxis  verwendet  und  durch  Durand-Claye 
noch  vor  wenigen  Jahren  ausgebildet  und  auf  eiserne  Bogen  ausgedehnt 
{Ann.  des  ponts  et  chauss,  1807,  sem,  1  p.  03  und  1808,  sem,  1  p.  109).  Eine  be- 
sondere BedeuCung  erlangten  die  graphischen  Stabilitätsuntersucbungen  erst, 
als  Culmann  mit  der  „Graphischen  Statik"  hervortrat  (I.Thl.  Zürich  1804, 
das  ganze  Werk  1800). 

Die  Arbeit  Culmann 's  mnss  in  allen  auf  die  Untersuchung  der  Bau- 
werke bezüglichen Partbien  als  original  bezeichnet  werden.  Poncelet  und 
Cousinery  vermittelten  ihm  ausser  dem  allgemeinen  Gedanken  nur  un- 
wesentliche Beiträge.  Culmann  erkannte  die- Fruchtbarkeit  der  Be- 
ziehungen zwischen  Kräfte-  und  Seilpolygon,  auf  welchen  die  meisten 
praktischen  Lösungen  beruhen.    Er  bildete  diese  Beziehunffn  ausgemachte 
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sie  in  der  Theorie  der  Momente  nutzbar  durch  die  Einführung  der  Schlnss- 
linie,  und  indem  er  die  Regel  der  Zeichen  acceptirte,  wurden  all- 
gemeine Gesichtspunkte  für  die  Beurtheilung  der  verschiedensten  Figuren 
gewonnen,  welche  bei  gleichen  Problemen  entstehen  können.  Wie  hier- 
durch, HO  noch  in  mancher  Hinsicht  wird  auch  die  geometrische  Statik 
ans  dem  Werke  Culmann's  Nutzen  ziehen,  wobei  die  Untersuchung  über 
projectivische  Ver*<randtschaft  zwischen  Kräfte-  und  Seilpolygon  speciell 
hervorgehoben  werden  mag. 

Die  fundamentale  Wichtigkeit  der  Theorie  der  Kräfte-  und  Seilpoly- 
gone wurde  auch  von  Solchen  erkannt,  welche  sich  nach  Culmann  mit 
den  graphischen  Methoden  beschäftigten.  Es  sind  hier  gerade  diejenigen 
zwei  Arbeiten  zu  erwähnen,  welche  für  die  Entwickelnng  der  graphischen 
Statik  besondern  Werth  haben:  die  Untersuchungen  von  Mohr  und 
Cremona.  Der  Gedanke  Mohr's,  die  einstige  Linie  als  Seilpolygon  auf- 
zufassen (Beitrag  zur  Theorie  der  Uolz-  und  Eisenconstructioncn,  in  Ztschr. 
d.  hannöv.  Ing.-  u.  Arch.-V.  1868,  S.  19),  ist  von  principieller  Bedeutung  für 
die  graphische  Statik.  Dass  Mohr  von  ihm  aus  die  graphische  Bestimmung 
der  Stützenmomente  am  continuirlichen  Träger  erreichte,  ist  als  interes- 
santes und  nützliches  Beispiel  zu  betrachten.  Bereits  wurde  versucht,  den- 
selben Gedanken  in  anderen  Fällen  zu  verwerthen  (Frank  ol.  Zur 
Theorie  der  elastigen  Bogenträger,  in  Zeitschr.  d.  hannöv.  Ing.-  u.  Arch.-V. 
1869,  S.  115),  und  ferner  ist  damit  eine  Anregung  zu  ähnlichen  Interpreta- 
tionen gegeben. 

Cremona  hat  vorzugsweise  die  geometrische  Seite  der  graphischen 
Statik  ins  Auge  gefasst.  Von  der  Theorie  der  reciproken  Polyeder  aus- 
gehend, gab  er  die  reciproken  Beziehungen  zwischen  Kräfte-  und  Seilpoly- 
gon in  einer  Allgemeinheit  und  Eleganz,  wie  man  es  von  dem  gefeierten 
italienischen  Mathematiker  erwarten  konnte  {Le  figure  reciproche  nelle  statica 
grafica,  Milano,  Länger  1872).  Mit  dieser  Untersuchung  ist  der  theoretischen 
Entwickelnng  der  graphischen  Statik  wesentlich  vorgearbeitet. 

Culmann  trug  die  graphische  Statik  an  der  Ingenieurabtheilung  des 
Polytechnikums  in  Zürich  schon  im  Jahre  1800  vor,  und  zwar  unter  den 
ungünstigsten  Umständen.  Der  eidgenössische  Schulrath  hatte  zwar  die 
graphische  Statik  als  Lehrgegenstand  genehmigt,  aber  nicht  die  Geo- 
metrie der  Lage,  welche  Culmann  voraussetzte.  Erst  1864  wurde  letz- 
tere durch  Rey  e  in  einem  zweistündigen  Semestralcurs  gelesen.  Aber  auch 
hiernach  reichte  die  zur  Verfügung  gestellte  Zeit  für  keine  der  beiden  Wis- 
senschaften aus.  Unterdessen  war  die  graphische  Statik  in  den  Construc- 
tionssälen  der  Ingenieurschule,  wo  es  irgend  anging,  benutzt  worden  und 
hatte  auch  in  anderen  Abtheilungen  des  Polytechnikums  Freunde  gefunden. 
Im  Jahre  1863  erschien  eine  Brochure:  Die  graphische  Statik  der  Axen  und 
Wellen,  nach  Vorträgen  von  Reuleaux  herausgegeben  vom  polytech- 
nischen Vereine  in  Zürich.     Diese  nur  autographirte  Schrift  enthält  zum 
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ersteDmal  die  von  Culmann  eingeführte  Bezeichnung  „graphische Statik*', 
und  wird  es  Niemand  schwer  fallen,  in  der  Vorrede  zu  Culmann^s  Werk 
eine  hierauf  bezügliche  Passage  zu  entdecken.  Da  unsere  Abhandlung  auch 
überall  die  historischen  Momente  berücl^sichtigt,  so  durften  diese  Verhält* 
nisse,  besonders  in  Hinsicht  auf  die  Zukunft,  nicht  unerwähnt  bleiben. 

Nach  der  oben  angegebenen  Definition  der  graphischen  Statik  müssten 
auch  die  Methoden  des  graphischen  Rechnens,  soweit  sie  bei  statischen 
Untersuchungen  zur  Verwendung  kommen,  als  zur  graphischen  Statik 
gehörig  betrachtet  werden ,  und  mit  Recht.  Denn  diese  Methoden  folgen 
aus  der  Geometrie  direct  und  können  von  Jedem ,  der  Geometrie  versteht, 
auch  ohne  ihre  Zasammenstellung  unter  dem  Namen  „graphisches  Rech- 
nen" verwendet  werden  (TV).  So  verfährt  z.B.  Bausch inger  in  „Elemente 
der  graphischen  Statik"  (München  1871).  Das  Werk  sieht  auch  von  Anwen- 
dung der  neueren  Geometrie  ab  und  zeichnet  sich  durch  klare  Darstellung 
aus,  enthält  aber  nicht  die  speciellen  Stabilitätsuntersuchungen  der  Bau- 
werke, auf  die  es  vorbereitet.* 

VII- 

XTeber  Methode  und  Grenzen  der  graphischen  Statik. 

* 
Die  vollkommenste  Methode  der  graphischen  Statik  ist  die  synthetische 

oder  geometrische.  Wie  in  der  geometrischen  Statik,  sollen  die  Lösungen  wo- 
möglich auf  rein  mechanischen  oder  geometrischen  Raisonnements  beruhen. 
Culmann  legt  „die  graphische  Statik  den  Technikern  als  einen  Versuch  vor, 
die  einer  geometrischen  Behandlung  zugänglichen  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
des  Ingenieurfaches  mit  Hilfe  der  neueren  Geometrie  zu  lösen". 

Immerhin  ist  die  graphische  Statik  an  und  für  sich  nicht  ein  Product 
des  Strebens,  in  Begeisterung  für  die  Errungenschaften  der  neueren  Geo- 
metrie, diese  auch  für  die  angewandte  Mechanik  nutzbar  machen  zu  wollen; 
es  wurden  eben  graphische  Lösungen  verlangt.  Wie  diese  zu  erreichen, 
war  eine  andere  Frage.  So  kam  es,  dass  Poncelet^s  Lösungen  fast  nur 
in  graphischen  Darstellungen  analytischer  Beziehungen  bestanden,  dass 
Cousinery  jedes  Hereinziehen  von  Formeln  verwarf  {Calc.  p.  /.  Iraily  p.  243), 
dass  Culmann  die  neuere  Geometrie  überall  anwandte,  wo  er  konnte,  dass 
Banschinger  und  viele  Andere  nur  von  der  älteren  Geometrie  Gebranch 
machen  und  dass  neueste  graphische  Lösungen ,  in  gewissem  Masse  auch 
die  Mob  raschen,  sich  wieder  ganz  im  Geiste  Poncelet*s  an  die  Analysis 
anlehnen.  Die  rein  geometrische  Lösung  wäre  wohl  meistens  erwünscht, 
aber  sie  ist  nicht  immer  erreichbar. 


*  Ein  vollständiges  Verzeichniss  der  Literatur  über  grapliisclie  Statik  würde 
hier  kaum  am  Platze  sein,  soll  aber  einem  Separatab druck  dieses  Aufsatzes  (Leipzig, 
bei  Teubner)  beigefügt  werden. 
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.  Ueberschant  man  nun  die  Fälle,  In  welchen  direct  und  ausschliesslich 
goemetrische  Lösungen  nicht  möglich  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass 
erstere  immer  dann  eintreten,  wenn  von  den  physikalischen  Eigenschaften 
der  Körper,  also  von  Elasticität,  Cohäsion  n.s.  w.  Gebrauch  gemacht  werden 
muss.  Warum?  Der  wirkliche  Zustaud  des  Körpers  nach  Eintreten  des 
Gleichgewichts  ist  eine  Folge  der  Bewegung  des  veränderlichen  Systems 
der  Körperpunkte.  Die  Theorie  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme  ist 
aber  noch  in  keiner  Weise  bis  zu  praktischer  Verwendbarkeit  ausgebildet 
(II).  Wir  sind  also  genöthigt,  von  einem  hypothetischen  Gesammtzustand 
ausBugehen  (bei  der  Biegung  auf  der  Annahme  beruhend,  dass  alle  vor  Ein- 
wirkung der  äusseren  Kräfte  geführten  Querschnitte  auch  nach  dieser  Ein- 
wirkung noch  Ebenen  bilden).  Auh  diesem  allgemeinen  Zustande  nun  die 
zur  Lösung  nöthigen  besonderen  Verhältnisse  abzuleiten  (beim  continuir- 
lichen  Träger  die  Stfitzenmomente) ,  verlangt  ein  wesentlich  analytisches 
Verfahren  (I).  Daher  die  Abhängigkeit  der  graphischen  Constructionen  in 
solchen  Fällen  von  analytischen  Beziehungen,  welche  dann,  wenn  die  Körper 
als  starr  angenommen  werden  dürfen,  wie  beim  Facbwerk,  Gewölbe,  ein- 
fachen Träger,  nicht  vorhanden  ist. 

Dem  Wirkungskreis  einer  unabhängigen  graphischen  Statik  sind  also 
zunächst  nur  diejenigen  in  Betracht  kommenden  Aufgaben  unterworfen, 
weiche  bei  Annahme  starrer  Körper  durch  eine  genügende  Anzahl  Be- 
dingungen bestimmt  sind.  Darüber  hinaus  haben  wir  der  Hauptsache  nach 
nur  graphische  Interpretationen. 

Erwähnt  wurde  schon,  dass  die  graphische  Statik  ohne  Anwendung 
der  algebraischen  Operationen  keine  aligemeinen  Gesetze  des  Maasses  liefert 
(IV).  Aus  verhältnissmässig  einfachen  Figuren  hat  man  wohl  hin  und 
wieder  allgemeine  Formeln  über  metrische  Beziehungen  abgelesen ,  was  ja 
nicht  principiell  unmöglich  (I),  allein  diese  Formeln  waren  doch  immer 
schon  vorher  bekannt.  Sodann  gilt  ein  solches  Resultat  zunächst  nur  für 
diejenige  Form  der  Figur,  welche  man  betrachtet  bat;  es  gilt  nach  der  Ter- 
minologie Carnot*s  nur  für  die  vorhanden  gewesene  als  primitive  Figur 
und  müsste  erst  bewiesen  oder  umgeformt  werden  für  alle  correlativen 
Figuren ,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  entstehen  können. 
Wenn  die  graphischen  Constructionen  sich  nach  analytischen  Operationen 
richten,  so  sind  es  die  letzteren,  welche  die  Herleitung  der  allgemeinen 
Maassverhältnisse  vermitteln. 

So  bleiben  also  auch  in  der  Theorie  der  Bauwerke  die  allgemeinen 
Gesetze  der  Gestalt  und  Lage  für  die  rein  graphische  Behandlung  übrig. 
Hierher  gehören  die  schönen  Ableitungen  über  ungünstigste  Belastungen 
und  hier  führt  die  graphische  Methode  oft  auf  elegantere  Weise  zum  Ziele,  . 
wie  die  analytische  Theorie.  Dass  eine  umfassende  Ausbeutung  dieser  vor- 
theilhaften  Ableitung  von  Gestalt-  und  Lagenverhältnissen  nicht 
ohne  Geometrie  der  Lage   möglich  wird,   ist  selbstverständlich  (IX). 

ZeiUchrifi  f.  M«iheiiulik  o.  Physik,  XJX»  ft.  20  _  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


378  Die  graphische  Statik. 


Daher  beruht  die  wissenschaftliche  Zukunft  der  graphischen  Statik  wesent- 
lich auf  dem  Einfluss  der  neueren  Geometrie.  Die  höhere  Geometrie  prin- 
cipiell  von  den  graphischen  Methoden  fernhalten  wollen,  wäre  ebenso 
unklug  und  fruchtlos ,  wie  der  Versuch ,  die  höhere  Analjsis  von  den  ana- 
lytischen Theorien  auszuschliessen.  Wie  aber  für  gewisse  Zwecke  eine 
elementare  Darstellung  analytischer  Theorien  des  Ingenieurs  immer  an- 
gezeigt bleiben  wird,  so  hat  auch  eine  elementare  Ableitung  graphostatischer 
Methoden  ihre  Berechtigung,  noch  mehr,  so  lange  die  neuere  Geometrie 
noch  nicht  genügend  verbreitet  ist.  Gleichen  Schritt  werden  die  beiden  Be- 
handlungsweisen,  mit  und  ohne  neuere  Geometrie,  auf  die  Dauer  nicht 
halten  können. 

Culmann  sagt  von  der  graphischen  Statik:  „Sie  enthält  jetzt  nur  den 
allgemeinen  Theil ,  dessen  wir  zur  Behandlung  unserer  Banaufgaben  be- 
durften ,  allein  sie  wird  und  muss  sich  ausdehnen ,  sowie  die  graphischen 
Methoden  weiteren  Eingang  finden;  dann  aber  wird  sie  der  Behandlung 
durch  den  speciellen  Fachmann  entschlüpfen  und  sie  muss  durch  den  Geo- 
meter  und  den  Mechaniker  zu  einem  eigenen  Ganzen  ausgebildet  werden, 
das  sich  zur  neueren  Geometrie  verhält  wie  die  analytische  Mechanik  zur 
höheren  Analysis.*'  Eine  solche  Auffassung  scheint  nicht  ganz  correct.  Es 
ist  die  geometrische  Statik  (oder  Mechanik),  für  welche  das  angegebene  Ver- 
hältniss  bestehen  kann.  Dieser  hat  zwar  Culmann  werthvolle  Beiträge 
geliefert,  sie  hat  sich  aber  im  Uebrigen  ganz  unabhängig  und  viel  früher 
wie  die  graphische  Statik  entwickelt  (III).  Aach  kommt  es  hier  doch 
weniger  auf  Verbreitung  der  graphischen  Metboden,  als  der  geometrischen 
Anschauungen  und  Kenntnisse  an.  Denn  handelt  es  sich  nicht  mehr  um 
praktische  Berechnungen,  sondern  uro  Herleitung  allgemeiner  Wahr- 
heiten, so  muss  vor  Allem  von  den  besonderen  Verhältnissen  der  ver- 
zeichneten Figuren  abstrahirt,  d.  h.  das  Graphische  von  der  graphischen 
Statik  abgestreift  werden.  Nur  eine  durch  die  Vorstellung  erfasste  Wahr- 
heit passt  auf  alle  Figuren,  welche  man  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
gemäss  zeichnen  kann. 

Wir  stellen  in  eine  Linie  Geometrie  und  geometrische  Statik 
(Mechanik).  Aus  der  Geometrie  folgt  die  Constructionslehre,  welche  dar- 
stellende Geometrie  heisst  und  die  ihre  praktische  Anwendung  im 
Architektur-  und  Maschinenzeichnen  findet;  aus  der  geometri- 
schen Statik  (Mechanik)  entspringt  die  Constructionslehre,  welche  man 
graphische  Statik  (Mechanik)  nennt  und  die  ihre  Verwendung  bei  der 
graphischen  Berechnung  der  Bauwerke  und  Maschinen  findet. 
Darstellende  Geometrie  und  graphische  Statik  haben  im  Anschluss  an  diese 
praktischen  Zwecke  noch  die  allgemeinen  Beziehungen  zu  ermitteln  und 
auszunutzen,  welche  an  den  von  ihnen  betrachteten  Gebilden  auftreten,  und 
so  nach  ihren  Mitteln  zur  Auffindung  und  Ausbreitung  von  Wahrheiten  der 
Geometrie  und  Mechanik  überhaupt  beizutragen.    . 
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Aus  der  Goordination  von  darstellender  Geometrie  und  graphischer 
Statik  kann  anf  eine  gleiche  Bedeutung  der  beiden  Disciplinen  nicht  sofort 
geschlossen  werden.  Denn  während  es  sich  im  geometrischen  Zeichnen 
immer  um  Herstellung  eines  Bildes  handelt ,  die  graphische  Methode  also 
direct  indicirt  ist,  hat  man  für  die  statischen  (mechanischen)  Berechnungen 
noch  das  analytische  Verfahren.  Es  hängt  also  Alles  von  den  gegenseitigen 
Vortheilen  und  Nachtheilen  der  graphischen  und  analytischen  Methoden  ab. 
In  theoretischer  Beziehung  haben  wir  bisher  das  Wichtigste  gesagt,  es  bleibt 
noch  ein  Vergleich  vom  praktischen  Standpunkte  aus  anzustellen  (X). 


vm. 

Heuere  Oeometrie. 

Die  Geometrie  ist  die  Lehre  von  den  räumlichen  Gebilden.  Diese 
selbst  und  ihre  Eigenschaften  sind  nicht  immer  in  gleicher  Ausdehnung  und 
Allgemeinheit  betrachtet  und  aufgefasst  worden. 

Wie  die  Anfänge  der  geometrischen  Kenntnisse  aus  praktischen  Be- 
dürfnissen entsprungen  waren, "so  beschränkten  sich  die  Alten  überhaupt 
fast  ausschliesslich  auf  specielle  Untersuchungen  einzelner  Figuren  und 
Körper  von  definirter  Form ,  welche  sich  dem  Auge  darboten.  In  den  Pho- 
rismen  des  Euklid  ( — 285)  müssen  zwar  nach  den  Andeutungen  des 
Pappus  (Ende  des  4.  Jahrb.)  auch  gegenseitige  Beziehungen,  des  Kreises 
und  der  geraden  Linie  in  gewisser  Vollständigkeit  enthalten  gewesen  sein, 
aber  sie  sind  nicht  auf  uns  gekommen. 

Die  so  erlangten  Eigenschaften  hatten  natürlich  nur  sehr  beschränkte 
Bedeutung  und  konnten  beim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  weder 
auf  die  Dauer  anregen ,  noch  genügende  Aufschlüsse  geben.  Die  Forscher 
nahmen  also  ihre  Hilfsmittel ,  wo  sie  sich  am  besten  darboten ,  in  der  Ana- 
lysis.  Diese  war  im  16.  Jahrhundert  durch  die  Algebra  des  Vieta  (1540  — 
1603)  ganz  besonders  bereichert  worden. 

Von  da  ab  diente  die  Geometrie  lange  Zeit  hauptsächlich  als  Relief- 
geberin  der  Analysis ,  deren  Resultate  sie  graphisch  interpretirte  (V).  Aus 
der  Vereinigung  erwuchsen  die  grössteh  Vortheile  für  beide  Zweige  der 
Mathematik,  indem  sie  die  Analysis  zur  Infinitesimalrechnung,  die  Geometrie 
zur  analytischen  Geometrie  des  Descartes  (1596 — 1650)  führte. 

Aber  die  Ausdehnung  und  Allgemeinheit,  welche  die  geometrischen 
Wahrheiten  durch  die  geniale  Schöpfung  Descartes'  erlangt  hatten,  war 
doch  wesentlich  der  Analysis  zu  verdanken,  Desargues  (1503  — 1662)  und 
Pascal  (1623  — 1662)  erweiterten  die  rein  geometrischen  Betrachtungen  und 
thaten  den  ersten  Schritt  zur  Anschauung  der  neueren  Geometrie,  indem  sie 
die  Kegelschnitte  als  Projectionen  des  Kreises  auffassten  und  die  Eigen- 
schaften der  ersteren  aus  denen  des  letzteren  ableiteten.  ^  t 
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Hiernach  beschäftigten  sich  de  la  Hire  (1640 — 1718),  le  Poivre 
(1704)  und  Huygons  (1620  — 1605)  mit  geometrischen  Untersuchangen. 
Während  die  beiden  Ersten  die  Methoden  des  Desargnes  nnd  Pascal 
ausbildeten,  wandten  Hnygons  nnd  später  Newton  (1642  — 1727)  die  reine 
Geometrie  auch  in  der  Optik  nnd  Mechanik  mit  Vorliebe  an.  Bald  zeigte 
sich  jedoch  die  aufkommende  Infinitesimalrechnung  des  Leibnitz  and 
Newton  (1684  und  1687)  so  ausserordentlich  fruchtbar  in  der  analytischen 
Geometrie^  dass  die  eigentliche  Geometrie  im  Sinne  der  Alten  ganz  in  den 
Hintergrund  trat;  nur  Einzelne,  wie  La  m  b  ert  (1728 — 1777)  blieben  ihr  vor 
wiegend  zugeneigt. 

Da  trat  Monge  (1728 — 1777)  auf  und  gab  den  Anlass  zu  vollständiger 
Umwälzung  der  geometrischen  Anschauungen  und  zum  Wiederaufbau  der 
Wissenschaft  auf  neuen  Grundlagen.  Durch  seine  ,yLecons  de  Geometrie 
descriptive*^  (Paris  1788)  wurden  alle  die  Aufgaben,  welche  die  Stereotomie, 
Perspective,  Gnomonik  u.  s.  w.  in  specieller  und  unsicherer  Weise  behan- 
delt hatten ,  auf  wenige  allgemeine  Principien  zurückgeführt  und  ohne  jede 
Anwendung  der  Analjsis  die  wichtigsten  Eigenschaften  und  Beziehungen 
von  Linien  und  Oberflächen  abgeleitet. 

Indem  die  darstellende  Geometrie  die  «Verbindung  zwischen  Gebilden 
im  Räume  nnd  verzeichneten  Figuren  lehrte,  stärkte  sie  das  Vorstellungs- 
vermögen,  indem  sie  die  Transformation  der  Figuren  in  die  Geometrie  ein- 
führte, gab  sie  den  Ableitungen  der  letzteren  einen  Vortheil,  welchen  bisher 
nur  die  Analysis  besessen  hatte ,  und  indem  sie  ihre  umfassenden  Resultate 
lediglich  der  Anwendung  der  Projectionen  verdankte ,  zeigte  sie  den  Weg, 
auf  welchem  eine  Entwickelnng  der  Geometrie  möglich  war. 

Unterdessen  war  man  auch  auf  dem  öebiete  der  analytischen  Geo 
metrie  zu  der  Ansicht  gekommen,  dass  die  erlangten  Wahrheiten  eine  noch 
allgemeinere  Auffassung  zuliessen.  Man  hatte  alle  Eigenschaften  nur  be- 
züglich und .  vermittelst  eines  bestimmten  Coordinatensystems  erhalten. 
Aber  schon  Godin  (1704 — 1760)  sprach  es  aus:  ^^que  Tart  de  decouvrir  les 
proprieles  des  courhes  est  ä  propremeni  parier,  Vari  de  changer  le  systime  de  co- 
ordonnees*^  (TraitS  des  propriäids  communes  ä  ioutes  les  courbes).  Diese  Idee 
nahm  wieder  auf  Carnot  (1763 — 1823)  im  VI.  Abschnitt  seiner  „Geometrie  de 
position^^  (Paris  1803),  in  welchem  \^erke  er  eine  allgemeinere  Auffassung  der 
Figuren  von  der  Analysis  aus  zu  erreichen  und  gleichzeitig  die  Unbestimmt- 
heit der  letzteren  bei  mehreren  Lösungen  in  der  schon  von  Leibnitz  und 
d*Alembert  angedeuteten  Weise  durch  Einführung  des  Begriffes  der  Lage 
zu  heben  suchte. 

Von  nun  an  trat  ein  Wetteifer  im  Zusammenfassen  und  Ausbreiten  geo- 
metrischer Wahrheiten  ein ,  bei  welchem  die  rein  geometrische  Richtung, 
der  die  neuen  Hilfsmittel  zur  Verfügung  standen,  den  Vorsprung  behielt. 
Die  Schüler  von  Monge  arbeiteten  mit  ihm  und  in  seinem  Geiste  weiter, 
Brianchon,  Servois,  Chasles,  Poncelet,  Gergonj^e  füllten  die 
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„Jnnales  des  Maihematiques'*^  nnd  die  „Correspondance  sur  Vicole  polytechnique^'^ 
mit  neuen  Resultaten,  die  beiden  Letztgenannten  entdeckten  das  allgemeine 
Gesetz  der  Reciprocität  oder  Dvalität. 

Die  eigentliche  Begründung  der  neueren  Geometrie  geschah  durch 
Poncelet  mit  dem  „Tratte  des  propriites  projectites  des  figures^^  {Paris  1828 
//.  ed.  1865).  „Agrandir  les  resources  de  la  simple  Geometrie,  en  genäraliser  les 
eoncepiions  ei  le  langage  ordinairemeni  assez  resireints ,  les  rapprocher  de  ceux 
de  la  Geometrie  analytique^  et  sttrtout  offrir  des  moyens  g^äraux,  propres  ä  de- 
montrer  ei  ä  faire  decouvrir,  dune  maniäre  facile,  cette  classe  de  proprietes  doni 
jouisseni  les  figures  quand  on  les  considere  dune  manitre  puremeni  abstraite  et 
independamment  d'aucune  grandeur  absolue  et  determinee,  iel  est  Vobjet  qü*on  s*esi 
specialemeni  propose  dans  cet  ouvrage  (p.  XXU). 

Die  neuen  Gedanken  fielen  in  Deutschland  auf  ganz  besonders  frucht- 
baren Boden.  Hier  waren  es  Möbius,  Plücker,  Steiner,  Grass- 
mann und  viele  Andere,  welche  von  zum  Theil  ganz  verschiedenen  Ge- 
sichtspunkten ausgehend,  eine  Fülle  neuer  Gebiete  eröffneten,  die  noch 
durchaus  nicht  vollständig  ausgebeutet  sind  und  im  Verein  mit  weiteren  Un- 
tersuchungen eine  durchgreifende  Veränderung  unserer  Anschauungen  vom 
Räume  im  Gefolge  hatten,  «deren  neueste  Phasen  durch  die  Namen  Rie- 
mann,  Helmholtz  und  Lie-Klein  markirt  sind. 

Auch  in  dieser  Entwickelungsperiode  blieb  die  Zweitheilung  in  ana- 
lytische und  synthetische  oder  rein  geometrische  Richtung  bestehen. 
Plücker  nahm  die  analytische  Beziehung  als  das  Allgemeinere  an, 
welche  beispielsweise  und  mit  Vortheil  geometrisch  zu  interpretiren  wäre; 
Steiner  erkannte  in  den  räumlichen  Gebilden  selbst  den  eigentlichen 
Gegenstand  und  die  wirksamsten  Hilfsmittel  der  Forschung. 

Beide  Richtungen,  die  neuere  analytische  und  synthetische,  können 
natürlich  nur  zu  denselben  Resultaten  führen ;  in  Bezug  auf  die  Werkzeuge 
aber  mnssten  sie  sich  um  so  weiter  voneinander  entfernen ,  je  mehr  sich  die 
Begriffe  und  Transformationen  der  reinen  Geometrie  an  Allgemeinheit  und 
Leichtigkeit  den  algebraischen  näherten  und  so  ein  Verzicht  auf  die  letzte- 
ren möglich  wurde.  Während  also  die  analytische  Geometrie  nach  An- 
wendung der  Determinanten  (Invariantentheorie)  durch  Hesse  mit  der 
Analysis  in  immer  innigere  Beziehungen  trat,  wobei  englische  und  ita- 
lienische Forscher,  wie  Salmon,  Cayley,  Cremona  in  hervorragender 
Weise  mitwirkten,  schloss  der  Erlanger  Professor  v.  Staudt  Formeln  und- 
metrische  Beziehungen  principiell  aus  und  gab  uns  die  Geometrie  der  Lage 
(Nürnberg  1847,  Beitr.  z.  Geom.  d.  Lage,  3  Hefte,  1856,  1857,  1860). 

Nach  v.  Staudt  blieb  die  strenge  Geometrie  der  Lage  lange  Zeit  ver- 
nachlässigt, während  die  Steiner*sche  Richtung  der  synthetischen  Geo- 
metrie sich  unausgesetzt  und  bis  heute  einer  besondern  Bevorzugung  von 
Seiten  der  Mathematiker  erfreute.  Ein  Grund  hierfür  mag  wohl  darinliegen, 
daas  die  Mathematiker  kein  Interesse  an  solcher  principiellen  Selbstständig- 
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Iseit  der  Geometrie  haben,  auf  die  auch  die  Analjsis  keinen  AuBpmch 
macht.  Eine  häufige  Ursache  war  aber  ohne  Frage  die  auBserordentlich 
knappe,  fast  schematiscbe  Darstellnngsweise  t.  Standt^s,  die  nicht  gerade 
auf  Jeden  ermnthigend  wirkte. 

Calmann  gab  den  Anlass  znr  Aendernng  dieses  Verhältnisses.  In 
seiner  graphischen  Statik  stützt  er  sich  direct  auf  das  Werk  ▼.  Staudt's, 
die  Kenntniss  der  Geometrie  der  Lage  setzt  er  —  was  mehr  wie  kähn  war 
—  bei  allen  Technikern  voraus.  Sie  war  zur  Begründung  der  zunächst 
gegebenen  Methoden  nicht  unbedingt  erforderlich  und  schadete  der  Verbrei- 
tung der  graphischen  Statik,  aber  die  Geometrie  der  Lage  gewann.  Diese 
mnsste  zunächst  am  Züricher  Polytechnikum  obligatorisch  vorgetragen 
werden  und  es  entstand  das  erste  und  bis  jetzt  einzig  vollständige  Lehrbuch 
derselben:  die  „Geometrie  der  Lage*\  von  fieye  (Hannover  1868,  L  Theil 
schon  1866)  war  die  unmittelbare  Folge  der  graphischen  Statik  von  C  n  1  - 
mann. 

Seitdem  ist  die  neuere  Geometrie  an  allen  technischen  Lehranstalten 
eingeführt  und  so  der  Industrie  und  den  Künsten  zur  Verfügung  gestellt 
worden.  Wie  sie  die  höchsten  Gebiete  der  Speculation  erreicht ,  so  soll  sie 
nach  dem  Willen  ihres  Hauptförderers,  des  Ingenieurs  und  Genieofficiers 
Poncelet,  auch  in  den  realsten  Verhältnissen  zusammenfassend  und  ver- 
einfachend wirken:  y,Peu  ä  peu  les  connaissances  algebriques  deviendront  moitis 
indispensables^  et  la  science^  reduHe  ä  ce  quelle  doil  ctre,  ä  ce  quelle  devraii  eire 
dejä,  sera  ainsi  mise  ä  la  porlee  de  cette  elasse  dhommes,  qui  rCa  que  des  moments 
fori  rares  ä  y  consacrer/^ 

IX. 

Sie  neuere  Geometrie  im  Ingenieurweten. 

Man  sollte  glauben,  dass  eine  Wissenschaft,  welche  so  von  vornherein 
im  Hinblick  auf  die  Bedürfnisse  der  Praxis  geschaffen  worden  war,*  vor 
Allem  in  die  technischen  Kreise  gedrungen  sein  müsste ,  würde  sich  aber 
sehr  irren.  Als  Culmann  seine  graphij$che  Statik  ausschickte,  herrschte 
noch  liberall  tiefe  Stille,  und  wenn  die  neuere  Geometrie  im  Lehrplan  einer 
oder  der  andern  polytechnischen  Schule  vorkam,  so  war  es  ohne  Zweifel  ein 
enthusiastischer  Privatdocent,  welcher  die  undankbare  Aufgabe  übernommen 
hatte,  vor  leeren  Bänken  zu  reden. 

Woher  kaih  diese  Gleichgiltigkeit  gegen  eine  Disciplin,  welche  von  der 
ikole  polytechnique  ausgegangen  war?  Es  ist  schwer,  einen  Grund  dafür  zu 
finden.  Am  meisten  hört  man  noch  jetzt,  dass  bei  der  colossalen  Aus- 
dehnung, wie  sie  die  Ingenieurwissenschaften  genommen  haben,  die  Stu- 


*  Poncelol  hatte  selbst  auf  den  Titel  seines  mehrfach  citirten  Werkes  gesetzt: 
„Otmrage  utile  ä  ceux  qui  s'occupent  des  appHcations  de  la  G6&mitrie  descripiive  ei  d*op^- 
ralioHB  giomitrique*  ttr  le  terrain.*' 
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direnden  schon  bu  überladen  seien.  Sehr  wahr,  aber  das  soll  ja  gerade  die- 
neuere  Geometrie  mindern  helfen.  Dies  ist  es  ja,  worauf  der  gelehrte  Be- 
urtheiler  von  Monge,  der  Ingenieur  Dupin,  in  seinen  „Developpements  de 
Geometrie^*  (Paris  1813)  hinweist,  wenn  er  sagt :  „1/  setnble  que^  dans  Felai  actuel 
des  Sciences  maikSmaUque$  le  seul  moyen  d'empicher  que  leur  domaine  ne  devienne 
irop  vasie  pour  notre  inteUigence ,  c'est  de  gäneraliser  de  plus  en  plus  les  iheories 
que  ees  Sciences  embrasseni,  aftn  qu'un  petü  nombre  des  verites  generales  ei 
fecondes  soit  dans  la  lete  des  hommes  Vexpression  ahrögee  de  la  plus  grande 
variSie  des  faits  particuliers.^'^  * 

Die  neuere  Geometrie  in  ihrer  jetzigem  Form  nimmt  eine  kleine  Zahl 
von  Grundgebilden  an,  deren  Eigenschaften  sie  zunächst  feststellt,  und  von 
denen  ausgehend  sie  durch  Vergleichung  und  Combination  das  ganze  Gebiet 
der  Raumwelt  erreicht.  Der  Ingenieur  hat  es,  auch  während  seiner  Ausbil- 
dung, fortwährend  mit  der  Raumwelt,  mit  geometrischen  Sätzen  und  Con- 
structionen  zu  thun,  „wieviele  überflüssige  Definitionen  und  Beweise  könnte 
man  nicht  sparen,  wenn  sie  als  Theile  eines  höheren  Ganzen  schon  zum 
vollständigen  Bewnsstsein  von  den  Schülern  eingearbeitet  worden  wären^' 
(Culmann,  Die  graphische  Statik,  S.  VIII). 

Auch  jetzt  sind  die  Verhältnisse  noch  durchaus  nicht  überall  richtig 
gestellt  Man  lässt  zwar  an  allen  polytechnischen  Schulen  neuere  Geo- 
metrie lesen,  aber  sorgt  gleichzeitig,  dass  sie  nicht  gehört  wird.  Denn  wenn 
man  einen  Unterschied  zwischen  obligatorischen  und  Freifächern, 
zwischen  ordentlichen  (Studienpläne)  und  ausserordentlichen 
Vorlesungen  macht  und  die  neuere  Geometrie  zu  den  letzteren  verweist, 
muss  sie  nothwendig  in  den  Hintergrund  treten.  Man  könnte  ohne  Schaden 
für  den  Ingenieur  den  vorgeschriebenen  Umfang  der  analytischen  Geometrie 
etwas  beschränken  und  dann  wenigstens  die  Elemente  der  Geometrie  der 
Lage  obligatorisch  einführen,  resp.  sie  in  die  Studienpläne  der  Vorcurse 
oder  Ingenieurschulen  aufnehmen.  Jedem  bliebe  es  dann  unbenommen, 
sich  im  Uebrigen  die  analytische  wie  synthetische  Geometrie  in  beliebigem 
Umfang  anzueignen. 

Statt  dessen  hat  man  aus  der  graphischen  Statik  Alles ,  was  sich  ohne 
neuere  Geometrie  erreichen  lässt,  herausgenommen  und  ist  richtig  dabin 
gekommen ,  die  graphische  Statik  anzuerkennen ,  aber  nicht  die  Geometrie 


*  Dies  Zusammenfassen  sollte  auch  bei  den  analytischen  Theorien  des  In- 
geniears überall  da  geschehen,  wo  es  unbeschadet  der  Einfachheit  möglich 
ist.  Bei  einer  vor  nicht  .langer  Zeit  erschienenen,  darauf  abzieleuden  Publication 
hatte  ein  Becensent  und  Assistent  zu  rügen,  dass  nicht  die  schon  bekannten,  übri- 
gens viel  weniger  allgemeinen  graphischen  Methoden  wiederholt  seien.  Die  letzte- 
ren waren  uns  als  Schüler  Culmann  's  durchaus  nicht  fremd.  Aber  es  wird  voraus- 
sichtlich an  Leuten  nie  fehlen,  welche  im  Wiederholen  besondere  Virtuosität  besitzen. 
Das  konnten  auch  der  Herr  Assistent  und  sein  Professor  wissen. 
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der  Lage.  Damit  wird  die  Verbreitnng  der  neneren  Geometrie  allerdings 
verzögert,  aber  keineswegs  verhindert.  In  nicht  zn  langer  Zeit  wird  es 
eben  nicht  mehr  möglich  sein,  ein  wissenschaftliches  Werk  über  angewandte 
Mathematik  zn  lesen ,  ohne  anf  die  Anschauungen  der  neneren  Geometrie 
zn  stossen.  Die  Geometrie  der  Lage,  welche  rein  graphische  Anwendungen 
ohne  Benntznng  der  analytischen  Symbole  zalässt,  ist  vor  Allem  bernfen, 
die  gemeinsamen  Gesichtspunkte  für  die  darstellende  Geometrie,  die  prak- 
tische Geometrie  nnd  die  graphische  Statik  zu  liefern. ' 

Wir  halten  es  für  zweckmässig,  den  Beginn  dieser  Umwandlungen  zu 
signalisiren  oder  in  Erinnerung  zn  bringen,  sehen  aber  dabei  von  Mechanik 
nnd  Physik  ab,  wo  gewiss  interessante  Arbeiten  von  Lindemann,  Bar- 
mester, Zech  u.  A.  zu  citiren  wären,  und  beschränken  uns  auf  die  Fächer, 
welche  zur  besondern  Domaine  des  Technikers  gehören,  mit  Weglassang 
der  graphischen  Statik ,  auf  darstellende  nnd  praktische  Geometrie. 

Die.  darstellende  Geometrie  war  vor  der  neueren  Geometrie  vorhanden 
und  letztere  ist  aus  ersterer  hervorgegangen.  Jetzt  liefert  umgekehrt  und 
gleichsam  zum  Danke  die  Geometrie  der  Lage  der  darstellenden  Geometrie 
ihre  fruchtbarsten  Principien  und  wirksamsten  Hilfsmittel.  Wenn  mit  Bück- 
sicht auf  das  verschiedene  Alter  Derjenigen,  welchen  darstellende  Geo- 
metrie vorzutragen  ist ,  die  Geometrie  der  Lage  nicht  immer  vorausgesetzt 
werden  kann,  so  sollen  doch  stets  ADSchauungen  und  Terminologie  der- 
selben von  vornherein  eingeführt  werden : 

Fiedler,   Methodik  der   darstellenden  Geometrie,   zugleich  als 
Einleitung  in  die  Geometrie  der  Lage,  in  den  Sitzungsber.  der 
k.  k.  Akad.  d.  Wissenschaften,  55.  Bd. ^1867.) 
Flohr,    Der  mathematische   Unterricht  in  der   beschreibenden 
Geometrie,  zugleich  als  Einleitung  in  die  Lehre  von  den  geo- 
metrischen Verwandtschaften.    Progr.  d.  Dorotheenstädt.  Real- 
schule  zn  Berlin,   Abdr.   in  Monatsbl.   f.  Zeich enunterr.  1860, 
S.  107;  Separatabdr.  Osnabrück,  Meinders. . 
Schlesinger,    Die  Unterrichtsmethode  der  darstellenden  Geo- 
metrie im  Sinne  der  neueren  Geometrie  an  Realschulen.    Wien, 
Gerold  (ohne  Datum). 
An  Lehrbüchern  zu  diesem  Zwecke  und  weitergehend  für  alle  tech- 
nischen Lehranstalten  fehlt  es  nicht  mehr: 

Pohlke,   Darstellende  Geometrie,  L  Abth.    Berlin  1860  (IL  Aufl. 

1866);  nicht  fortgesetzt. 
Schlesinger,  Die  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie,fürSchnlen  technischer  Richtung.  Wien,  Gerold.  1870. 
Fiedler,    Die  darstellende   Geometrie,   ein  Gruudriss   zu  Vor- 
lesungen.   Leipzig,  Teubner,  1870. 
Wie   zusammenfassend   und   vereinfachend   die   Geometrie   der   Lage 
gerade  hier  wirkt,  sieht  man  z.  B.  ans  folgender  kurzen  Abhandlung,: 
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Ständig],  üeber  die  IdentitXt  von  CoDStrnctionen  in  perspecti- 
▼ischer,  schiefer  und  orthogonaler  Projection ,  in  den  Sitzgsber. 
der  k.  k.  Akad.  d.  Wiasensch. ,  64.  Bd.  (1871);  Separatabdr.  bei 
Gerold, 
wo  folgender  Satz  bewiesen  wird:* „Alle  Aufgaben  der  darstellenden  Geo- 
metrie, bei  denen   weder  ein  Längen-  noch  ein  Winkelmass  in  Betracht 
kommt,  also  alle  Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Lage  angehören, 
können  auf  ganz  gleiche  Weise,   durch  ganz   dieselben   Liniencomplexe 
sowohl  in  perspectivischer,  wie  in  schiefer^  als  auch  in  orthogonaler  (axono- 
metrischer)  Projection  gelöst  werden/^ 

Burmester  nimmt  in  seinen  interessanten  Untersuchungen  über  Be- 
leuchtung zwar  die  Analysis  als  Ausgangspunkt,  verdankt  aber  der  neueren 
Geometrie  die  Einfachheit  der  Beleuchtungsconstructionen : 

Burmester,  Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung  gesetz- 
mässig  gestalteter  FIttchen ,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die 
Bedürfnisse  technischer  Hochschalen.    Leipzig ,  Teubner,  1871. 
In  das  geometrische  Zeichnen  als  solches  wurden  die  Begriffe  der  neue- 
ren Geometrie  eingeführt  durch  Paulus  in  seinem  Werke: 

P  a  u  1  u  s ,  C  h  r. ,  Zeichnende  Geometrie ,  zum  Schul untei rieht  und 
zum  Privatstudium.    Stuttgart ,  Metzler.    18Ö6. 
Die  so  benannte  neue  Diäciplin  sollte  eine  Brücke  bilden  zwischen  Geo- 
metrie und  geometrischem  Zeichnen  and  damit  dem  letzteren  als  wissen- 
schaftliche Unterlage  dienen.* 

Auch  auf  dem  Gebiete  der  praktischen  Geometrie  sind  einige  nur  zu 
scbüchterne  Versuche  gemacht  worden,  der  neueren  Geometrie  Eingajtg  zu 
▼erschaffen : 

Müller,  Ueber  die  Anwendung  der  auharmonischen  und  harmo- 
nischen Verhältnisse  zur  Auflösung  einiger  Aufgaben  der  Geo- 
däsie, im  Arch.  f.  Math.  u.  Phjs.,  45.  Tbl.  (18Ö6),  S.  305. 
Spangenberg,  Ueber  Geometrie  der  Lage  und  ihre  Anwendung 
auf  Perspective  -und  praktische  Geometrie.     Vortr.  in  Cassel, 
Ref.  in  Dtsch.  Bauzeitg.  1869,  S.  0. 
Franke,  Anwendung  einiger  elementarer  Sätze  der  Geometrie 
der  Lage  auf  die  Feldmesskunst,  in  der  Ztschr.  d.  hannöv.Ing.- 
n.  Arch.  Vereins  1870,  S.  405. 
Baur,  Auflösung  einer  Grenzausgleichungsaufgabe  mittels  neuerer 
Geometrie ,  in  der  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1874,  S.  29. 

*  Paulas  drückt  sich  so  ans  (Vorr.):  „Nach  meiner  Anschauung  ist  es  die  Auf- 
gabe der  zeichnenden  Geojnetrie,  die  Grundformen  der  einfacheren  und  comT 
l'licirtereu  s^rmmetrischcn  GeHtalten  nach  den  Graden  ihrer  Entwickelung  und  mit  den 
passenden  Formen  decorirt  zu  erläutern  und  zu  entwerfen,  während  das  geome- 
trische Zei  chnen  die  Aufgahe  hat,  die  Anwendungen  dieser  Grundformen  im  Leben 
zeichnerisch  darzustellen.**  /^-^  t 
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Fraktifohe  Bedeutung  der  graphiichen  Statik. 

Wir  haben  in  VII  darauf  hingewiesen,  wie  die  Bedeutung  der  graphi- 
schen Statik  grossentheils  abhängig  ist  von  den  Vorzügen ,  welche  sie  dem 
analytischen  Verfahren  gegenüber  geltend  machen.kann,  und  nns  noch  einen 
Vergleich  Tom  praktischen  Standpunkte  ans  Torbehalten. 

Als  Vortheil  ist  vor  Allem  hervorzuheben  die  weitgehende  Unabhängig- 
keit der  Constructionsmethoden  von  Regelmässigkeit  oder  Unregelmässig- 
keit der  gegebenen  Verhältnisse,  wodurch  sich  die  graphischen  Lösungen 
gerade  in  complicirteren  Fällen  empfehlen.  Ob  die  Kräfte  gleich  oder  ver- 
schieden gross  sind ,  ob  sie  in  gleichen  oder  variirenden  Strecken  aufeinan- 
derfolgen, selbst  die  gegenseitige  Lage  der  Kräfte  in  der  Ebene  kommt  im 
Wesentlichen  nicht  in  Betracht  Schwerpunkt,  Centralellip8e,.Kem  aller 
noch  so  unregelmässigen  Figuren  könnten  auf  gleiche  Arten  gefanden 
werden,  auch  dann,  wenn  genaue  analytische  Lösungen  kaum  denkbar  sind. 
So  wird  ein  fast  mechanisches  Vorgehen  bei  vielen  Stabilitätsantersach- 
ungen  ermöglicht,  ohne  dass  damit  der  Einblick  in  den  innem  Zusammen - 
liang  verloren  geht.  Denn  bei  der  jedesmaligen  selbstständigen  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  ersieht  man  immer  wieder  die  Entstehung,  also  den 
Grond  der  nachherigen  Resultate,  was  bei  der  Substitution  von  Zahlen  in 
Formeln ,  deren  Ableitung  dem  Gedächtniss  entschwunden  sein  kann ,  nicht 
der  Fall  ist. 

•Mit  diesem  Vortheil  geht  Hand  in  Hand  ein  Nachtheil.  Die  Gleich- 
mässigkeit  der  Ableitungen  ist  eben  die  Folge  ihres  speciellen,  wir  möchten 
sagen,  nnmerischen  Charakters  (I).  Bei  einem  Zahlenbeispiel  im  analyti- 
schen Verfahren  kommt  es  auch  wenig  auf  grössere  oder  geringere  Regel- 
mässigkeit an.  Der  numerische  Charakter  hat  aber  die  Folge,  dass  wir 
nirgends  zu  allgemeinen  Gesetzen  und  Regeln  über  metrische  Beziehungen 
gelangen  (IV,  VII,  vergl.  Culmann,  Die  graphische  Statik,  S.  456^  503 
etc.) ,  die  in  der  Praxis  gewiss  nützlich  sind. 

Der  praktische  Ingenieur  wird  mit  der  Zeit  des  Zeichnens  immer  kun- 
diger, während  ihm  die  Leichtigkeit  im  analytischen  Operiren  mehr  und 
mehr  entschwindet.  Eine  einmal  ausgeführte  graphische  Construction  ver- 
gisst  sich  nicht  leicht,  oder  ein  Blick  auf  einen  ähnlichen  „Kräfteplan** 
genügt,  den  Gang  wieder  ins  Gedächtniss  zu  rufen.  Es  ist  freilich  leicht, 
in  klar  gegebene  Formeln  einfach  die  speciellen  Zahlenwerthe  zu  sub- 
stituiren ,  aber  die  Formeln  sind  nicht  überall  klar  gegeben ,  und  auch  die 
Verschiedenheit  der  Buchstabenzeichnungen  in  allen  Büchern  lässt  die  sich 
immer  gleich  bleibende  graphische  Lösung  Manchen  vorziehen. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  graphischen  Lösungen  sich  nur  dann 
leicht  behalten  und  schnell  wieder  einprägen,  wenn  das  Liniengebilde  auf 
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rein  geometrische  Weise  entstanden  ist  nnd  nicht,  wenn  es  ans  Üeberseüs- 
angen  analytischer  Operationen  ins  Graphische  besteht.  Im  letsteren  Falle 
mass  man  sieh  den  Gang  eben  anch  wieder  an  der  Hand  der  Formeln  ins 
Gedacht niss  rnfen,  so  dass  die  Sache  oft  verwirrter,  anstatt  einfacher  wird. 
Hat  man  es  sehr  viel  mit  gleichen  Constractionen  zn  thnn ,  so  fXllt  dieser 
Einwand  ausser  Betracht,  dann  wird  aber  anch  das  Handhaben  der  betref- 
fenden Formeln  keine  Schwierigkeit  machen. 

Manchmal  beabsichtigt  man  ohnedies,  das  Resultat  einer  Stabilitlts- 
nntersnchnng  bildlich  erscheinen  zu  lassen ,  wie  beim  Gewölbe ,  wo  die  gra- 
phische Methode  besonders  vorth eilhaft  und  in  Frankreich  schon  lange 
beliebt  ist  (VII).  Dagegen  beruht  die  oft  vertretene  Ansicht,  dass  man  die 
Arbeit  des  Ingenieurs  vor'm  Zeichenbrett  nicht  durch  schriftliche  Berech- 
nungen unterbrechen  solle,  auf  einem  Irrthnm.  Zu  jedem  ordentlichen 
Project  gehört  ein  Erläuterungsbericht,  der  während  des  Projectirens  zu 
entstehen  hat.  Die  Kräfte  und  Beanspruchungen  werden  auch  nicht  gra- 
phisch, sondern  numerisch  verlangt,  um  die  Dimensionen  der  Gonstructions- 
theile  darnach  zu  bemessen. 

Fehler,  welche  sich  auf  das  gegenseitige  Verbal tniss  der  Beanspruch- 
nogen  beziehen,  bleiben  bei  der  graphischen  Lösung  weniger  leicht  un- 
bemerkt, wie  bei  der  analytischen,  weil  immer  eine  gewisse  Gesetzmässig- 
keit stattfindet,  deren  Fehlen  an  einer  Stelle  im  Bilde  auffällt.  Andererseits 
kann  bei  der  gewöhnlichen  Berechnung  leichter  irgend  eine  Constructions- 
stelle  herausgegriffen  nnd  die  Beanspruchungen  daselbst  unabhängig  von  allen 
anderen  festgestellt  werden.  Maass  und  Sinn  des  Einflusses  einer  bestimmten 
Grösse  gehen  aus  der  analytischen  Formel  direct  hervor  oder  sie  können 
leicht  daraus  gefunden  werden. 

Die  Berechnungen  nach  den  analytischen  Theorien  haben  vor  den 
graphischen  Ableitungen  den  Vortheil  der  leichteren  Controle.  Dies  ist  in 
Ländern,  welche  den  Vorzug  haben,  dass  alle  Projecte  zu  Ingenieurbauten 
bis  ins  Detail  geprüft  werden  müssen,  von  Wichtigkeit.  Sobald  die  an- 
gewandten Formeln  von  einem  wissenschaftlich  hervorragenden  Mitgliede 
der  Behörde  geprüft  und  zutreffend  befunden  sind ,  können  die  weitläufigen 
nnmerischen  Rechnungen  von  weniger  maassgebenden  l'ersonen  wiederholt 
werden.  Wäre  die  Stabilitätsuntersuchung  auf  graphischem  Wege  bewerk- 
stelligt, so  müssten  alle  an  der  Controle  Theilnehmendcn  auf  der  höchsten 
Stufe  mathematisch -technischer  Bildung  stehen.  Bei  der  numerischen  Be- 
rechnung kann  man  sich  in  fast  allen  Fällen  auf  anerkannte  Formeln  oder 
Werke  berufen;  die  graphische  Construction,  welche. init  den  wechselnden 
<TTÖ8sen Verhältnissen  nicht  selten  ein  ganz  anderes  Ansehen  gewinnt,  hätte 
der  Controlirende  oft  vollständig  wieder  abzuleiten,  um  so  mehr,  da  es 
nicht  häufig,  bei  variabler  Belastung  nie,  möglich  ist,  alle  Linien,  welche  zur 
Berstellung  eines  Kräfteplans  gedient  haben,  stehen  zu  lassen,  ohne  die 
Deutlichkeit  aufzugeben.  ^  t 
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Die  Frage,  welche  der  beiden  Untersachungsarten  am  wenigsten  Zeit 
erfordert,  halten  wir  ftir  unwesentlich.  Bei  einem  Bauwerk,  das  Tausende 
bis  Millionen  kostet,  kann  es  nicht  darauf  ankommen ,  oh  die  Berechnung 
einen  Tag  und  selbst  einige  Tage  mehr  oder  weniger  in  Anspruch  nimmt, 
wenn  nur  die  Resultate  richtig  und  klar  sind.  Auch  dürfte  sich  die  Frage 
nicht  in  allen  Fällen  zu  Gunsten  der  einen  oder  andern  Methode  entscheiden 
lassen.*  Im  Allgemeinen  erfordert  für  die  gewöhnlichen  Fälle  die  ana- 
lytische, für  unregelmässige  und  complicirtere  Formen  die  graphische  Be- 
handlung weniger  Zeit. 

Die  Genauigkeit  der  graphischen  Lösungen  ist  genügend ,  hängt  aber 
von  der  Geschicklichkeit  des  Zeichners  ab.  Zu  spitze  Durchschneidungen 
muss  man  wo  möglich  durch  eine  veränderte  Constructionsweise  oder  eine 
Nebenconstruction  zu  umgehen  oder  zu  entscheiden  suchen.  Wir  haben 
schon  im  Jahre  1869  graphische  Lösungen  neben  den  analytischen  praktisch 
angewandt.**  Die  Resultate  wurden  dabei  vor  dem  Ausziehen  abgegriffen, 
und  so  gehörten  Differenzen  von  zwei  bis  drei  Procent  gegen  die  numerische 
Berechnung  zu  den  Ausnahmen  und  kamen  nur  bei  kleineren  Massverhält- 
nissen vor.  Je  grösser  die  Kräfte  und  Dimensionen,  mit  denen  man  arbeitet, 
desto  geringer  die  Fehler;  man  wähle  also  au'cli  den  Maasstab  nicht  zu 
klein. 

Wir  hoffen,  dass  die  ihrem  Ende  nahende  Abhandlung  geeignet  war, 
jodem  Leser  Klarheit  über  Wesen  und  Entstehung,  Vortheile  und  Nach- 
theile der  graphischen  Statik  zu  verschaffen.  Der  Entschlnss ,  ob  man  sich 
eingehender  mit  ihr  beschäftigen  und  an  ihrer  Ausbildung  theilnehmen  will, 
wird  damit,  ebenso  wie  die  Wahl  der  Richtung,  erleichtert. 

Jedenfalls  ist  die  graphische  Statik  geeignet,  besonders  bei  ausgedehnter 
Anwendung  der  Geometrie  der  Lage,  in  theoretischer  Beziehung  manche 
neue  Gesichtspunkte  zu  liefern,  und  in  praktischer  Hinsicht  kann  sie  oft 
vereinfachend  wirken.  Wer  die  neuen  Methoden  wirklich  studirt  hat,  muss 
dies  zugeben. 

Andererseits  wird  die  Bedeutung  der  graphischen  Statik  hier  und  da 
übertrieben.  Unpraktisch  scheint  es,  wenn  in  Werken  für  die  Praxis  gra- 
phische Lösungen  von  Aufgaben  gegeben  werden,  die  jeder  vernünftige 
Mensch  fast  im  Kopfe  berechnen  kann.  Einen  Zweck  haben  solche  Lö- 
sungen allenfalls  in  speciellen  Lehrbüchern  der  graphischen  Statik,  wo  sie 
zur  Vollständigkeit  nöthig  sind. 


*  Die  auch  schon  gedruckte  Ansicht,  dass  die  numerische  Berechnung  eines  cun- 
tinuiriichen  Trägers  etwa  dreimal  soviel  Zeit  erfordere,  wie  die  graphische,  ist 
ahgesühmackt-,  warani  nicht  gleich  die  Angabe  mit  Decimalstellen  ausstatten? 

**  So  zeigten  wir  in  dem  autographisch  vervielfältigten  Erläuteriingsberichtc 
für  die  Brücke  über  den  Spandauer  Canai  zu  Berlin  die  übrigens  auf  der  Hand  liegende 
graphische  Ableitung  der  Ordinaten  des  Schwedler*8chen  Trägers  (mittels  des 
Seilpolygons).   Dieselbe  Aufgabe  hat  neuerdings  einige  Publicatione;i  hervorgerufen. 
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Beabsichtigt  man  die  Stabilitiltsnntersachnng  zweimal  YorBunehmen, 
wie  es  (fLr  grössere  Bauwerke  immer  zu  wünschen  wäre,  so  ist  zweckmässig, 
wenn  eine  passende  graphische  Lösung  existirt,  die  erste  Ermittelung  gra- 
phisch ,  die  zweite  numerisch  durchzuführen.  Die  Controle  geschieht  dann 
auf  Grund  der  Berechnung  und  der  graphische  Kräfteplan  kann  dem  Er- 
I&Qternngsbericbt  ohne  Erklärung  beigelegt  werden.  Nichts  gewährt  mehr 
dss  Gefühl  Ser  Richtigkeit,  al»  die  Uebereinstimmung  der  graphischen  und 
rechnerischen  Resultate. 

Einige  graphostatische  Constructionen  dürften  sich  zur  Verwendung 
im  militärischen  Ingenieurwesen  empfehlen  und  seheint  diese  Ansicht  der 
Genieofficier  Poncelet  gehabt  zu  haben,  als  er  sein  „Memoire  sur  la  stabüile 
des  reveiements^*^  im  y, Memorial  de  fofficier  du  Gänie^^  publicirte.  Auch  Holz- 
hej,  Professor  am  k.  k.  höheren  Geniecurs,  hat  in  den  „Mittheil.  flb.GegsL 
d.  Artillerie-  n.  Geniewesens'*  Lösungen  ähnlicher  Aufgaben  gegeben. 

In  allen  Fällen  vermeide  man ,  den  angehenden  Ingenieur  schon  auf 
dem  Polytechnikum  der  Analysis  zu  entwöhnen,  um  ihn  durch  eine  Anzahl 
von  Manipnlationen  zu  entschädigen.  Das  wissenschaftliche  Niveau  und  die 
Befähigung  zu  selbstständigem  Fortschreiten  würden  bald  sinken.  Es  ist 
zweckmässig,  graphische  Statik  und  die  vortheilhafteren  Anwendungen  ein- 
zuführen, aber  keinenfalls  sollte  dies  auf  Kosten  der  analytischen  Theorien 
geschehen. 

Graphische  Statik  kann,  wo  nöthig,  ohne  Voraussetzung  der  Geometrie 
der  Lage  vorgetragen  werden,  ^ie  wird  sich  in  dieser  Form  und  bei  einiger 
weiterer  Beschränkung  ganz  besonders  für  diejenige  Classe  von  Technikern 
eignen ,  welchen  ausgedehnte  analytische  Kenntnisse  nothwendig  abgehen, 
und  hier  geradezu  eine  Lücke  ausfüllen. 

A.n  technischen  Hochschulen  jedoch  muss  die  neuere  Geometrie  ohne* 
dies  unter  die  obligatorischen  Fächer  oder  in  die  Studienpläne  aufgenom* 
men  werden ,  und  dann  dürfte  es  dem  Vortrag  an  einer  solchen  Anstalt 
angemessen, sein,  die  Hilfsmittel  überall  da  zu  nehmen,  wo  sie  sich  am 
besten  finden. 

XI. 

Oraphische  Dynamik. 

Sobald  der  wissenschaftliche  oder  praktische  Werth  der  graphischen 
Lösungen  anerkannt  ist,  besteht  kein  Grund  mehr,  dieselben  auf  die  statischen 
Probleme  allein  zu  beschränken ;  Bestrebungen  in  der  Richtung  einer  gra- 
phischen Dynamik  konnten  nicht  lange  auf  sich  warten  lassen.  Wir  be- 
schränken uns  in  Betreff  derselben  auf  ein  kurzes  Referat. 

Zanächst  wurde  ein  Versuch  gemacht,  die  graphischen  Constructionen 
in  der  Theorie  der  oberschlächtigen  und  Kropfräder  zu  verwerthen  (See* 
berger,  Ableitung  der  Theorie  der  oberschlächtigen  Wasserräder  auf  gra- 
phischem Wege,  im  Civilingenieur  1869,  S.  808,  und  1870,  S.  d30),^Qm  die  j 
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Schwierigkeiten,  welche  sich  dem  analytischen  Verfahren  entgegenstellen, 
zu  umgehen.  Ueber  den  Werth  der  gegebenen  Lösung  können  wir  hier 
nicht  sprechen ,  aber  die  spärliche  Verwendung  der  Geometrie  in  genann- 
tem Aufsätze  rechtfertigt  gewiss  nicht  den  Titel  desselben. 

Eine  kurze  Notiz,  welche  die  graphische  Ermittelung  der  wirkenden 
Kraft  für  jede  Lage  eines  bewegten  Punktes  zeigt,  mag  ebenfalls  erwähnt 
werden  (Kapp,  Zur  graphischen  Phoronomie,  in  der  Zeitschr!  f.  Math.  a. 
Phys.  1872,  S.  19). 

Die  eigentliche  Begründung  einer  graphischen  Dynamik  wurde  erst  in 
jüngster  Zeit  versucht  durch  Pröll  (Begründung  graphischer  Methoden  zur 
Lösung  dynamischer  Probleme,  im  Civilingenieur  1873),  welcher  schon 
früher  in  einigen  Abhandlungen  eine  ausgedehntere  Anwendung  der  kine- 
matischen Geometrie  erstrebt  hatte.  Aus  dem  Umstände,  dass  die  Wir- 
kungen der  Kräfte  in  der  Dynamik  durch  die  Bewegungsänderungen  ge- 
messen werden,  welche  ein  Punkt  oder  die  Punkte  eines  maschinellen 
Systems  erleiden,  schloss  Pröll,  dass  es  auch  möglich  sein  müsse,  die 
Wirkungen  der  Kräfte  zueinander  in  ähnliche  geometrische  Beziehungen  zn 
bringen ,  wie  solche  hinsichtlich  der  Bewegungsänderungen  allein  die  kine- 
matische Geometrie  lehrt. 

Die  Untersuchungen,  welche  jetzt  auch  in  selbstständiger  Form  erschie- 
nen sind  (Versuch  einer  graphischen  Dynamik,  mit  10  Tafeln.  Leipzig, 
JPelix.  1874)  zerfallen  in  drei  Theile.  Im  ersten  Theil  werden  die  Wirkungen 
der  „äusseren  Kräfte"  in  Mechanismen  behandelt,  deren  Bewegung  parallel 
einer  Ebene  vor  sich  geht,  wobei  auch  die  äusseren  Kräfte  sämmtlich  in  der 
Ebene  des  Mechanismus  gedacht  sind.  Im  zweiten  Theil  wird  versucht,  die 
Wirkung  äusserer  Kräfte  auf  einen  frei  beweglichen  materiellen  Punkt 
einer  graphischen  Behandlung  zu  unterziehen.  Der  dritte  Theil  endlich 
betrachtet  die  Bewegung  starrer,  in  sich  unveränderlicher  Systeme,  die, 
frei  beweglich,  gegebenen  Kraftwirkungen  unterliegen. 

Im  Laufe  der  Entwickelungen  wird  von  den  analytischeit  Formeln  in 
ausgedehntem  Maasse  Gebrauch  gemacht.  Das  Werkchen  soll  natürlich  nur 
der  Anfang  eines  zn  schaffenden  Gebäudes  sein ,  aber  dieser  Anfang  wird 
von  allen  Denjenigen,  welchen  die  graphischen  Methoden  liebgeworden  sind, 
mit  Dank  entgegengenommen  werden. 
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üeber  Büschel  von  Banmoiirvan  dritter  Ordnung 
in  Verbindung  mit  Strahlencomplexen. 

Von 

Dr.    SiLLDORF 

in  Magdeburg. 


Bnler  Abiohnitt. 

1. 

Die  S  te  i  n er  *8che  Erzeugung  des  KegelBcbnittbüschels  aus  demStrah- 
leDböschel  erster  Ordnung,  welche  anseinandergesetet  ist  in  Stein  er 's 
Theorie  der  Kegelschnitte,  bearbeitet  von  Schröter,  $38,  hat 
ihr  Analogon  im  Räume.  Den  Kegelschnitten  in  derselben  Ebene ,  welche 
vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben,  entsprechen  Raumcurven 
dritter  Ordnung,  welche  auf  derselben  Regelfläche  zweiter  Ordnung  liegen, 
vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben  und  die  Strahlen  der  einen 
Regelschaar  der  Regelfläche  zu  gemeinschaftlichen  Secanten  haben.  Die 
sämmtlichen  Secanten  dieser  Raumcurven  dritter  Ordnung  bilden  einen 
Strahlencomplex  zweiter  Ordnung. 

2. 

Seien  S  und  5,  zwei  feste  Punkte  im  Räume  und  u  eine  feste  Gerade. 
Diese  Gerade  fassen  wir  auf  als  Axe  eines  Ebenenbfischels  erster  Ordnung. 
Irgend  eine  Ebene  o  derselben  sei  der  perspectivische  Durchschnitt  von  . 
zwei  Strahlenbündeln  mit  den  Mittelpunkten  S  und  S^.  Denken  wir  diese 
Strahlenbündel  starr  und  drehen  sie  beliebig  um  ihre  Mittelpunkte,  jedoch 
so,  dass  nach  erfolgter  Drehung  in  SS^  nicht  zwei  entsprechende  Strahlen 
zusammenfallen.  Dies  kann  man  leicht  vermeiden.  Denn  sei  x  der  Strahl 
des  Strahlenbtfndels  Sj  welcher  nach  der  Drehung  mit  SS^  snsammenfllllt, 
so  entsprechen  diesem  bei  den  verschiedenen  Beziehungen,  welche  durch  die 
den  Ebenenbttschel  u  durchlaufende  Ebene  «  vermittelt  werden,  die  Strahlen 
eines  Strahlenbttschels  erster  Ordnung  mit  S^  als  Mittelpunkt.   Drehi^  wir 
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nun  den  starr  gedachten  Bündel  ^i ,  so  haben  wir  dafür  za  sorgen,  dass 
keiner  der  Strahlen  dieses  Strahlenbüschels  erster  Ordnung  nach  der 
Drehung  durch  S  gehe.  Dieser  Bedingung  ist  leicht  genug  zu  genügen. 
Wir  wollen  ferner  noch  voraussetzen,  dabs  nach  der  Drehung  der  Strahlen- 
bündel nicht  zwei  Ebenen  derselben ,  welche  vor  der  Drehung  auf  a  sich 
geschnitten  haben,  zusamraenfallen.  Die  Strahlenbündel  S  und  St  bleiben 
auch  nach  der  Drehung  collinear  nnd  erzeugen  das  Secantensystem  einer 
Raumcurve  k^  dritter  Ordnung.  In  dieser  Weise  führt  jede  Ebene  von  u 
zu  dem  Secantensystem  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Die  Gerade 
SS^  oder  a  ist  die  Axe  eines  Ebenenbüschels.  welcher  doppelt  zu  denken  ist. 
Irgend  eine  Ebene  e  desselben  entspricht  sich  selbst  bei  jeder  collinearen 
Beziehung,  welche  durch  die  Ebenen  von  u  vermittelt  wird.  Nach  statt 
gefundener  Drehung  hat  sich  die  Ebene  c  in  zwei  Ebenen  gespalten,  welche 
eine  Secante  erzengen,  die  jedem  der  erzeugten  Secantensysteme  angehören 
muss.  Der  ganze  Ebenenbüschel  a  spaltet  sich  durch  die  Drehung  in  zwei 
projectivische  Ebenenbüschel,  welche  eine  Regelschaar  erzeugen,  deren 
Strahlen  Secanten  sind  in  allen  erzeugten  Secantensystemen.  Nach  der 
Drehung  werden  aus  der  Axe  a  die  Geraden  a  und  a ,,  welche.  Leitstrahlen 
sind  jener  Regelschaar.  Alle  Curven  k  liegen  auf  jener  Regelfläche  und 
haben  die  Punkte  S,  ^i  gemein.  In  der  Geraden  u  schneiden  sich  zwei  Ebe- 
nen TT,  ;r,  von  S  und  ^|,  welche  nach  der  Drehung  eine  Secante  u  erzeugen, 
die  offenbar  allen  Raumcurven  k  angehört,  so  dass  also  die  erzeug- 
ten Raumcurven  dritter  Ordnung  derselben  Regelfläche 
zweiter  Ordnung  aufgeschrieben  sind,  die  Strahlen  der  einen 
Regelschaar  derselben  zu  gemeinsamen  Secanten  haben, 
ausserdem  noch  eine  gemeinsam  e  Secante  besitzen  und  end- 
lich durch  zwei  auf  der  Regelfläche  befindliche  Punkte' 
geben. 

Wir   wollen   dieses   System   von  Raumcurven    dritter  Ordnung   einen 
Büschel  von  Baumcurven  dritter  Ordnung  nennen. 

3. 
Es  fragt  sich  zunächst,  wie  die  Secanten  liegen,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  A  des  Raumes  gehen.  Drehen  wir  den  Bbenenbüschel 
SA  und  die  Gerade  S^J  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurück,  und  mögen  die 
Geraden  SA  und  .5,^  in  dieser  Lage  mit  b  und  6,  bezeichnet  sein.  Durch 
^1  werden  die  Ebenenbüschel  b  nnd  u  projectivisch  aufeinander  bezogen, 
indem  je  zwei  Ebenen,  welche  in  demselben  Punkte  von  b^  sich  schneiden, 
einander  entsprechen  sollen.  Greifen  wir  eine  beliebige  Ebene  von  b  heraus, 
sie  heisse  e,  und  E  sei  der  Punkt,  in  welchem  sie  von  b^  getroffen  wird; 
a  aber  heisse  die  durch  E  gehende  Ebene  von  u.  Nun  schneiden  sich  $  und  a 
in  einer  Geraden,  welche  von  b^  ans  durch  eine  Ebene  des  Bündels  5|, 
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welche  f|  heisse,  projicirt  wird.  Nach  der  Drehung  liefern  t  and  €|  als  e' 
und  i\  eine  Secante  der  Raumcarve  Arg,  welche  durch  ^  gehen  mnss;  und 
dies  ist  die  einzige  Secante  von  ka,  welche  durch  A  geht,  da  im  Allgemeinen 
durch  einen  Punkt  im  Räume  nur  eine  Secante  einer  Ranmcurve  dritter 
Ordnung  gehen  kann.  Wenn  aber  b  und  b^  sich  auf  a  in  £  schnitten ,  so 
wurden  die  Ebenenbüschel  b  und  &i  nach  erfolgter  Drehung  als  b'  oder 
SA  and  b\  oder  S|  A  die  Strahlen  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  erzeu- 
gen, welche  die  Secanten  wären  von  Ar«,  welche  nunmehr  durch  A  selbst 
ginge.  Hie  Ebene  bb^  wird  sich  in  diesem  Falle  nach  der  Drehung  in  zwei 
Ebenen  zerspalten  haben,  welche  eine  allen  Ranmcurven  gemeinsame  Se- 
cante erzengen,  die  übrigens  ein  Strahl  der  obenerwähnten  Regelschaar  ist. 
Wenn  indessen  b  und  &,  sich  nicht  schneiden,  so  erzeugen  die  Ebenen» 
büschel  b  und  ti ,  welche  perspectivisch  zu  dem  geraden  Gebilde  b^  liegen, 
eine  Regelschaar,  von  welcher  ^j  ein  Leitstrahl  ist.  Von  61  aus  wird  daher 
dieselbe  durch  einen  zu  ihr  projectivischen  Ebenenbüschel  projicirt.  Oben 
wurden  i  und  Cj  als  Repräsentanten  entsprechender  Ebenen  der  Ebenen- 
büschel b  und  6|  herausgehoben.  Nach  der  Drehung  schneiden  sich  die 
Axen  dieser  Ebenenbüschel  im  Punkte  A  und  erzeugen  eine  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung ,  deren  Strahlen  die  sämmtlichen  Secanten  der  Ranmcur- 
ven k  sind,  welche  durch  den  Punkt  A  gehen.  Es  ist  also  erwiesen,  dass 
die  durch  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  gehenden  Secanten 
der  Curven  des  Curvenbüschels  dritter  Odnung  eine  Kegel- 
fläche  zweiter  Ordnung  bilden. 

4. 
Fragen  wir  nunmehr  nach  der  Anordnung  der  Secanten,  welche  in 
einer  gegebenen  Ebene  Tc.des  Raumes  sich  befinden.  Durch  n  sollen  je 
zwei  Ebenen  von  5  und  5,  einander  zugewiesen  werden ,  welche  sich  auf  n 
schneiden.  Nur  solche  Paare  einander  zugeordneter  Ebenen  werden  eine 
Secante  erzengen,  welche  sich  vor  der  Drehung  auf  einer  Ebene  von  u 
geschnitten  haben  oder  deren  Schnittlinie  vor  der  Drehung  die  Gerade  u 
geschnitten  hat.  Denken  wir  die  soeben  durch  n  collinear  aufeinander 
bezogenen  Strahlenbündel  starr  und  drehen  zurück,  so  erzeugen  sie  entweder 
das  Secantensystem  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  (Fälle  der  Entartung 
mit  eingeschlossen)  oder  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster 
Classe,  und  es  fragt  sich  nun,  welche  Strahlen  des  erzeugten  Systems  die 
Gerade  u  schneiden.  Wir  projiciren  von  S  aus  das  gerade  Gebilde  u  durch 
einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  desgleichen  auch  von  ^i  aus.  Dem 
letzteren  Strahlenbüschel  entspricht  in  dem  zurückgedrehten  Strahlenbündel 
^  ein  anderer  Strahlenbüschel ,  welcher  projectivisch  ist  zu  dem  Strahlen- 
büschel 5| ,  also  auch  zu  u  und  dem  Strahlenbüschel ,  welcher  u  von  S  ans 
projicirt.    Die  Ebenen ,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  der  ^^p^rfaTp 
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angehörigen  Strahlenbüschel  verbinden,  schneiden  offenbar  ihre  in  dem 
(zurückgedrehten)  Strahlenbündel  S,  ihnen  entsprechenden  Ebenen  in  Ge- 
raden, welche  durch  die  Punkte  von  u  gehen,  und  erzeugen  die  sämmtlichen 
Strahlen  des  Secanten-  oder  Strahlensystems,  welche  u  schneiden.  Aber  die 
beiden  projectivischen  Strahlenbüschel  im  Bündel  S  erzeugen  die  Ebenen 
eines  Ebenenbüschels  zweiter  Ordnung;  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ord- 
nung müssen  daher  auch  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  im  Bündel  S, 
bilden.  Drehen  wir  nun  wieder  vorwärts,  so  schneiden  sich  nach  der 
Drehung  die  entsprechenden  Ebenen  dieser  Ebenenbüschel  zweitep  Ordnung 
auf  der  Ebene  tt,  und  die  Geraden,  welche  so  auf  n  bestimmt  werden,  sind 
die  sämmtlichen  Secanten  der  Raumcurven  Ar,  welche  in  tc  sich  befinden.  Da 
dieselben  von  S  (und  ebenso  von  Si)  aus  durch  einen  Ebenenbüschel  zweiter 
Ordnung  projicirt  werden,  so  bilden  sie  die  Strahlen  eines  Strahlenbüschcls 
zweiter  Ordnung.    Daher  ergiebt  sich  der  Satz : 

Die  sämmtlichen  Secanten  desCurvenbüschels  dritter 
Ordnung,  welche  in  irgend  einer  Ebene  des  Raumes  sich 
befinden,   bilden  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung. 

Wir  wollen  die  Gesammtheit  aller  Secanten  der  Curven  des  Ourven- 
büschels  dritter  Ordnung  einen  Strahlencomplex  nennen,  eine  Benen- 
nung, welche  sich  später  rechtfertigen  wird. 

5. 

Ziehen  wir  durch  S  eine  beliebige  Gerade  c  und  drehen  zurück.  Dann 
mag  die  Gerade  c  heissen  und  die  Ebene  c\  55,  des  Strahlenbündels  5|  mag 
vor  der  Drehung  y,  gewesen  sein.  Die  Ebene  y,  schneidet  den  Ebenen- 
büschel  u  in  einem  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  von  welchem  ein  Strahl 
die  Gerade  c  treffen  muss.  Durch  diesen  Strahl  und  durch  c  wird  eine 
Ebene  y  bestimmt,  welche  nach  erfolgter  Drehung  die  Ebene  c\  SS^  in  c 
schneidet,  woraus  hervorgeht,  dass  der  beliebige  Strahl  c  von  S  eine 
Secante  einer  gewissen  Curve  des  Curvenbüschels  dritter  Ordnung  ist. 
Mithin  ist  jeder  durch  S  gehende  Strahl  eine  Secante,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  5,.  Die  Punkte  5  und  5,  verdienen 
daher  die  Benennung  Hauptpunkte  des  Strahlenoomplezes. 

Wenn  die  allen  Curven  k  gemeinsame  Secante  u  die 
Regelfläche  zweiter  Ordnung,  auf  welcher  sämmtliche 
Curven  des  Büschels  liegen  und  welche  wir  F^  nennen 
wollen,  in  zwei  Punkten  T  und  ü  schneidet,  so  sind  auch 
diese  Punkte  Hauptpunkte  des  S trahlencomplexes. 

Denn  da  die  Strahlen  der  einen  Regelschaar  von  F^  gemeinsame  Se- 
canten aller  Curven  k  sind,  so  geht  sowohl  durch  7\  als  durch  27 je  eine 
Secante  jeder  Raumcurve,  also  gehen  sämmtliche  CnrveiMlurch  T  nnd  27. 
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Ziehen  wir  z.  B.  durch  T  einen  beliebigen  Strahl  cf,  welcher  von  S  und 
5,  aus  darch  die  Ebenen  i'  und  6\  projicirt  wird,  und  drehen  zurück,  so 
wird  die  Gerade  u  zu  u.  Durch  T  geht  ein  Strahl  s  der  einen  Regelschaar 
TOD  F^^  die  Ebenen  Ss  und  S^  s  fallen  nach  der  Zurückdrehnng  zusammen 
in  eine  Ebene  (7,  welche  durch  SS^  geht;  die  Ebenen  Su  und  S^u  werden 
%nSu  und  S^^  alöD  werden  die  Geraden  ST  und  S^'  nach  der  Zurück- 
drebung  zu  den  Schnittlinien  von  6  mit  Su  und  S^u^  schneiden  sich  also 
Änf  u.  Die  Ebenen  i'  und  d'j,  welche  durch  resp.  ST  und  5,  T  gehen,  müs- 
sen nach  der  Bückwärtsdrehung  durch  die  zurückgedrehten  Geraden  ST 
und  5]  T  gehen ,  schneiden  sich  also  auf  der  Geraden  u.  Daraus  folgt  aber, 
(lass  ihre  Schnittlinie  in  einer  Ebene  des  Ebenenbüschels  u  liegen  muss. 
Drehen  wir  nun  wieder  vorwärts,  so  erkennen  wir,  dass  die  Ebenen  i'  und 
h\  sich  in  einer  Geraden  schneiden  müssen,  welche  Secante  einer  gewissen 
Raumcnrve  ist.  Die  Schnittlinie  von  6'  und  B\  ist  aber  d',  also  ist  der  be- 
liebige durch  T  gezogene  Strahl  ef  eine  Secante.  Mithin  ist  T  wi|:klich 
ein  Hauptpunkt  des  Strahleucomplexes,  und  ebenso  der  Punkt  ü, 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Punkte  T  und  U  zusammenfallen  können, 
wenn  die  Secante  xi  die  Fläche  F*  berühren  sollte.  Der  vorliegende  Strah- 
lencomplex  kann  also  vier,  drei  oder  zwei  Hauptpunkte  haben.  Ein  fünfter 
Hauptpunkt  kann  nicht  existiren ,  weil  auf  einer  Regelfläche  zweiter  Ord- 
nung nur  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  constrnirt  werden  kann ,  welche 
durch  fünf  auf  der  Fläche  gegebene  Punkte  geht  und  die  Strahlen  der  einen 
Regelschaar  der  Fläche  zu  Secanten  hat.  (Vergl,  Reye,  Geometrie  der 
Lage,  II,  S.236,  Nr.  132.) 

Wir  können  auch  kürzer  zeigen,  dass  ausser  S  und  ^|  noch  zwei  Haupt- 
punkte T  und  ü  unter  Umständen  existiren.  Projiciren  wir  von  S  und  5| 
aas  das  gerade  Gebilde  u  durch  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung, 
welche  dadurch  projectivisch  aufeinander  bezogen  werden.  Nach  erfolgter 
Drehung  schneiden  sich  die  Ebenen  beider  Strahlenbüschel  in  einer  Ge- 
raden, welche  Träger  ist  von  zwei  ineinanderliegenden  projectivischen 
geraden  Gebilden.  Solche  haben  bekanntlich  im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Punkte  entsprechend  gemein,  woraus  folgt,  dass  nach  der  Drehung  die 
beiden  Strahlenbüschel  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen  besitzen  können, 
welche  sich  schneiden.  Der  Schnittpunkt  eines  solchen  Strahlenpaares  ist 
aber  ein  gemeinsamer  Schnittpunkt  aller  Raumcurven  k,  Dass  jede  Ebene, 
^le  durch  einen  solchen  Strahl  geht,  von  jeder  Ebene,  welche  durch  den  ihm 
entsprechenden  geht,  in  einer  Secante  geschnitten  wird,  folgt  unmittelbar 
daraus,  dass  die  in  Rede  stehenden  Strahlen  vor  der  Drehung  sich  auf  u 
geschnitten  haben.  Die  Schnittlinie  jener  Ebenen  ging  also  vor  der  Drehung 
auch  durch  einen  Punkt  von  u ,  lag  mithin  in  einer  bestimmten  Ebene  des 
Ebenenbüschels  m.  r^  i 
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Die  Ebene  SSi  T  geht  durch  die  Geraden  ST  and  S^  T,  welche,  wie  wir 
gesehen  haben,  sich  vor  der  Drehung  auf  u  schnitten.  Durch  Zurück- 
drehung spaltet  sich  die  Ebene  ^S,  J,  welche  einmal  zum  Bündel  5,  das 
andere  Mal  zum  Bündel  iS,  zu  rechnen  ist,  in  zwei  Ebenen,  deren  Schnitt- 
linie durch  einen  Punkt  von  u  gehen  muss.  Drehen  wir  vorwärts,  so  müssen 
in  ihrer  neuen  Lage  die  Ebenen  sich  in> einer  Secante  schneiden;  aber  da 
sie  zusammenfallen,  ist  jede  in  ihnen  enthaltene  Gerade  eine  Secante. 
Darum  soll  die  Ebene  SStT  eine  Hauptebene  des  Strahlencom- 
plexes  heissen.    Dieselbe  Benennung  verdient  offenbar  die  Ebene  SS^  ü. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Ebene  STÜ,  Vor  der  Drehung  ging  diese 
Ebene  durch  u.  Die  Bündel  S  und  S^  wurden  durch  diese  Ebene  Su^  welche 
einen  der  Btrahlenbündelmittelpunkte  S  selbst  in  sich  enthält,  in  eigenthüm- 
lieber  Weise  collinear  aufeinander  bezogen.  Dem  Strahlenbüschel  S  ent- 
sprach der  Ebcnenbüschel  5}  S,  welcher  von  Sj  aus  die  Strahlen  des  erstem 
projicirte.    Jedem   Strahle  des  Punktes  5,  der  nicht  in  Su  lag,  entsprach 

alleip  der  Strahl  S^S  des  Bündels  5|.  Nach  erfolgter  Drehung  erzeugten 
der  Strablenbüschel  erster  Ordnung  S  und  der  Ebenenbüschel  erster  Ord- 
nung 5,  iS,  dessen  Axe  wir  oben  nach  der  Drehung  mit  a\  bezeichnet  haben, 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  A,  welche  durch  iS  geht  und  mit  a\  einen  Punkt 
gemein  hat.  Aber  auch  jeder  Punkt  des  Strahles  a\  gehört  dem  Erzeugnisse 
an,  da  durch  jeden  Punkt  von  a\  nach  der  Drehung  ein  Strahl  von  S  geht. 
Die  Curve  X  und  die  Gerade  a\  zusammen  bilden  eine  entartete  Ranmcurve 
dritter  Ordnung;  k  ist  aber  nichts  Anderes,  als  die  Schnittcurve  der  Ebene 
Su  (oder  STU)  mit  der  Regelfläche  F\  welcher  a',,  wie  oben  gezeigt,'  als 
Leitstrahl  der  Secantenregelschaar  angehört.  Dass  nun  jede  in  der  Ebene 
STÜ  liegende  Gerade  eine  Secante  ist,  nämlich  von  der  entarteten  Raum- 
cnrve  dritter  Ordnung,  is^  ersichtlich.  Eine  ähnliche  Ueberlegung  lässt 
auch  die  Ebene  S^TU  als  eine  Hauptebene  erkennen.  Bemerkenswerth  ist, 
dass  die  Ebenen  Su  und  S,  u'  ihren  Charakter  als  Hauptebenen  bewahren, 
auch  wenn  die  Gerade  u  die  Regelfläche  /"  nicht  mehr  in  reellen  Punkten 
trifft, 

6. 
Wenn  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  durch  zwei  collineare  Strahlen/ 
btindel  S  und  Sj  erzeugt  wird,  so  ist  ihre  Tangente  in  S  der  Strahl  von  S, 
welchem  in  S,  der  Strahl  5,  5  entspricht.  Drehen  wir  rückwärts,  so  werden 
alle  Strahlenbtindelpaare  5,  Ä,  perspectivisch  und  der  Strahl  S^  nehme  die 
ursprüngliche  Lage  e^  an.  Ihm  entsprechen  die  Strahlen  von  iS,  welche  das 
gerade  Gebilde  projiciren ,  das  durch  den  EbenenbüscheUt  auf  f|4)e8timmt 
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wird.  Der  Strahlenbüschel  S^  welcher  «i  projicirt,  ist  projectivisch  zu  dem 
Ebenenbüschel  u  nnd  bleibt  es  nach  der  Drehung.  Daher  bilden  die  sttmmt- 
lichen  Tangenten  der  Cnrven  des  Curveubüschels  dritter  Ordnung  in  deinen 
Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  welcher  projectivisch  ist  zu  dem  Ebenen- 
bä>chel  u  in  der  Weise,  dass  jeder  Strahl  der  Ebene  entspricht,  welcher  die 
Carve  dritter  Ordnung  ihre  Entstehung  verdankt,  deren  Tangente  er  ist. 
Ein  Gleiches  gilt  von  den  Tangenten  im  Punkte  5«. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Hauptpunkte  T  un4  ^  reell  sind.  Dass  z.  B. 
die  Tangenten  der  Curven  des  Curveubüschels  dritter  Ordnung  im  Punkte 
T  in  derselben  Ebene  sich  befinden,  geht  daraus  hervor,  dass  sie  sich  in  der 
Taogentenebene  der  Hegelfläche  F*  befinden,  welche  T  zum  Berührnngs* 
punkte  hat.  Die  Tangenten  bilden  aber  auch  einen  vollständigen  Strahlen- 
buschel  erster  Ordnung  in  der  Tangentenebene,  da  jede  durch  den  Haupt- 
pankt  T  gehende  Gerade  Secante  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  k  sein 
muss  nnd  doch  nur  einen  Punkt  mit  derselben  gemein  haben  kann.  Von  S 
nnd  S|  aus  wird  daher  der  Strahlenbüschel  T  durch  zwei  perspectivische 
Ebenenbuschel  mit  den  Axeu  ST  und  5|  T  projic^t.  Drehen  wir  zurück,  so 
schneiden  die  Axen  ST  und  S^T^  wie  wir  wissen,  die  Gerade  u,  nnd  die 
Ebenenbüschel  erzeugen  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  zu  welcher  der 
Ebenenbüschel  u  perspectivisch ,  also  auch  projectivisch  ist.  Mithin  bilden 
auch  die  Tangenten  der  Curven  des  Curveubüschels  dritter  Ordnung  im 
Hauptpunkte  T  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  welcher  projectivisch 
ist  zu  dem  Ebenenbüschel  u  in  Ansehung  der  Strahlen  und  Ebenen,  welche 
zu  derselben  Raumcurve  k  gehören.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Tan- 
genten in  ü. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  endlich  die  Entstehung  der  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung  in  Nr.  3,  welche  die  sämmtlichen,  durch  einen  Punkt  A 
des  Raumes  gehenden  Secanten  bilden,  so  springt  sofort  in  die  Augen,  dass 
auch  diese  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  projectivisch  ist  zu  dem  Ebenen- 
buschel u  in  Anbetracht  der  Secanten  und  Ebenen,  welche  zu  derselben 
Raumcurve  k  gehören. 

Das  Vorstehende  fassen  wir  zusammen  in  dem  Satz : 

Die  Tangenten  der  Curven  eines  Raumcurvenbüschels 
dritter  Ordnung  in  den  Hauptpunkten  bilden  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  welche  projectivisch  sind  zuein- 
ander und  zu  jeder  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
gebildet  wird  von  den  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Secanten,  in  Ansehung  der  Strahlen,  welche  zu  derselben 
Raumcurve  gehören. 

7. 

Unter  s'  wollen  wir  eine  beliebige  Secante  der  auf  F*  befindlichen  Se- 
cantenxegelschaar  verstehen.   Von  S  und  Sj  aus  wird  das  gerade  Geb^ 
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durch  zwei  projectivische  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  projicirt.  Drehen 
wir  zurück,  so  fallen  die  Ebenen  dieser  beiden  Strahlcnbüschel  in  eine 
Ebene  0  zusammen,  und  die  Strahlenbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt, 
dessen  Punkte  durch  den  Ebenenbüschel  u  involutorisch  gepaart  werden. 
Involutorisch  werden  auch  die  Strahlen  der  beiden  Strahlenbüschel  gepaart, 
insofern  sie  die  involutorische  Curvo  projiciren.  Strahlen  aber,  welche  ein 
Paar  zugeordneter  Punkte  der  Curve  projiciren,  erzeugen  nach  der  Drehung 
zwei  Punkte  derselben  Raumcurvo  dritter  Ordnung.  Da  die  involutorische 
Paarung  der  Strahlen  der  beiden  Büschel  auch  nach  der  Drehung  unver- 
ändert bestehen  bleibt,  so  erkennen  wir,  dass  die  Punkte  von  s'  durch  die 
Curven  des  Cnrvenbuschels  dritter  Ordnung  involutorisch  gepaart  werden. 

Nennen  wir  die  durch  den  Hauptpunkt  T  gehende,  auf  der  Regelfläche 
F*  gelegene  Secante  ^,  projiciren  dieselbe  von  S  und  5",  aus  durch  Strahlcn- 
büschel erster  Ordnung  und  drehen  zurück,  so  werden  diese  Strahlcnbüschel 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  erzeugen,  welche  durch  einen  Punkt  von  w 
geht,  da  die  Strahlen  ST  und  St  T  nach  der  Rückwärtsdrehung  sich  auf  i< 
schneiden  müssen.  Der  Ebenenbüschel  u  projicirt  die  Curve  zweiter  Ord- 
nung, welche  auch  von  den  zurückgedrehten  Strahlenbüscheln  S  und  S^  pro- 
jicirt wird.  Diese  letzteren  sind  also  auch  projectivisch  zum  Ebenenbüschcl 
u  und  bleiben  es  nach  der  Vorwärtsdrehung.  Dann  aber  erzeugen  sie  das 
gerade  Gebilde  /*,  von  dessen  Punkten  jeder  auf  einer  Curve  des  Curven- 
büschels  liegt;  f  ist  also  projectivisch  zum  Ebenenbüschel  u  in  Anbetracht 
der  Punkte  und  Ebenen,  welche  zu  derselben  Raumcnrve  gehören.  Dasselbe 
gilt  von  der  durch  ü  gehenden  und  auf  F^  liegenden  Secante. 

Die  Secante  r',  welche  durch  den  Hauptpunkt  S  geht  und  auf  F*  liegt, 
wird  von  5^1  aus  durch  die  Ebene  S^^r  projicirt.  Drehen  wir  zurück,  so 
geht  diese  Ebene  immer  noch  durch  5,  wie  zuvor  (Nr.  2),  und  /  befindet 
sich  als  r  in  derselben.  Das  gerade  Gebilde  r  wird  durch  den  Ebenen- 
büschel u  projicirt,  ebenso  durch  den  Strahlcnbüschel  ^j.  Drehen  wir  wieder 
vorwärts,  so  bestimmen  die  Strahlen  des  gedrehten  Strahlenbüschels  5i  auf 
r  die  Punkte,  in  welchen  die  Curven  des  Curvenbüschels  r  schneiden. 
Mithin  ist  r  projectivisch  zum  Ebenenbüschel  u  in  Anbetracht  der  Punkte 
und  Ebenen,  welche  zu  derselben  Raumcnrve  gehören.  Dasfielbe  gilt  von 
der  durch  Si  gehenden  und  auf  F'  liegenden  Secante.  Zusammenfassend 
können  wir  sagen : 

Jeder  Strahl  der  auf  i^' liegenden  Secantonregelscl^aar 
wird  durch  die  Curven  des  Büschels  vonRaumcurven  drit- 
ter Ordnung  in  den  Punkten  eines  involutorischen  geraden 
^Gebildes  geschnitten,  mit  Ausnahme  der  Strahlen,  welche 
durch  die  Hauptpunkte  gehen;  diese  nämlich  werden  durch 
den  Cnrvenbüschel  in  projectivischen  geraden  Gebilden 
geschnitten.  ^  ^ 
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Die  Secantenregelschaar  auf  F*  besitzt  eine  Leitschaar  von  Nicht- 
secanten,  welche,  wie  bekannt,  je  einen  Punkt  mit  jeder  der  Rauincurven 
dritter  Ordnung  gemein  haben  müssen.  Unter  /  wollen  wir  einen  Strahl 
dieser  Leitschaar  verstehen ,  welcher  durch  keinen  der  Hauptpunkte  geht. 
Von  S  und  S,  aus  wird  /  durch  zwei  Ebenen  projieirt,  welche  zurückgedreht 
sich  in  einer  Geraden  schneiden ,  welche  vom  Ebenenbüschel  {/  in  einem 
geraden  Gebilde  geschnitten  wird.  Die  Strahlenbtischel  erster  Ordnung, 
welche  dies  gerade  Gebilde  projicircn,  werden  auch  nach  der  Vorwärtsdreh- 
ang  perspectivisch  sein  und  das  gerade  Gebilde  /  erzeugen,  weil  /  mit  jeder 
Curve  des  Büschels  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein  haben  muss.  Der 
Leitstrahl  /  wird  somit  von  den  Curven  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter 
Ordnung  rn  einem  zum  Ebenenbüschel  u  projectivischen  geraden  Gebilde 
geschnitten.  Eine  Ausnahme  machen  nur  die  Leitstrahlen,  welche  durch 
die  Hauptpunkte  gehen.  Die  durch  S  und  Si  gehenden  haben  wir  oben 
(Nr.  2)  a  und  a\  genannt  und  (Nr.  ft)  als  Theile  entarteter  Curven  des 
Büschels  ansehen  müssen,  welche  aus  Kegelschnitten,  die  durch  <S|,  T,  {/, 
resp.  S,  r,  ^  gehen,  und  aus  den  Geraden  a' und  a\  zusammengesetzt  sind. 
AU  Gerade,  die  durch  einen  Hauptpunkt  gehen,  müssen  a  und  a\  Secanten 
sein;  als  Secanten  der  entarteten  Curven  kann  man  sie  aber  auch  wirklich 
auffassen;  in  Bezug  auf  alle  übrigen  Curven  sind  sie  Nichtsecanten.  Auch 
die  durch  T  und  U  (wenn  diese  Punkte  reell  sind)  gehenden  Leitstrahlen  m 
und  n  sind  Theile  entarteter  Raumcurven  dritter  Ordnung.  In  der  That, 
wenn  wir  zurückdrehen,  werden  die  Ebenen  von  -Sund  Sj,  welche  in  der 
Ebene  SSi  U  z.  B.  vereinigt  sind,  auseinandertreten  und  sich  auf  u  schnei- 
den, da  (Nr.  5)  die  Strahlen  SU  und  S^U  sich  nach  der  Zurückdrehung  auf  m 
treffen.  Die  Schnittlinie  der  zurückgedrehten  Ebenen  wird  von  S  und  S|  aus 
dnrch  zwei  perspectivische  Strahlenbündel  projieirt,  welche  nach  der  Vor- 
wärtsdrehung einen  Kegelschnitt  erzeugen,  der,  wie  leicht  zu  sehen,  auf  F^ 
liegen  muss.  Der  durch  T  gehende  Leitstrahl  m  schneidet  diesen  Kegel- 
schnitt in  einem  Punkte.  Die  Strahlen,  welche  von  S  und  S^  aus  diesen 
Punkt  projiciren,  schneiden  sich  nach  der  Zurückdrehung  auf  der  Geraden, 
welche  die  Schnittlinie  der  zurückgedrehten  Ebenen  S,  m  und  5|,  m  ist. 
Diese  letztere  Schnittlinie  trifft  ti,  weil  die  Strahlen  ^Tund  5|  Tnach  der 
Zurückdrehung  auf  u  sich  schneiden  müssen.  Aus  alle  dem  geht  hervor, 
dass  die  Schnittlinie  der  zurückgedrehten  in  SSt  ü  vereinigten  Ebenen,  die 

Schnittlinie  der  zurückgedrehten  Ebenen  5,  m  und  5|,  m  und  u  in  derselben 
Ebene  liegen  müssen ,  aus  welcher  daher  eine  entartete  Raumcurve  dritter 
Ordnung  hervorgeht,  bestehend  aus  dem  durch  5,  5|,  ü^  gehenden  Kegel- 
schnitt und  dem  Leitstrahl  m.  In  ähnlicher  Weise  erkennt  man  die  Existenz 
einer  entarteten  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  aus  einem  durch  S,S,,  T 
gehenden  Kegelschnitt  und  dem  Leitstrahl  n  des  Punktes  U  besteht.  Aus 
dem  Vorstehenden  fliesst  der  Satz : 
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Die  Leitstrahlen  der  Secantenregelschaar  auf  F*  wer- 
den  von  den  Curven  des  Büschels  vonKaumcurven  dritter 
Ordnung  in  projecti vischen  geraden  Gebilden  geschnitten, 
mit  Ausnahme  der  durch  die  Hauptpunkte  gehenden  Leit- 
strahlen, welche  Theile  sind  von  entarteten  Curven  des 
Büschels,  welche  aus  je  einem  dieser  Leitstrahlen  und 
einem  durch  diejedesmal  übrigen  drei  Hauptpunkte  gehen- 
den Kegelschnitt  zusammengesetzt  sind. 

Weil  durch  jeden  Punkt  von  F^  ein  Leitstrahl  der  Secantenregelschaar 
geht,  folgt  auch: 

Durch  jeden  Punkt  der  Regelfläche  F^  geht  eine  und 
nur  eine  Curv  e  des  Büschels  vonKaumcurven  dritter  Ord- 
nung. Eine  Ausnahme  machen  nur  die  Hauptpunkte,  durch 
welche  alle  Curven  des  Büschels  gehen. 


Zweiter  Abschnitt. 

8. 

Einer  andern  Steiner 'sehen  Erzeugung  eines  Kegelschnittbüschels 
(Theorie  der  Kegelschnitte ,  %  40)  nachgebildet  ist  die  folgende  Erzeugung 
eines  Büschels  von  Raumcnrven  dritter  Ordnung. 

Sei  S  ein  im  Räume  fester  Strahlenbündel  und  2  ein  auf  denselben 
collinear  bezogenes  festes  ebenes  System.  Auf  einer  festen  Geraden  u  be- 
wegen sich  ein  Punkt  5|,  von  welchem  aus  in  jeder  seiner  Lagen  das  ebene 
System  JS  durch  einen  perspectivischen ,  also  zu  S  collinearen  Strahlen- 
bündel projicirt  wird.  Die  collinearen  Bündel  S  und  S^  erzeugen  bei 
wechselnder  Lage  des  Punktes  S^  unendlich  viele  Raumcurven  k  dritter 
Ordnung,  deren  Gesammtheit  auch  diesmal  ein  Büschel  von  Raum- 
curven dritter  Ordnung  genannt  werden  soll.  Der  dritte  Abschnitt 
wird  diese  Benennung  rechtfertigen. 

Bei  allen  möglichen  Beziehungen  entspricht  der  Ebenenbüschol  t/,  in- 
sofern er  einen  gewissen  Strahlenbüschel  auf  Z  ausschneidet,  einem  be- 
stimmten Ebenenbüschel  des  Strahlenbündels  5,  und  beide  erzeugen  eine 
Regelschaar  F  von  Secanten,  welche  allen  Raumcurven  des  Systems  an- 
gehören. Der  Punkt  S  liegt  auf  der  die  Regelschaar  enthaltenden  Fläche 
zweiter  Ordnung  F^^  und  durch  ihn  gehen  alle  Raumcurven  des  Büschels. 
Aber  es  giebt  mindestens  noch  einen  zweiten  Punkt  S^  von  derselben  Eigen- 
schaft. Nämlich  im  Bündel  S  giebt  es  mindestens  einen  und  höchstens  drei 
Strahlen,  welche  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  von  ^  gehen.  Sei 
S^  der  eine  auf  jeden  Fall  existirende  dieser  Punkte.  Der  Ebene  uS^  von 
Sx  muss  eine  durch  S^  gehende  Ebene  von  S  bei  allen  Beziehungen  ent- 
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sprechen,  weswegen  S^  auf  F*  liegt.  Aber  auch  dem  Strahle  5,  S^  entspricht 
immer  der  Strahl  SS^^  woraus  folgt,  dass  der  Punktes  allen  Curven  k 
angehört.  Aehnliches  gilt  von  den  etwa  noch  in^existirenden  zwei  Punkten 
Sj  und  S^,  welche  auf  den  entsprechenden  Strahlen  des  Bündels  fliegen. 
Wenn  aber  auch  die  Punkte  iS^,  und  S^  nicht  reell  sind,  so  ist  es  doch  ihre 
Verbindnngslinie ,  oder,  mit  anderen  Worten,  es  giebt  in  H  eine  Gerade  t/„ 
welche  auf  der  ihr  entsprechenden  Ebene  von  S  liegt.  Dass  diese  Gerade 
gemeinsame  Secante  aller  Curven  k  wird ,  ist  evident.  Sind  die  Punkte  S^ 
und  S^  reell,  so  sind  sie  die  Schnittpunkte  von  ti^  mit  F\  und  durch  dieselben 
gehen  alle  Curven  des  Büschels. 

Bemerken  wir  noch,  dass,  damit  die  Entstehung  von  Strahlensystemen 
erster  Ordnung  und  Classe  vermieden  werde,  u  nicht  einen  der  Strahlen 
SS^^  SS^y  SS^  schniBiden  darf.  Diese  Bedingung  setzen  wir  als  erfüllt 
voraus. 

9. 

Wenn  die  Punkte  5,  und  S^  reell  sind,  kann  es  vier  entartete  Baum- 
curven  geben,  welche  dem  Büschel  angehören.  Dieselben  bestehen  aus  je 
einem  Kegelschnitt,  der  durch  drei  der  vier  Punkte  5,  5,,  5,,  S^  gebt,  und 
dem  Leitstrahl  der  Regelschaar  JF*,  welcher  durch  den  noch  übrigen  vierten 
Punkt  geht.  Erzeugt  werden  diese  Curven ,  wenn  der  bewegliche  Punkt  ^| 
in  die  Ebenen  des  Tetraeders  SS^S^S^  gelangt. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  Si  liege  in  der  Ebene  SS^S^^  welche  alsdann  in 
den  Strahlenbündeln  S  und  iS^,  sich  selbst  entspricht.  Dem  Strahlenbüschel 
^in  derselben  entspricht  der  Strahlenbüscbel  5,,  und  beide  erzeugen  einen 
Kegelschnitt  A,  welcher  durch  5,  S^,  S^,,  S^  geht  und  die  Schnittlinie  der 
Ebene  SS^S^  mit  der  Regelfläche  F^  ist. 

Dem  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  S^,  welcher  den  durch  5t  gehenden 
Leitstrahl  von  Fprojicirt,  muss  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  5im  Strah- 
lenbündel S  entsprechen;  aber  zwei  Paar  entsprechender  Strahlen  dieser 
Büschel  schneiden  sich  auf  dem  Leitstrahl ,  nämlich  die  Strahlen  Si  S,  und 
SS^  und  diejenigen,  welche  nach  dem  Punkte  hingehen,  welchen  der  Leit- 
strahl mit  A  gemein  hat.  Daher  gehen  die  Ebenen  beider  Strahlenbüschel 
durch  den  Leitstrahl.  Die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  S^  befinden  sich  in 
den  Ebenen  des  Ebenenbüschels  u,  welcher  die  Strahlen  der  Regelschaar  ^P 
projicirt,  mithin  müssen  die  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  5  in  den 
Ebenen  von  »Ssein,  welche  dieselben  Strahlen  von  Fprojiciren.  Diese  Strahlen 
aber  schneiden  sämmtlich  unsern  Leitstrahl,  woraus  folgt,  dass  die  Strahlen- 
büschel S  nnd  5|  den  Leitstrahl  zum  perspectivischen  Durchschnitt  haben. 
Derselbe  gehört  also  dem  Erzeugniss  der  Bündel  S  und  Si  an. 

Eine  analoge  Betrachtung  knüpft  sich  an  die  Lage  des  Punktes  Si  in 
den  beiden  anderen  durch  iS  gehenden  Ebenen  des  Tetraeders  SS^S^ 
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Liegt  iV|  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  ^,  so  ist  S^  ein  Punkt  des 
Kegelschnittes,  welchen  diese  Ebene  auf  P^  ausschneidet.  Dem  Ebenen- 
büscbel  u  entspricht  ein  Ebenenbüsche]  &,  dessen  Axe  der  durch  S  gehende 
Leitstrahl  von  F  ist.  Der  Ebenenbüsche]  u  schneidet  £  in  einem  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  5|.  Greifen  wir  einen  Strah]  x 
aus  diesem  Büschel  heraus,  welcher  den  Strahl  s  von  F treffen  mag.  Den 
Punkten  des  ebenen  Systems  2,  welche  in  x  liegen,  entsprechen  die  Strahlen 
eines  Büschels  S,  welcher  in  der  Ebene  Ss  liegt.  Dem  Strahle  x  des  Strah- 
lenbündels iSj  entsprechen  mithin  die  8ämmt]ichen  Strahlen  des  Büschels 
5,5,  so  dass  der  Punkt  x'g  des  in  fliegenden  Kegelschnittes  als  Schnitt- 
punkt entsprechender  Strahlen  der  Bündel  S  und  St  erscheint.  Dieser 
Kegelschnitt  ist  also  ein  Theil  der  gegenwärtig  erzeugten  entarteten  Raum- 
curven  dritter  Ordnung.  Jedem  Strah]  von  5, ,  we]cher  nicht  in  £  liegt, 
entspricht  der  Strahl  t>  von  iS,  welcher  somit  obenfa]]s  ein  Theil  jener  Raum- 
curve  ist. 

10. 
Durch   jeden  Punkt  P  von   F^   geht   eine    und  nur  eine 

Curve  des  Büschels  von»Raumcurven  dritter  Ordnung,  mit 

Ausnahme  der  Punkte  S^  5,,  5,,  S^, 

Verbinden  wir  S  mit  P  und  nennen  p  die  durch  P  gehende  Secante  der 
Regelschaar  F.  Dem  Strahle  SP  von  S  entspricht  ein  Punkt  P,  von  ^, 
welcher,  weil  SP  in  der  Ebene  Sp  liegt,  in  der  Ebene  up  liegen  muss.  Mag 
Si  auf  u  irgend  eine  Lage  haben,  auf  jeden  Fall  muss  der  Strahl  von  S^y 
welcher  SP  entspricht,  in  der  Ebene  up  liegen  und  durch  P,  gehen.  Wenn 
wir  daher  Pi  mit  P  verbinden,  erhalten  wir  einen  Strahl,  welcher  u  in  einem 
Punkte  S^  schneidet.  Si  ist  aber  der  einzige  auf  u  liegende  Punkt,  welcher 
zur  Erzeugung  einer  Curve  des  Büschels  führt,  welche  durch  P  geht.  Dass 
übrigens  verschiedene  Punkte  von  u  nicht  zur  Erzeugung  derselben  Raum- 
curve  führen  können,  geht  daraus  hervor,  dass  u  als  Leitstrahl  der  Regel- 
schaar F  mit  jeder  auf  F  liegenden  Raumcurve  dritter  Ordnung  nur  einen 
Punkt  gemein  haben  kann. 

11. 

Dass  das  Tetraeder  SS^S^S^^  von  welchem  immer  die  Ecken  5  und  5„ 
sowie  die  Ebenen  SS^S^  oder  5«,  und  S^S^S^  oder  5,w,  oder  £  reell  sind, 
den  Namen  Haupttetraeder  im  früheren  Sinne  verdient,  ergibt  sich 
aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Ein  durch  S  gehender  beliebiger  Strahl  heisse  a:,  ihm  entspricht  ein 
Punkt  Äi  in  £  Die  Ebene  xX^  schneidet  u  in  einem  Punkte  ^i.  In  den 
Strahlenbündeln  S  und  5^  sind  x  und  SiJC^  oder  Xi  entsprechende  Strahlen, 
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und  da  es  eine  Ebene  von  0*1 ,  nämlich  S^  Ä'^  S,  giebt,  welche  durch  x  geht, 
60  isix  die  Schnittlinie  zweier  entsprechenden  Ebenen  der  Bündel  S  und  iS^i, 
also  eine  Secante  der  durch  den  Punkt  S^  hervorgerufenen  Curve  des 
ßü8chelä. 

Durch  S,  gehe  der  beliebige  Strahl  y  und  werde  von  S  aus  durch  eine 
Ebene  a  projicirt.  Dieser  Ebene  von  S  entspreche  in  £  der  Strahl  di ,  wel- 
cher durch  S2  gehen  muss.  Durch  y  und  aj  ist  eine  Ebene  bestimmt,  welche 
auf  u  den  Punkt  i^,  ausschneidet,  welcher  als  Mittelpunkt  eines  Strahlen- 
bündels  zu  der  Raumcurve  führt,  welcher-y  als  Secante  angehört. 

Die  Punkte  S^  und  S^  haben,  wenn  sie  reell  sind,  gleichen  Charakter 
mit  5,. 

Die  durch  Sj  «Sc,  S^y  S^  gehenden  Leitstrahlen  sind  nur  als  Secanten 
der  entarteten  Raumcurven  dritter  Ordnung  aufzufassen,  für  alle  anderen 
Curven  sind  sie  Nichtsecanten.  Die  Punkte  S^  lS,,  £^, ,  S^  verdienen  also  in 
Uobereinstimmung  mit  unseren  früheren  Benennungen  den  Namen  Maupt- 
punkte.  Dass  die  Ebenen  des  Tetraeders  SS^S^S^wie  früher  Uauptebenen 
zu  heissen  verdienen,  folgt  daraus,  dass  in  ihnen  die  Kegelschnitte  liegen, 
welche  Theile  sind  der  entarteten  Raumcurven  dritter  Ordnung,  und  dass 
diese  Ebenen  in  den  collinearc^  Strahlenbündeln,  welche  diese  Curven 
erzengen,  sich  selbst  cutsprechen,  so  dass  jede  ihrer  Geraden  als  Schnitt- 
linie zweier  entsprechenden  Ebenen  gelten  kann. 

12. 
Untersuchen  wir  jetzt  die  Lage  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  A 
des  Raumes    gehenden  Secanten  der   sämmtlichen   Curven   des   Büschels 
dritter  Ordnung.    Dem  Strahle  SA  von  S  entspreche  der  Punkt  At  von  £ 
und  der  Strahl  J,  A',  des  Bündels  S^.    Der  Ebene  AS^  A^  oder  &(  von  Sj  ent- 
spricht eine  gewisse  Ebene  a  von  5,  nämlich  die,  welche  dem  Strahle  a^  von 
L  entspricht,  in   welchem   die  Ebene  ASA^  die  Ebene  2;  schneidet;   die 
Ebenen  a  und  a^  schneiden  sich  in  der  Secante  der^Raumcurve  dritter  Ord- 
nung, welche  durch  den  Punkt  5j  hervorgerufen  wird.    Durchläuft  iS^i  das 
gerade  Gebilde  u,  so  durchläuft  der  Strahl  A^S^^  ebenso  der  Strahl  a^  einen 
Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  welcher  perspectivisch  ist  zu  dem  Ebenen- 
büschel  AA^y  welchen  die  Ebene  a^  durchläuft.    Auch  die  Ebene  u  durch- 
läuft einen  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  SA,  welcher  projectiviscb  ist  zu  dem 
von  a,  durchlaufenen  Strahlenbüschel  in  Z,    Die  projectiviscben  Ebenen- 
büschel  AA^  und  SA  erzeugen  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
erfüllt  wird  von  sämmtlichen  durch  A  gehenden  Secanten  und  projectiviscb 
ist  zu  dem  geraden  Gebilde  u  in  Ansehung  der  Strahlen  und  funkte,  welche 
zu  derselben  Curve  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  ge*» 
hören. 
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Wenn  A  in  einer  Hauptebene  liegt,  werden  die  Ebenenbüscbel  AA^ 
und  SA  perspectivisch,  so  dass  die  Kegelfläcbe  zweiter  Ordnung  in  zwei 
Strahlenbüscbcl  erster  Ordnung  entartet,  von  denen  einer  in  der  Hauptebene 
liegt. 

13. 

Eine  Tangente  einer  der  Curvcn  des  Büschels  im  Punkte  S  ist  der 
Strahl  von  <S,  welchem  der  Strahl  S,  iS'  von  S^  entspricht.  Durchläuft  S,  das 
gerade  Gebilde  m,  so  beschreibt  S^S  einen  Slrahlenbüscbel  erster  Ordnung, 
welcher  in  2^  ein  gerades  Gebilde  bestimmt,  dessen  Punkten  die  sämmtlichen 
in  S  möglichen  Tangenten  der  Curven  entsprechen  müssen.  Diese  Tangenten 
bilden  daher  einen  Strahlenbüscbcl  erster  Ordnung,  welcher  projectivisch 
ist  zu  dem  von  St  durchlaufenen  geraden  Gebilde. 

Betrachten  wir  zweitens  die  Tangenten  im  Hauptpunkte  5,.  Dieselben 
befinden  sich  selbstverständlich  in  der  Tangentenebene  der  Regelfläche  F\ 
welche  5,  zum  Berührungspunkt  hat;  und  auch  jeder  durch  5,  gehende 
Strahl  dieser  Ebene  ist  Tangente  einer  der  Curven,  weil  er  Secante  einer 
solchen  sein  muss  und  doch  nur  einen  Punkt  mit  derselben  gemein  haben 
kann.  Von  S  aus  projioiren  wir  den  Büschel  dieser  Tangenten  durch  einen 
Ebenenbüschel,  welchem  in  ^  ein  projectivischer  Strahlenbüschels,  ent- 
sprechen muss.  Durch  Verbindung  der  zusammengehöiigen  Strahlen  des 
Tangentenbüschels  und  des  Büschels  in  2^  erhalten  wir  einen  Ebenenbüschel 
zweiter  Ordnung,  von  welchem  eine  Ebene  durch  u  gehen  muss,  nämlich 
diejenige,  welche  den  durch  S^  gehenden  Strahl  der  Kegelschaar  F^  der  mit 
zu  dem  Tangontenbüschel  gehört,  mit  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  des 
Strahlenbüschels  5,  in  2  verbindet.  Der  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung 
schneidet  daher  u  in  einem  zu  dem  Tangentenbüschel  S^  projectivischen 
geraden  Gebilde,  dessen  einzelne  Punkte  5,  die  Mittelpunkte  der  Strahlen- 
bündel sind,  welche  die  Curven  erzeugen,  deren  Tangenten  den  Punkten  S, 
entsprechen.  Analoges  gilt  von  den  Punkten  S^  und  S^.  So  gelangen  wir 
zu  demselben  Satz  wie  in  Nr.  6 ,  nämlich : 

Die  Tangenten  der  Curven  des  Büschels  von  Raum- 
curven  dritter  Ordnung  in  den  Hauptpunkten  bilden  Strah- 
lenbüschel etster  Ordnung,  welche  projectivisch  sind  zu-, 
einander  und  zu  jeder  Kegel  fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  gebildet  wird  von  den  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Secanten,  in  Ansehung  der  Strahlen,  welche  zu 
derselben  Raumcurve  gehören. 

14. 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Anordnung  der  Secanten,  welche  in  einer 
gegebenen  Ebene  n  des  Raumes  sich  befinden.  Die  Ebene  it  schneidet  den 
Strahlenbündel  S  in  einem  ebenen  System  2i ,  welches  colliiui^r  ist  zn  2. 
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Diejenigen  Geraden  von  Z,  (oder  n),  welche  mit  deu  ihnen  entsprechenden 
TOD  £  in  einer  Ebene  liegen,  sind  offenbar  die  in  rc  befindlichen  Secanten. 
Dass  diese  aber  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  bil- 
den, folgt  mit  Leichtigkeit  aus  dem  reciproken  Satze  des  bekannten 
Satzes:  dass  die  Strahlen  eines  Strahlcnbündels  S^  welche  von  den  ihnen 
entsprechenden  eines  collincaren  Strahlenbündels  S,  geschnitten  werden, 
auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  sich  befinden.  Ausnahmen  finden 
Diir  statt  für  die  durch  die  Hauptpankte  gehenden  Ebenen ,  in  welchen  der 
Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  in  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung 
zerfällt. 

15. 

Sei  s  ein  beliebiger  Strahl  der  Regelschaar  jP,  welcher  von  S  aus  durch 
einen  Strahlenbüschel  projicirt  werde.  Diesem  letzteren  entspricht  in  S 
ein  geraden  Gebilde  Sf ,  welches  sowohl  s  als  u  schneidet,  während  s  und  u 
selbst  in  derselben  Ebene  sich  befinden.  Die  geraden  Gebilde  s  und  5,  er- 
zeugen einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung,  dessen  Strahlen  die  Gerade 
u  schneiden  in  Punkten ,  welche  zur  Erzeugung  der  Kaumcurven  führen, 
denen  die  entsprechenden  Punkte  auf  s  angehören  (vergl.  Nr.  10).  Aber 
durch  u  werden  die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  zweiter  Ordnung  involu- 
torisch  gepaart,  indem  je  zwei,  welche  auf  u  eich  schneiden,  zugeordnete 
sein  sollen;  mithin  werden  auch  die  Punkte  des  geraden  Gebil- 
des s  involutorisch  gepaart,  so  dass  je  zwei  zusammengehö- 
ren, welche  auf  derselben  Raumcurve  des  Büschels  liegen. 
Eine  leicht  übersehbare  Ausnahme  tritt  ein  in  Betreff  der  durch  die  Haupte 
punkte  gehenden  Secanten  der  Regelschaar  F,  welche  von  den  Curven  des 
Büschels  in  geraden  Gebilden  geschnitten  werden,  welche  projectivisch  sind 
zu  einander  und  zum  geraden  Gebilde  u. 

Verstehen  wir  unter  /  einen  beliebigen  Leitstrahl  der  Regelschaar  F, 
welcher  durch  keinen  Hauptpunkt  geht,  und  projiciren  /  von  5  aus  durch 
einen  Strahlenbüschel,  z.  B,  den  Punkt  P  von  /  durch  den  Strahl  p  von  5, 
so  entspricht  dem  Strahlenbüschel  ein  gerades  Gebilde  /,  in  27,  und  dem 
Strahle  P  mag  der  Punkt  i^,  entsprechen.  Verbindet  man  P  mit  Pj,  so 
schneidet  diese  Verbindungslinie  die  Gerade  u  in  einem  Punkte  (Nr.  10). 
Sämmtliche  Geraden  PPi  erfüllen  eine  Regelschaar,  von  welcher  /,  /i  und  u 
Leitstrahlen  sind.  Daher  wird  u  in  einem  zu  /  projectivischen  geraden  Ge- 
bilde von  den  Strahlen  der  Regelschaar  geschnitten;  die  Punkte  dieses 
geraden  Gebildes  sind  aber  die  Mittelpunkte  S^  der  Strahlenbündel,  welche 
die  Curven  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  erzeugen,  deren 
Schnittpunkte  mit  /  den  Punkten  von  u  entsprechen.  Also  werden 
sämmtliche  Leitstrahlen  der  Regelschaar  F  von  den  Curven 
des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  in  projecti- 
vischen   geraden  Gebilden   geschnitten,    mit  Ausnab^e^Ä^Jt^ 
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durch  die  Hauptpunkte  gehenden  Leitstrahlen,  welche  selbst 
Theile  entarteter  Curven  des  Büschels  sind. 

16. 
Wenn  die  Regelfläche  F^  mit  der  Regelschaar  F  und  den  Punkten  S 
und  S',,  sowie  die  Secantc  t/,  gegeben  sind,  kann  man  den  Büschel  von 
Raumcurven  dritter  Ordnung  folgendermassen  construiren.  Durch  S^  und  t/, 
legen  wir  eine  Ebene,  welche  Träger  eines  ebenen  Systems  Z  werde.  Den 
durch  S  gehenden  Leitstrahl  der  Regelschaar  J^  wollen  wir  v  nennen,  ausser- 
dem greifen  wir  noch  irgend  einen  Leitstrahl  von  F^  der  nicht  durch  S^  geht, 
heraus,  und  dieser  mag  u  heissen.  Endlich  wollen  wir  den  durch  S^  gehen- 
den Strahl  von  F  mit  s^  und  ein  Paar  beliebiger  anderer  Strahlen  von  F  mit 
X  und  y  bezeichnen,  und  u^x^y  mögen  die  Ebene  ^  in  den  Punkten  27,, 
X^ ,  Tj  treffen.  Um  den  Strahlenbündel  mit  dem  Mittelpunkte  S  auf  das 
ebene  System  2  collinear  zu  beziehen,  weisen  wir  dem  Strahl  SS^  den 
Punkt  5,,  den  Ebenen  St/,,  Sx^  Sy  die  Strahlen  w,,  27,^,,  V^  >'i  der  Reihe 
nach  zu.  Hierdurch  ist  die  coUiueare  Verwandtschaft  von  S  und  27  voll- 
kommen bestimmt.  Wählen  wir  jetzt  auf  u  noch  einen  beliebigen  Punkt  5, 
aus ,  von  welchem  ans  wir  das  ebene  System  Z  durch  einen  Strahlenbündcl 
projiciren.  Die  collinearen  Strahlenbündei  S  und  S,  erzeugen  das  Secanten- 
System  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  5,  5,,  S^  geht  und 
t/,  zur  Secante  hat.  Den  Ebenen  rx,  vy^  VS2  des  Ebenenbüschels  v  im 
Strahlenbündel  S  entsprechen  die  Ebenen  ux^  uy,  us^  des  Strahlenbündels 
Si,    Denn  die  Ebenen  vu;,  vy  sind  dieselben,  wie  oben  Sx^  Si/^  daher  müs- 


sen ihnen  die  Ebenen  S^U^Ä'^,  ^,  £/,  y, ,  d.  h.  wrr,  uy  entsprechen.  Der 
Ebene  r$,,  welche  dem  Ebencnbüschel  v  angehört,  muss  in  Z  ein  Strahl 
entsprechen,  welcher  dem  Strahlenbüschel  ^,  angehört;  nun  aber  geht  vs^ 
durch  den  Strahl  55,,  also  muss  der  entsprechende  Strahl  von  Z  durch  S^ 
gehen  und  £^,  S,  sein.  Im  Strahlenbündel  Si  entspricht  der  Ebene  vs^  folg- 
lich die  Ebene  SiU^S^  oder  us^.  Die  in  der  eben  beschriebenen  Weise 
projectivisch  aufeinander  bezogenen  Ebenenbüschel  v  und  u  erzeugen  eine 
Regelschaar,  welche  mit  der  gegebenen  F  drei  Strahlen,  nämlich  x ^  y,  s^ 
gemein  hat,  also  mit  derselben  identisch  ist.  Die  von  den  collinearen  Strah- 
lenbündeln S  und  Si  erzeugte  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  mithin  die 
Strahlen  der  Regelschaar  F  zu  Secanten,  liegt  also  auf  der  Regelfläche  jP*, 
geht  durch  S  und  S^  und  hat  auch  die  Gerade  tt^  zur  Secante.  Lassen  wir 
Si  den  Leitstrahl  u  durchlaufen,  so  gehen  sämmtliche  Curven  eines  Büschels 
von  Raumcurven  dritter  Ordnung  hervor. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  immer  derselbe  Büschel  von  Raumcurven 
dritter  Ordnung  hervorgeht,  wie  man  auch  den  Leitstrahl  u  amiehmen  mag. 
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Sei  u  ein  anderer  Leitstrahl ,  welcher  die  Rolle  von  u  übernehmen  soll. 
Wir  wissen  (Nr.  10),  dass  durch  den  Punkt  ^'|  auf  u  eine  und  nur  eine 
Carve  k  des  zuvor  mit  Ililfe  von  u  erzeugten  Büschels  geht;  aber  die  jetzt 
mit  llilfe  von  u  erzeugte  und  durch  5',  gehende  Curve  k'  kann  nicht  ver- 
schieden sein  von  Ar,  weil,  wie  später  bewiesen  werden  soll,  es  nur  eine 
Kanmcurve  dritter  Ordnung  gibt,  welche  die  Strahlen  einer 
gegebenen  Regelschaar  und  noch  ausserdem  zwei  beliebige 
Gerade  zuSecanten  hat,  und  welche  durch  einen  aufdervon 
der  Regelschaar  erzeugten  Regelfi  Hebe  zweiter  Ordnung  ge- 
gebenen Punkt  geht.  Dieser  Satz  triift  hier  zu,  da  ja  SS^  und  t/,  Se- 
canten  der  Curve  sind ,  welche  durch  S ^  gehen  soll. 

Wir  haben  in  Nr.  8  vorausgesetzt,  dass  u  keinen  der  Strahlen  SS^^  SS^y 
SS^  schneidet.  Lassen  wir  jetzt  diese  Voraussetzung  fallen  und  nehmen 
vielmehr  an,  dass  u  den  Strahl  SS^  schneidet.  Dann  muss  (Nr.  8)  SS^  ein 
Strahl  der  Regelschaar  F  sein.  Auch  die  entarteten  Raumcurven  dritter 
Ordnung  erleiden  eine  Aenderung.  Denken  wir  den  beweglichen  Punkt  S^ 
gerade  auf  SS^  liegend,  dann  haben  die  Strahlenbündel  S  und  S^  den  Strahl 
SSi  entsprechend  gemein,  erzeugen  also  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung 
and  Classe,  welches' zwei  sogenannte  Axen  besitzen  kann,  welche  SSi 
schneiden  müssen.  Diese  Axen,  im  Verein  mit  SSt  (oder  88^)^  stellen  eine 
entartete  Raumcurve  dritter  Ordnung  vor,  welche  durch  den  Punkt  5|  in 
seiner  gegenwärtigen  Lage  hervorgerufen  wird.  Wenn  die  Punkte  »S,  und  5^ 
reell  sind ,  sind  auch  die  Axen  des  Strahlensjstems  reell  und  nichts  An- 
deres, als  die  durch  ^3  und  S^  gehenden  Leitstrahlen  der  Regelschaar  F. 
In  der  That,  dem  £benenbüschel  SS^  des  Strahlenbündels  S  entspricht  im 
ebenen  System  H  ein  Strahlenbüschel  mit  S^  als  Mittelpunkt.  Da  SS^  (oder 
&S,  im  vorliegenden  Falle)  ein  Strahl  von  Fist,  so  wird  er  von  den  durch 
5,  und  S^  gehenden  Leitstrahlcn  geschnitten.  Dreht  sich  also  eine  Ebene  des 
Bündels  S  um  SS^^  so  wird  sie  auch  der  Reihe  nach  durch  diese  Leitstrahlen 
gehen.  Einer  Ebene  von  S  aber,  welche  durch  5,  oder  S^  geht,  entspricht  in 
2?  ein  Strahl,  welcher  ebenfalls  durch  5,  oder  S^  geht,  also  im  Bündel  Si  eine 
Ebene,  welche  auch  durch  S^  oder  S^  geht.  Daher  müssen  den  Ebenen 
von  S^  welche  die  durch  5,  und  S^  gehenden  Leitstrahlen  projiciren,  die 
Ebenen  von  5,  entsprechen,  welche  durch  S^S^  und  S^S^  gehen,  mithin 
ebenfalls  jene  Leitstrahlen  projiciren.  Betrachten  wir  die  durch 
^»  «^1  ^1  gehende  Ebene,  welche,  ebenso  wie  die  Ebene  SS^S^y  sich  selbst 
entspricht.  Dem  Strahlenbüschel  S  in  derselben  entspricht  der  Strahlen- 
bUschel  5,,  ebenfalls  in  ihr  gelegen,  und  der  gemeinsame  StrahHbeider  j 
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Büschel  entspricht  sich  selbst.  Die  Strahlenbüschel  müssen  daher  ein 
gerades  Gebilde  erzeugen,  welches  durch  5,  geht,  da  auch  die  Strahlen  56, 
und  SiS^  entsprechende  sind.  Die  Strahlen  des  Büschels  S  befinden  sich  in 
der  Ebene  des  Ebenenbüschels,  dessen  Axe  der  durch  S  gehende  Leitstrahl 
V  ist,  daher  müssen  die  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  Si  in  den 
Ebenen  des  Büschels  u  sich  befinden,  der  mit  jenem  die  Eegelschaar  jP  er- 
zeugt. Mitbin  ist  jeder  Punkt  des  von  den  Strahlenbüscheln  S  und  5, 
erzeugten  geraden  Gebildes  ein  Punkt  eines  Strahles  von  F^  weswegen  das 
gerade  Gebilde  selbst  der  durch  S^  gehende  Leitstrahl  ist.  Ganz  ähnlich 
verhält  es  sich  mit  dem  durch  S^  gehenden  Leitstrahl. 

Ausser  der  Nr.  9  erfährt  keine  der  Nummern  8  bis  16  eine  Veränderung 
bei  der  gegenwärtigen  Annahme.  Von  besonderer  Wichtigkeit  erscheint  die 
Nr.  16,  welche  bei  unserer  gegenwärtigen  Unterstellung,  dass  SS^  ein  Strahl 
von  F  ist,  die  Construction  eines  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung 
lehrt,  der  zwei  auf  demselben  Strahl  der  gegebenen  Eegelschaar  F 
gelegene  Hauptpunkte  besitzt. 


Dritter  Absehnitt. 

18. 

Der  nächste  Schritt  zu  grösserer  Allgemeinheit  ist  der,  ein  System  von 
Raumcurven  dritter  Ordnung  zu  betrachten,  welche  die  Strahlen  einer 
gegebenen  Kegelschaar  F  und  ausserdem  zwei  Gerade  s  und  t  zu  gemein- 
samen Secanten  haben.  Schneidet  nämlich  eine  von  den  beiden  Geraden 
s  und  /,  z.  B.  5,  die  Regelfläche  F*^  welcher  ^angehört,  in  den  Punkten  S 
und  iS^,  so  haben  wir  ganz  den  im  vorigen  Abschnitt  behandelten  Fall  und 
können  nach  Nr.  16  alle  Raumcurven  dritter  Ordnung  construiren ,  welche 
den  gegebenen  Bedingungen  genügen.  Wir  könnten  also  die  Definition  auf- 
stellen: Alle  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  die  Strahlen  einer  Regel- 
schaar  F  und  ausserdem  zwei  Gerade  s  und  i  zu  gemeinsamen  Secanten 
haben,  bilden  einen  Büschel  von  Raumcurven  dritter  Ordnung. 

Diese  Definition  schliesst  die  in  den  vorigen  Abschnitten  behandelten 
Büschel  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  in  sich  mit  Ausnahme  eines 
Falles,  nämlich  des  in  Nr.  17  erwähnten,  wenn  die  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung durch  zwei  Punkte  geben  sollen,  welche  auf  demselben  Strahl  der 
Regelschaar  i^ liegen,  während  die  noch  übrige  gemeinsame  Secante  t  die 
Regelfläche  F*  nicht  schneiden  soll.  In  diesem  Falle  ist  s  selbst  ein  Strahl 
von  jP,  und  die  Bedingung,  dass  s  Secante  sein  soll,  ist  schon  in  der  Beding- 
ung enthalten,  dass  die  Strahlen  von  F  Secanten  sein  sollen.  Dafür  tritt 
die  Bedingung  hinzu,  dass  die  Curven  durch  zwei  auf  ^  gegebene  Punkte 
gehen  sollen.  Verhielte  es  sich  mit  t  wie  mit  s,  wäre  also  auch  t  ein  Strahl 
von  Ff  und  wären  auf  i  zwei  Punkte  T  und  J",,  sowie  auf  5  diet  Punkte  S  und 
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5,  gegeben,  durch  welche  die  Raumcurven  dritter  Ordnung  gehen  sollen, 
so  brauchte  man  nur  S  T  und  jS,  7,  als  allen  Cnrven  geraeinsame  Secanten 
zn  geben,  um  diesen  Fall  unter  die  oben  ausgesprochene  Definition  zu 
bringen.  Ebenso  leicht  ist  zn  erkennen,  dass  auch  der  Fall,  dass  t  die 
Fläche  F*  schneidet,  unter  unsere  obige  Definition  fällt.  Demnach  bleibt 
nor  die  einzige  erwähnte  Ausnahme,  welche  uns  zur  Verallgemeinerung 
unserer  Definition  nöthigt. 

Die  bisher  betrachteten  Büschel  von  Raumcurven  dritter  Ordnung 
hatten  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass  ihre  Secanten,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  des  Raumes  gingen,  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
erfüllten,  und  dass  die  Secanten,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  sich 
befanden,  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  bildeten.  Diese  Eigen- 
schaft aber  ist  charakteristisch  für  einen  Strahlencomplex.  Dieser 
Umstand  führt  uns  auf  folgende  Definition: 

We nn  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung  k  und  m  die 
Strahlen  einer  Regelschaar  F  zu  gemeinschaftlichen  Se- 
canten haben,  so  soll  die  Gesammtheit  aller  Raumcurven 
dritter  Ordnung,  welche  die  Strahlen  von  F  zu  gemein- 
schaftlichen Secanten  haben  und  Ordnungscurven  sind 
desjenigen  Strahle ncomplexes,  welcher  durch  die  Curven  k 
nnd  171  als  Ordnungscurven  bestimmt  ist,  ein  Büschel  VOn 
Raumcurveii  dritter  Ordnung  heissen. 

In  den  bisher  betrachteten  Fallen  hatten  die  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung zwei  Punkte  gemein  und  eine  nicht  zu  /'gehörende  Secante;  werden 
nun  die  Curven  k  und  m  diesen  Bedingungen  unterworfen,  so  sind  die 
gemeinsamen  Punkte  Hauptpunkte,  und  die  gemeinsame  Secante  ist  ein 
liauptatrahl  des  Strahlencomplexos,  alle  nach  Vorschrift  der  Definition  con- 
siruirten  (^'urven  müssen  also  durch  diese  beiden  Punkte  gehen  und  die 
genannte  Secante  zur  Secante  haben.  Insofern  sie  auch  F  zur  Secanten- 
schaar  haben ,  müssen  sie  mit  den  Curven ,  welche  nach  den  früheren  Er- 
zengungsarlen  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  construirtsind,  identisch  sein, 
wenn  wir  nachweisen  können,  dass  von  den  nach  Angabe  der 
Definition  construirten  Curven  durch  jeden  Punkt  der  Regel- 
fläcbe  F*  eine  geht.  Dass  auch  der  oben  hervorgehobene  Fall,  in  wel- 
chem die  allen  Curven  eines  Büschels  gemeinsamen  Punkte  auf  demselben 
Strahle  von  Fliegen,  unserer  jetzigen  Definition  sich  wohl  unterordnet,  ist 
einleuchtend ,  da  ja  die  gegenseitige  Lage  der  Fundamentalcurven  k  und  m 
auf  F*  keiner  Bedingung  unterliegt. 

19. 
Wir  nehmen  an,  dass  die  Regelschaar  F  der  Regelfläche  F*  gegeben 
sei,  and    construiren  vor  Allem  die  beiden  Fundamentalcurven  k  und  m. 
AufF*  wählen  wir  vollkommen  willkürlich  zwei  Punkte  5  und  S^  &os,^^rch     t 
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welche  die  Leitstrahlen  /  and  /f  der  Regelschaar  F  gehen  mögen.  Die 
Strahlenbündel  S  und  S^  beziehen  wir  collinear  so  aufeinander,  dass  die 
Ebenenbüschel  /  und  /j ,  welche  die  Strahlen  von  F  projiciren ,  einander 
entsprechen.  Dies  kann  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen ,  und  alle  so 
collinear  aufeinander  bezogenen  Strahleqbündel  S  und  ^|  erzeugen  Baum- 
curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  S  und  S^  gehen  und  auf  i^  liegen. 
Seien  s  und  t  zwei  beliebige  Gerade  im  Räume,  welche  zunächst  nicht  in 
derselben  Ebene  liegen  sollen,  und  S  ein  Punkt  auf  /"'.  Wenn  S  ein  Punkt 
und  s  und  t  Secanten  werden  sollen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
welcher  die  Secantens^haar  F  angehört,  so  können  wir  nicht  mehr,  wie 
zuvor,  beide  Punkte  S  und  S,  nebst  den  Leitstrahlen  /  und  /,  willkürlich 
wählen,  sondern  durch  die  Annahme  von  5,  /  und  /j  wird  S^  auf /|  unzwei- 
deutig bestimmt  sein.  Wiederum  werden  /  und  /|  als  Axen  von  Ebenen- 
büscheln betrachtet,  welche  die  Strahlen  von  F  projiciren.  Durch  S  ziehen 
wir  eine  Gerade  ti,  welche  die  Secanten  s  und  t  schneidet,  u  wird  wieder 
als  Axe  eines  Ebenenbüschels  betrachtet,  welchem  die  Ebenen  u/,  us^  ut 
angehören.  Die  Ebene  ul  schneidet  aus  der  Regelschaar  F  die  Secante  r 
aus.  r  und  /(  liegen  in  einer  Ebene,  welche  s  und  t  in  zwei  Punkten  trifft, 
deren  Verbindungslinie  «,  auf  /,  den  Punkt  5,  bestimmt  Der  Ebenenbüschel 
/i  ist  auf  den  Ebenenbüschel  /  mittels  der  Regelschaar  F  projectivisch  be- 
zogen, und  der  Ebenenbüschel  U|  wird  auf  u  derart  bezogen,  dass  den 
Ebenen  u^h^  u^s^  Uii  desselben  die  Ebenen  tW,  us^ut  von  u  entsprechen. 
Durch  diese  beiden  Paare  projectivischer  Ebenenbüschel  sind  die  Strahlen- 
bündel S  und  5|  collinear  aufeinander  bezogen,  denn  der  gemeinsamen 
Ebene  ul  oder  ur  der  Ebenenbüschel  u  und  /  entspricht  die  gemeinsame 
Ebene  ujy  oder  w,  r  der  Ebenenbüschel  w,  und  /,,  Auch  wird  durch  die 
Bündel  S  und  6\  die  Regelschaar  F  erzengt,  und  s  und  /  erweisen  sich  als 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  von  S  und  5|.  Bemerken  wir,  dass 
diese  collineare  Beziehung  der  Strahleubündel  S  und  S^  nur  auf  eine  Art 
hergestellt  werden  kann.  Liegen  s  und  i  in  derselben  Ebene ,  so  darf  ihr 
Schnittpunkt  nur  auf  der  Fläche  F^  liegen ,  und  ihre  Ebene  darf  S  nicht 
enthalten,  wenn  es  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  geben  soll,  welche  den 
gegenwärtigen  Bedingungen  genügt.  Die  obige  Construction  bleibt  auch  in 
diesem  Falle  dieselbe.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt  der  schon  oben  (Nr.  16) 
benutzte  Satz: 

Es  giebt  nur  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  Strahlen  einer  gegebenen  Regelschaar  und  ausserdem 
noch  zwei  beliebige  Gerade  zu  Secanten  hat,  und  welche 
durch  einen  auf  der  von  der  Regelschaar  erzeugten  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung  gegebenen  Punkt  geht 

Wenn  nur  eine  Secante  i  gegeben  ist,  dafür  aber  die  Punkte  S  und  5t 
auf  demselben  Strahle  s  von  F  und  noch  ein  Punkt  P  auf  jP*,  durjh  welchen 
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die  geanchte  Raumcarve  dritter  Ordnung  gehen  soll,  so  wird  man  die 
Strablenbündel  S  nnd  ^t  coUinear  so  aufeinander  20  beziehen  haben ,  dass 
den  Ebenen  Ix  und  ly,  welche  die  Strahlen  x  and  y  von  F  von  S  aus  pro- 
jiciren,  die  Ebenen  l^x  und  /(^  entsprechen,  welche  von  Si  aus  dieselben 
Strahlen  projiciren,  dass  femer  der  Ebene  Sl  die  Ebeife  S^  t  und  dem  Strahle 
SP  der  Strahl  S^  P  entspricht.  Dann  entsprechen  einander  die  Ebenen  PI 
und  Pt^j  welche  sich  in  dem  durch  P  gehenden  Strahl  von  F  schneiden; 
dieser  Strahl,  sowie  x  und  y  gehören  also  der  Begelschaar  an,  welche  die 
Ebenenbflschel  /  und  /, ,  als  Bestandtheile  der  Strahlenbündel  S  und  S^  be- 
trachtet ,  erzeugen ,  mithin  ist  diese  Begelschaar  identisch  mit  F* 

20. 

Nachdem  wir  gesehen  haben ,  wie  zu  einer  gegebenen  Secantenregel- 
scbaar  unter  gewissen  Bedingungen  Raumcurven  dritter  Ordnung  construirt 
werden,  wollen  wir  uns  die  Curven  k  und  m,  welche  F  zur  Secantenschaar 
haben ,  als  gegeben  denken. 

Seien  S  und  S^  zwei  Punkte  auf  k.  Die  Strahlenbiindel  S  und  5|  werden 
darch  k  collinear  aufeinander  bezogen.  Die  durch  S  und  St  gehenden  Leit- 
strahlen /  ipd  /|  von  F  müssen  je  einen  Punkt  mit  der  Curve  m  gemein 
haben ;  diese  Punkte  sollen  T  und  Tj  heissen.  Auch  die  Strahlenbündel  T 
und  r,  werden  durch  Vermittelung  von  m  collinear  aufeinander  bezogen. 
Bemerken  wir,  dass  dem  iS  und  J  gemeinsamen' Ebenenbüsche]  /,  welcher 
die  Begelschaar  F  projicirt,  der  5,  und  7|  gemeinsame  Ebenenbüschel  /j 
entspricht,  der  ebenfalls  F  projicirt,  so  erhellt,  dass  durch  die  collineare 
Beziehung  der  beiden  Paare  von  Strahlenbündeln  5,  T  und  St ,  T^  eine  col- 
lineare Beziehung  zwischen  zwei  räumlichen  Systemen  £  und  2!',  geschaffen 
ist,  deren  ersterem  5  und  7,  deren  letzterem  iS,  und  7,  angehören.  In  diesen 
collinearen  räumlichen  Systemen  sind  sämmtliche  Secanten  von  k  und  m 
Ordoungsstrahlen  oder  Strahlen  des  Strahleucomplexes,  welchen  ü^  und  £*, 
erzeugen ,  und  k  und  m  selbst  sind  Ordnungscnrven  dieses  Complexes,  wel- 
cher immer  derselbe  bleibt,  wie  man  auch  auf  A:  die  Punkte  S  und  5,  an- 
nehmen mag,  also  durch  die  Curven  k  und  m  vollkommen  bestimmt  ist. 
(Vergl.  Beye,  Geometrie  der  Lage,  II,  S.  120.)  Auf  dem  Leitstrahl  /,  auf 
dem  schon  ^und  T  liegen,  nehmen  wir  eiiren  dritten  Punkt  £/an.  Demselben 
entspricht  kraft  der  Baumcollineation  ein  Punkt  ü^  auf /|,  und  dem  Strahlen- 
bündel ü  entspricht  in  2^  der  Strahlenbündel  £/,  derart,  dass  die  Ebenen- 
büschel /  und  /, ,  welche  F  projiciren ,  einander  entsprechen.  Die  Bündel  ü 
nnd  {/|  erzeugen  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  n,  welche  eine  Ordnungs- 
cnrve  des  Strahleucomplexes  ist;  n  rechnen  wir  somit  nach  unserer  De- 
finition zum  Büschel  (A:,m)  von  Baumcurven  dritter  Ordnung,  der  durch  k 
und  m  bestimmt  ist.    Beachten  wir,  dass  /  und  /j  vollkommen  beliebige  Leit 
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strahlen  von  ^sind  nnd  dass,  wenn  ü  das  gerade  Gebilde  /  darchlänft^  U^ 
das  projectivische  gerade  Gebilde  /{  durchlaufen  muss,  so  erbalten  wir 
den  Satz: 

Sämmtliche  Leitstrahlen  «der  Regelschaar  F  werden 
von  denCurven  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung in  project'i vischen  geraden  Gebilden  geschnitten. 

21. 

Ist  V  irgend  ein  Punkt  auf  F*,  durch  welchen  eine  Curve  des  Büschels 
(Är,m)  gelegt  werden  soll,  so  ziehen  wir  den  durch  V  gehenden  Leitstrahl  / 
von  Fy  welcher  k  und  m  in  je  einem  Punkte  S  und  T  schneiden  muss.  Ein 
völlig  beliebiger  zweiter  Leitstrahl  /,  werde  ausgewählt,  und  auch  dieser 
muss  k  und  m  in  je  einem  Punkte  iS,  und  T,  schneiden.  Ganz  wie  oben 
gelangt  man  zur  collinearen  Beziehung  der  raumlichon  Systeme  Z  und  ^, 
und  zu  demselben  Strahlencomplex.  Zum  Punkte  F  findet  sich  F,  auf/,, 
und  die  Strahlenbündel  V  und  F,  erzeugen  die  gesuchte  durch  F  gehende 
Curve  des  Büschels  (A:,  m).    So  erkennen  wir: 

Durch  jeden  Punkt  der  Regel  fläche  F^  geht  eine  und 
nur  eine  Curve  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung; eine  Ausnahme  bilden  nur  die  Punkte,  in  welchen 
sich  die  Curven  k  und  m  und  mithin  alle  Curven  des  Bü- 
schels schneiden. 

Dass  diese  Ausnahme  eintritt,  folgt  daraus,  dass  ein  k  und  m  gemein- 
samer Punkt,  z.  B.  /Sj,  durch  zwei  Paare  in  £  und  2^,  einander  entsprechen- 
der Strahlen,  nämlich  S5,,  TS^  nnd  S,  iS, ,  1\S^  projicirt  wird,  so  dass  er  in 
2?  nnd  2^,  sich  selbst  entspricht  oder,  mit  anderen  Worten,  ein  Hauptpunkt 
des  Strahlencomplexes  ist.  Dass  eine  k  und  m  gemeinsame  Secante  allen 
Curven  des  Büschels  gemeinsam  und  ein  Hauptstrahl  des  Strahlencomplexes 
ist,  erhellt  in  ähnlicher  Weise.  Wenn  wir  das  in  Nr.  18  Gesagte  uns  ver- 
gegenwärtigen, so  ist  jetzt  bewiesen,  dass  die  durch  die  Erzougungsarten 
der  beiden  ersten  Abschnitte  hervorgerufenen  Büschel  von  Raumcurven 
dritter  Ordnung  auch  unter  die  allgemeine  Definition  von  Nr.  18  fallen. 
Daher  der  Satz: 

Ein  Büschel  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  ist  durch 
irgend  zwei  seliger  Curven^  bestimmt, 
auf  alle  Arten  der  von  uns  betrachteten  Büschel  seine  Anwendung  findet- 
Sämmtliche  Secanten  der  Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  die  an  den 
beiden  ersten  Abschnitten  betrachteten  Büscliel  bilden,  machen  also  wirklich 
einen  Strahlencomplex  aus.  Denn  als  Secanten  von  Ordnungscurven  des 
durch  irgend  zwei  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  bestimmten  Strahlen- 
complexes gehören  sie  zu  den  Strahlen  dieses  Complexes;  und  da  die  durch 
einen  Punkt  des  Raumes  gehenden  Coraplexstrahlen  eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  bilden,  so  müssen  sämmtliche  durch  diesen  Punkt  geh«jiden  Secanten 
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der  Curven  des  Büschels  Strahlen  jener  Kegelfläche  sein.  Wir  wissen  aber, 
dass  sie  selbst  eine  Kegeltiäche  zweiter  Ordnung  bilden,  also  müssen  beide 
Kegelflächen  zweiter  Ordnung  identisch  sein. 

Auch  im  Falle  der  liirzeugung  eines  Büschels  von  Raumcurven  dritter 
Ordnung  nach  der  allgemeinen  Definition  der  Nr.  18  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  die  sämmtlichen  Secanten  der  Curven  des  Büschels  einen  Strahlen- 
complex  bilden.  Dass  sie  zu  einem  solchen  gehören,  ist  schon  erwiesen; 
denn  die  Curven,  deren  Secaaten  sie  sind,  gehören  zu  den  Ordnungscor- 
ven  des  durch  k  und  m  bestimmten  Strahleucomplexes.  Sei  A  ein  beliebiger 
Puukt  des  Raumes,  so  müssen  die  durch  A  gebenden  Secanten  der  Curven 
des  Büschels  Strahlen  des  Kegels  A  sein;  es  fragt  sich  aber,  ob  auch  um- 
gekehrt jeder  Strahl  des  Kegels  A  Secante  einer  Raumcurve  des  Büschels 
ist.  Sei  .r  irgend  ein  Strahl  des  Kegels  A^  also  auch  ein  Strahl  des  Com- 
plexes.  Rechnen  wir  x  zu  21,  so  muss  der  ihm  in  2^,  entsprechende  Strahl  ar, 
mit  ihm  in  einer  Ebene  liegen.  Rechnen  wir  die  Ebene  xx^  zu  2?j,  so  muss 
ihr  in  Z  eine  durch  x  gehende  Ebene  entsprechen.  Die  erstere  Ebene 
schneide  den  Leitstrahl  /j  in  X^ ,  die  letztere  den  entsprechenden  Leitstrahl 
/  in  A';  dann  sind  X  und  X^  entsprechende  Punkte  der  collinearen  Räume, 
und  die  collinearen  Strahlenbündel  X  und  JT,  erzeugen  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  dem  Büschel  (Ar,  m)  angehört  und  von  welcher  x 
eine  Secante  ist,  da  zwei  entsprechende  Ebenen  der  Strahlenbtindel  X  und 
J,  sich  in  x  schneiden.  Jetzt  können  wir  ganz  allgemein  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Die   sämmtlichen  Secanten   der  Curven  eines  Büschels 

von   Raumcurven   dritter  Ordnung   bilden   ainen  Strahlen- 

complex, 

22. 
Durchläuft  der  Strahl  x  (zu  Endo  der  vorigen  Nummer)  die  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung  A,  so  durchläuft  der  ihm  entsprechende  Strahl  o?,  eine 
projectivische  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  A^  derart,  dass  immer  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  sich  schneiden.  Auch  ist  die  Verbindungslinie  AAx 
der  beiden  Kegelspitzen,  weil  sie  zwei  entsprechende  Punkte  verbindet,  ein 
Strahl  von  jeder  der  beiden  Kegelflächen.  Die  Punkte  x'x^  durchlaufen 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ^,  welche  von  ihrer  Secante  AA^  aus  durch 
einen  Ebenenbüschel  projicirt  wird,  welchen  die  Ebene  xx^  durchwandert. 
Rechnen  wir  den  Ebenenbüschel  AA^  zu  E^^  so  bestimmt  er  auf  /j  ein  zu  ihm 
projectivisches  gerades  Gebilde.  Diesem  Ebenenbüschel  AA^  entspricht  in 
H  ein  projectivischer,  dessen  Axe  e|p^urch  A  gehender  Strahl  des  Kegelst 
ist,  und  welcher  ebenfalls  die  Raumcurve  J  projicirt,  insofern  je  die  der 
Ebene  xa?,  entsprechende  Ebene  durch  x  gehen  muss.  Der  letztere  Ebenen- 
büscbel  schneidet  den  Leitstrahl  /  in  einem  geraden  Gebilde,  welches  pro- 
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jectivisch  ist  zu  dem  von  dem  ersteren  Ebenenbüschel  auf  /|  erzeugten. 

Entsprechende  Punlcte  X  und  X^  von  /  und  /^  sind  die  Mittelpunkte  von 

Strablenbündeln,  welche  die  Baumcurve  des  Büschels  erzeugen,  der  x  als 

Secante  zugehört.    Hieraus  folgt: 

Alle  Kegelflächen,  welche  von  den  durch  je  einen 
Punkt  des  Raumes  gehenden  Secanten  der  Curven  eines 
Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung  gebildet  wer- 
den, sind  projectivisch  in  Ansehung  der  Strahlen,  welche 
Secanten  derselben  Baumcurve  sind. 


23. 

Dass  die  in  einer  gegebenen  Ebene  it  des  Baumes  liegenden  Secanten 
der  Curven  des  Büschels  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  bilden, 
folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  Gesammtheit  der  Secanten  dos  Büschels 
ein  Strahlencomplex  ist. 

Ein  Punkt  ^,,  der  zwei  und  mithin  allen  Curven  des  Büschels  gemein- 
sam ist,  ist  ein  Hauptpunkt.  Jeder  durch  ihn  gehende  Strahl  ist  ein 
Strahl  des  Secantencomplexes.  Von  Hauptpunkten  und  Hauptebenen  hier 
weitläufig  zu  reden,  wird  mit  Bücksicht  auf  das  Frühere  unterbleiben 
dürfen.  Nur  Eines  mag  noch  besprochen  werden.  Wir  wissen,  dass  die 
Tangenten  der  Curven  des  Büschels  im  Hauptpunkte  5,  einen  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung  bilden ;  dass  derselbe  projectivisch  ist  zum  geraden 
Gebilde  /,  mag  bewiesen  werden.  Dem  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  der 
Tangenten  entspricht  in  Z,  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  auch  S^ 
ist.  Beide  erzeugen  einen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung,  welchen  wir  zu 
2;,  rechnen  und  £*,  nennen  wollen.  Zu  den  Tangenten  in  S^  gehört  auch  der 
Strahl  St  von  F,  welcher  durch  S^  geht.  Der  Ebene  /*,  entspricht  die  Ebene 
^i^t »  in  welcher  die  Gerade  liegen  muss ,  welche  der  Geraden  5,  in  ^,  ent- 
spricht. Die  Ebene  /jjs,  gehört  also  dem  Ebenenbüschel  E^  an,  weswegen  /, 
von  demselben  in  einem  zu  ihm,  also  auch  zum  Tangentenbüschel  projec- 
tivischen  geraden  Gebilde  geschnitten  wird.  In  Z  entspricht  dem  Ebenen- 
büschel Ex  ein  projectivischer  Ebenenbüschel  E^  welcher  /  in  einem  zu 
jenem,  also  auch  zu  /,  projectivischen  geraden  Gebilde  schneidet.  Ent- 
sprechende Punkte  von  /  und  /j  erzeugen  die  Baumcurve  des  Büschels, 
welcher  die  Tangente  zukommt,  der  jene  Punkte  entsprechen.  Sind  mehrere 
Hauptpunkte  vorhanden,  so  haben  wir,  wie  früher,  den  Satz: 

Die  Tangenten  in  den  iBÄptpunkten  bilden  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  welche  projectivisch  sind  in  An- 
sehung der  Strahlen,  welche  Tangenten  derselben  Baum- 
curve sind,  r^  \ 
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24. 

Sei  r  irgend  ein  Strahl  der  Begelschaar  F  und  /  ein  Leitstrahl  wie 
fräber.  Durch  jeden  Punkt  von  /  geht  nur  eine  der  Raumcurven  des 
Baschels  dritter  Ordnung,  und  r  kann  als  Secante  von  jeder  solchen  Curve 
höchstens  zwei  Punkte  enthalten.  Die  Ebene  Ir  muss  einen  Strahlenbüschel 
zweiter  Ordnung  von  Secanten  enthalten,  zu  welchem  auch  r  gehört. 
Weisen  wir  je  zwei  Strahlen  des  Strahlenbüschels  zweiter  Ordnung  einander 
zu,  welche  auf  /  sich  schneiden,  so  werden  die  Strahlen  dieses  Büschels 
involutorisch  gepaart  und  bestimmen  auf  r  ein  involutorisches  gerades  Ge- 
bilde. Aber  durch  jeden  Punkt  X  von  /  gebt  eine  Curve  des  Büschels  dritter 
Ordnung,  und  wenn  dieselbe  r  in  zwei  reellen  Punkten  1^  und  Z  trifift,  so 
sind  XY  und  XZ  zugeordnete  Strahlen  jener  Strahleninvolution  und  Y  und 
Z  Zugeordnete  Punkte  jener  Punktinvolution.  Nehmen  wir  den  Punkt  Y 
zuerst  an.  Durch  ihn  geht  nothwendig  eine  Curve  des  Büschels,  denn  durch 
jeden  Punkt  von  F^  geht  eine  Curve  desselben ;  diese  Curve  muss  r  noch 
einmal  in  Z  schneiden  und  /  in  einem  und  nur  einem  Punkte  X  treffen.  So 
ersehen  wir,  dass  Punktepaare,  wie  F,  Z,  nicht  blos  zu  jener  Punktinvolu- 
tion gehören,  sondern  auch  das  gerade  Gebilde  r  vollständig  er- 
füllen.   Wir  haben  mithin  den  Satz : 

Jeder  Strahl    der  Regelschaar  F  wird    durch   die   Cur- 
▼  en    des    Büschels    von    Raumcurven    dritter    Ordnung    in 
den  Punkten   eines  involutorischen   geraden  Gebildes  ge- 
schnitten. 
Eine  Ausnahme  bilden  nur  die  Strahlen  von  F,  welche  durch  Haupt- 
punkte gehen;  diese  nämlich  werden  durch  den  Curvenbüschel  in  projecti- 
Tiscben  geraden  Gebilden  geschnitten. 

25. 

Noch  eine  Bemerkung  mag  hier  angeschlossen  werden,  welche  sich  auf 
Nr.  19  bezieht. 

Sind  einem  Kegelschnitt  k  zwei  Dreiecke  ^^C  und  DEF  eingeschrie- 
ben, so  kann  man  sich  den  Kegelschnitt  als  Schnittcurve  einer  Ebene  mit 
einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  denken  und  durch  A^  By  C,  sowie  durch 
i),  Ey  F  nach  Nr.  19  je  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  legen,  welche  die 
Strahlen  der  einen  Regelschaar  F  der  Regelfläche  zu  Secanten  hat.  Diese 
beiden  Raumcurven  dritter  Ordnung  kann  man  auffassen  als  Ordnungs- 
corven  eines  Strahlencomplexes ,  welchen  sie  vollkommen  bestimmen.  Die 
Ebene  des  Kegelschnittes  k  enthält  einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung, 
dessen  Strahlen  dem  Strahlencomplex  angehören,  zu  welchem  auch  die 
Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  DELF  als  Secanten  der  Ordnungscurven 
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gehören.     Mithin  berühren  die  Seiten  dieser  Dreiecke  einen  Kegel^hnitt, 
und  wir  haben  den  Satz  bewiesen : 

Sind  einem  Kegelschnitte  zwei  Dreiecke  eingeschrie- 
ben, so   sind   sie   auch    einem  Kegelschnitte   umschrieben. 

26. 

Die  vorgetragenen  Methoden  zur  Construction  eines  Büschels  von 
Kaumcurven  dritter  Ordnung  sind  zugleich  Methoden  zur  Construction 
eines  Strahlencomplcxes.  Ihre  Anzahl  verdoppelt  sich,  wenn  noch  die  reci- 
proken  Methoden  hinzugefügt  werden.  Anziehend  sind  auch  die  speciellen 
Fälle,  welche  aus  dem  ersten  und  zweiten  Abschnitt  sich  ergeben.  Obwohl 
ich  dieselben  betrachtet  habe,  so  will  ich  doch,  um  die  Geduld  des  Lesers 
nicht  zu  ermüden,  auf  deren  Darstellung  verzichten.  Nur  noch  einen  Satz 
auszusprechen  und  eine  Aufgabe  zu  lösen,  sei  verstattet.  Aus  Nr.  24  näm- 
lich, in  Verbindung  mit  den  Bemerkungen  über  die  möglichen  entarteten 
Curven  eines  Büschels  von  Raumcurvon  dritter  Ordnung ,  geht  hervor  der 
Lehrsatz : 

Worden  auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  /**, 
deren  eine  Regelschaar  mit  F  bezeichnet  werde,  beliebige 
vier  Punkte  A^  B^  (7,  D  angenommen,  zieht  man  ferner 
durch  diese  Punkte  die  Leitstrahlen  /,  /,,  /,,  /j  von  F  und 
bezeichnet  mit  il,  A, ,  Aj,  A,  die  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  Ebenen  BCD,  CDA,  DAß,  ABC  auf  F*  ausgeschnitten 
werden,  so  wird  jeder  Strahl  der  Regelschaar  F  von  /,  X^ 
^M^n  ^o  ^t)  hi  ^»  in  vier  Punktepaaren  in  Involution  ge- 
schnitten, während  sämmtliche  Leitstrahlen  von  F  durch 
ky  A, ,  As,  A,  in  projectivischen  geraden  Gebilden  geschnitten 
w  erden. 

Liegen  zwei  der  Punkte  A,  By  6',  D  auf  demselben  Strahle  s  von  F^ 
z.  B.  C,  i>,  so  zerfällt  A  in  5  und  /i,  Af  in  s  und  /,  so  dass  irgend  ein  Strahl 
von  F  durch  /,  /, ;  /,,  /;  /,,  Aj;  /j,  Aj  in  nur  drei  iuvolutorischen  Punktepaaren 
getroffen  wird.  Die  Punktepaare  reduciren  sich  auf  nur  zwei,  wenn  sowohl 
Ay  By  als  auch  6\  D  je  auf  einem  Strahle  von  F  sich  befinden.  Der  zweite 
Theil  des  Satzes  wird  unter  diesen  Bedingungen  selbstverständlich. 
Aus  diesem  Lehrsatze  ergiebt  sich  die  Lösung  der  Aufgabe: 

Auf  einer  gegebenen  Regel  fläche  zweiter  Ordnung 
durch  vier  gegebene  Punkte  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung zu  legen,  welche  eine  gegebene  Gerade  g  der  Regel- 
fläche berührt. 

Behalten  wir  die  vorigen  Bezeichnungen  bei  und  nennen  F  diejenige 
Regelschaar,  welcher  g  angehört.  Durch  /  und  die  Ebene  BCD,  /,  und  die 
Ebene  CDA^  /,  und  die  Ebene  DAB^  /,  und  die  Ebene  ABC  wird  auf  g 
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eiD  involatorisches  gerades  Gebilde  mehr  als  bestimmt,  dessen  Ordnungs- 
puokte  M^  N  aafzQsuchen  sind.  t)urch  M  sowohl,  als  durch  iV  geht  je  eine 
und  nnr  eine  Cnrve  des  Büschels  von  Raumcurven  dritter  Ordnung,  dessen 
Haoptpnnkte  Ay  B^  C^  D  sind  und  dessen  Curven  die  Strahlen  von  F  zu 
Secanten  haben.  Jene  beiden  Curven  entsprechen  den  Bedingungen  der 
Aufgabe;  sie  sind  reell,  wenn  M  und  N  es  sind,  und  fallen  zusammen,  wenn 
g  durch  einen  der  gegebenen  Punkte  geht. 
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XIX. 

Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  der  Energie 
in  continnirlichen  Körpern. 

Von 

Nicolaus  Umow, 

Doccnt  an  dor  Universität  OdessM. 


1.  Denken  wir  uns  in  einem  in  Bewegung  begrififenen  festen  elasti- 
schen, oder  flüssigen,  compressiblen  oder  incoinpressiblen  Medium,  welches 
continuirlich  im  gewissen  Räume  verbreitet  ist,  ein  unendlich  kleines  Raum- 
element. Dieses  letztere  besitzt  immer  ein  gewisses  Quantum  lebendiger 
Kraft,  kynetiseher  Energie,  und  ein  gewisses  Quantum  potentieller  Energie, 
d.  h.  jener  Arbeit,  welche  von  den  molecalaren  Kräften  des  Elements  bei 
der  Rückkehr  seiner  Partikeln  in  die  initiale  stabile  Gleichgewichtslage 
abgegeben  wird.  Die  Summe  beider  Energien  werde  ich  immer  mit  dem 
Namen  Energie  des  Körperelements  bezeichnen.  Ich  bezwecke  nun  in 
der  vorliegenden  Abhandlung,  die  Gleichungen  für  den  Uebergang  oder  für 
die  Bewegung  der  Energie  von  einem  Körperelement  zum  andern  abza- 
leiten. 

Die  Bewegung  der  Energie  in  einem  Körper  mnss  auf  dem  Gesetze 
ihrer  Erhaltung  beruhen.     Den  Ausdruck  des  Gesetzes  der  Bewegung  der. 
Energie  in  einem  unendlich  kleinen  Körperelemente  erhalten  wir  aus  dem 
analogen  Falle  der  Erhaltung  der  Quantität  der  Materie  während  der  Be- 
wegung einer  compressiblen  elastischen  Flüssigkeit. 

Zuvörderst  muss  bemerkt  werden,  dass  ich  im  Nächstfolgenden  aus- 
drücklich den  Fall  ausschliesse,  wo  äus.^ere  Kräfte  auf  die  Körpertheilchen 
einwirken. 

Wenn  wir  unter  q  die  Dichtigkeit  eines  flüssigen  elastischen  Mediums 
in  einem  Punkte  des  Raumes  un«l  forner  mit  t/,  i;,  w  die  Geschwindigkeiten 
der  Flüssigkeit  längs  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  in  demselben  Punkte 
bezeichnen,  so  wird  das  Gesetz  d^r  Erhaltung  der  Materie  im  Raumelemente 
durch  die  folgende  bekannte  h7di*ody^nami8cbe  Coutinuitätsgleicbung  aus- 
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gedrückt  (Partielle  Differentialgleichangen.    Vorlesungen  von  Riemann, 

1869): 

^  dt"^    dx    "^    dy   "^     dz 

wo  t  die  Zeit  und  x^y^z  rechtwinklige  Raumcoordinaten  bezeichnen.  Die 
in  einem  Raumelemente  eingeschlossene  Quantität  der  Energie  will  ich  mit 
Jdxdydz  bezeichnen  und  unter  /  die  Dichtigkeit  der  Energie  in  einem 
Punkte  des  Raumes  verstehen.  Die  Vermehrung  in  einem  Raumelemente 
kann  nur  durch  ihre  Verminderung  in  benachbarten  Theilen  geschehen; 
somit  können  wir  den  Uebergaug  eines  gewissen  Quantums  der  Energie 
Ton  einem  Theile  des  Körpers  auf  den  andern  ganz  wie  den  Fall  des  lieber- 
ganges  eines  gewissen  Quantums  compressibler  flüssiger  Materie  behandeln. 
Wir  können  mit  anderen  Worten  ebenfalls  von  der  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  der  Energie  reden  und  ihre  Componenten  Ijings  den  Coordinaten- 
axen  mit  e«,  Byy  e^  bezeichnen.  Die  Grössen  JCxdtdy  dz^  Je^dt  dx  dZy 
Je^  dt  dy  dx  stellen  die  Quantitäten  der  Energie ,  welche  die  drei  Flächen 
dydzj  dxdZf  dxdy  eines  unendlich  kleinen  Parallelepipedons  in  einem 
Zeitelement  dnrchfiiessen ,  dar.  Das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie  im 
Raumelement  wird  offenbar  durch  folgenden,  der  Gleichung  1)  analogen 
Ausdruck  bezeichnet  werden : 

dJ     d  {JeJ)     d  {Jey)      d  (Je,)  _ 

*^  Ti^  "dx   +  "d^+^dT"-"- 

In  diesem  Aosdracke  ist  der  Differentialqnotient  —  nach  der  Zeit  partiell 
genommen.    Wir  können  bekanntlich  noch  die  Gleichung  bilden 

Ibis)  il-'+l^^  +  lfv+l^^O, 

^  J  dt^dx^dy^  dz 

dJ 

wo  -r  den  vollen  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bezeichnet. 

Diese  auf  allgemeine  Principien  abgeleiteten  Gleichungen  I)  und  I  bis) 
werden  weiter  auf  alle  uns  bekannten  Medien  angewandt. 

2.  Wenn  wir  die  Gleichung  I)  mit  dem  Raumelemente  dx  dy  dz  mul- 
tipliciren  und  für  den  ganzen  vom  Körper  erfüllten  Raum  integriren,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung  der  Erhaltung  der  Energie  im  ganzen  Körper, 
Sie  lautet: 

oder  durch  partielle  Integration  des  zweiten  Gliedes : 

3)      /  /  /  —  dxdy  dz  + 1  1 J {e^ cosnx  +  e^  cosny  +  e^  cosnz)dc  =^ 0. 
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Es  bezeichnet  bier  n  das  Element  einer  nach  aussen  zur  Grenztiächc 
des  Körpers  gezogenen  Normale  und  da  das  Element  der  Grenzfläche. 

Wenn  wir  mit  Cn  die  Geschwindigkeit  der  Energie  längs  der  oben- 
genannten Normale  bezeichnen,  so  haben  wir 

4)  e„  --  0^  cosnx  +  Cy  cosny  +  ^z  cosnz. 

Aus  den  partiellen  Üiffercutialglcichungen  der  Bewegung  einzelner 
Theilcben  eines  Körpers  können  wir  bekanntlich  den  Ausdruck  für  die 
Erhaltung  der  Energie  im  ganzen  Körper  bilden.  Bezeichnen  wir  mit  öJ 
den  Zuwachs  der  lebendi<;en  Kraft  in  einem  Raumelemente,  mit  8W  den 
Zuwachs  der  mit  negativem  Vorzeichen  genonimenen  Arbeit  der  molecularen 
Kräfte  in  demselben,  mit  ö  L  den  Zuwachs  der  Arbeit  der  äusseren,  auf  die 
Gren^iflächen  des  Körpers  wirkenden  Zugkräfte,  so  baben  wir  für  den  Fall, 
wo  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Theilcben  des  Körpers  wirken,  folgenden 
Ausdruck  der  Erhaltung  der  Energie  im  ganzen  Körper: 

5)  1 1  f{ÖJ+SW)dw  + 1  jdLdO'-^O. 

Dieser  Ausdruck  muss  identisch  sein  mit  den  Ausdrücken  2)  und  3).  Es  soll 
daher  das  zweifache  Integral  in  der  Gleichung  5),  welches  auf  die  ganze 
Oberfläche  des  K-örpers  ausgedehnt  ist,  sich  in  ein  ilrcifaches  Integral  um- 
wandeln, welches  auf  den  ganzen  vom  Körper  erfüllten  Raum  ausgedehnt 
ist  und  welches  mit  dem  zweiten  dreifachen  Integral  der  Gleichung  2)  iden- 
tisch sein  muss. 

Die  Umwandlung  für  die  Fälle  fester  elastischer,  flüssiger  compres- 
sibler  und  incompressibler  Körper  durchzuführen,  wird  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein.  Wird  diese  Umwandlung  vollzogen,  so  müssen  wir  die  Identität 
des  umgewandelten  Integrals  mit  dem  zweiten  dreifachen  Integral  der 
Gleichung  2)  mathematisch  ausdrücken.  Die  so  gefundenen  Bedingungen 
werden  uns  den  Zusammenhang  zwischen  den  Bewegungen  der  Energie  und 
den  Bewegungen  sämmtlicher  Körpertheilchen  aufklären. 

3.  Die  Bewegungsgleichungen  der  Energie  in  festen  elas- 
tisch (^n  Körpern.  Wollen  wir  mit  m,  f,  w  die  Verschiebungen  eines 
'J'heilchens  eines  festen  elastischen  Körpers  längs  den  Coordinatenaxen, 
durch  Pxxi  Pyyy  P%%  die  normalen  und  durch  p^yt  Pyzi  Pxz  die  tangentialen, 
auf  die  Seiten  eines  unendlich  kleinen  Parallelepipedons  wirkenden  Zug- 
kräfte, durch  Q  die  in  demselben  vorhandene  Dichtigkeit  bezeichnen.  Die 
Bedeutung  der  beiden  Zugkräften  gestellten  Indices  ist  bekannt.  Nehmen 
wir  weiter  an: 

du        ,       ,         dv        ,       ^         dtv 
'  dt  '  dt  dl 

Die  Gleichung  der  Erhaltung  der  Energie  (5)]  im  ganzen  Körper  wird 
in  unserem  Falle  folgende  sein:  ^  t 
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■-///[' 


fff\ 


döu  , 


dx 


+ 


7) 


+p. 


2 

dy  ' 

w 


d  örv  fdöt 


dz 


d  öw\ 


fdö 
'^Vd, 


d6u\    .  /döu 

lü-)+''^\-dy- 


dy 

döv 


)]ä. 


IX         (tz  /       '  ~'  \  ay     '    dx 
/» /»i      öu  {p:cg  cosnx  +  Pxy  cosny  +  (^^cosnz)  i 
—  /   /    1+  öv  {pxy  cosnx  +  pyycosny  +  pygcosnz){da  =  0. 
J  J     l  +  ^n^(Pxz  cosnx  +  py^  cosny  +  /?,,  cosnz)  \ 

Die  beiden  dreifachen  Integrale  dieser  Formel  drücken  den  für  die  Zeitein- 
heit gewonnenen  Zuwachs  der  Energie  im  ganzen  elastischen  Körper  ans. 
Es  miiss  somit  das  zweifache  Integral  sich  in  ein  dreifaches,  mit  dem  zweiten 
dreifachen  Integral  der  Gleichung  2)  identisches  umwandeln.  Wir  können 
Dämlich  dieses  zweifache  Integral  in  das  folgende  dreifache  umwandeln: 

d 


8) 


-///'• 


dx 


(P**w'+P*yW'+  Px%^') 


Es  ist  leicht,  auch  auf  directem  Wege  aus  den  partiellen  Bewegungs* 
differentialgleichungen  der  Theilchen  eines  elastischen  Körpers  nachzuwei- 
sen, dass  die  Snmme  der  unter  den  dreifachen  Integralen  des  Ausdrucks  7) 
stehenden  Functionen  mit  der  Function ,  welche  unter  den  Integralzeichen 
in  dem  Ausdrucke  8)  steht,  gleich  null  ist.  Die  letztgenannte  Function  muss 
daher  mit  derjenigen,  welche  unter  dem  zweiten  dreifachen  Integrale  der 
Gleichung  2)  vorkommt,  d.  h.  mit 


^) 


d{Je^)      d{Jey)      djJe,) 
(Ix     '^~  d'y~  ~^     dz 


identisch  sein.  Wir  erhalten  hierdurch  folgende  Bedingungen  dieser  Iden- 
tität: 

—  Je^g  =  Pa;xU+  Pxyf>  +  Px%^\ 
10)                                          —  JCy  =  P:ry  m'+  PyyV   +  Py«w', 

—  Je.  =r  p.rs«'  +  Pyz^'  4-  Pzzrv\ 

Es  werden  diesen  Ausdrücken  keine  unbestimmten  Functionen  resp.  von 
(y,  z),  (z,  x)y  (ar,  y)  hinzugefügt,  da  keine  Bewegung  der  Energie  vorhanden 
sein  kann,  wenn  u=^v  =  7v  =  0.  Die  Gleichungen  10)  stellen  uns  die  Be- 
wegungggleichungen  der  Energie  in  festen  elastischen  Körpern  dar. 

4.  Die  Gleichungen  10)  können  an  verschiedenen  Beispielen  leicht 
verißcirt  werden.  Letztere  wollen  wir  den  p]rscheinungen  der  Wellenfort- 
pflanzung entlehnen. 
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Nehmen  wir  an,  dass  in  einem  festen  elastischen  Körper  ebene  Wellen 
von  longitudinalen  Schwingungen  sich  fortpflanzen.    Es  sei  z.  B. 


11)  -  2 

u  ==  A  cos  -^ 


wo  St  die  unbekannte  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen 
Schwingungen  bezeichnet»  Wir  haben  bei  Zugrundelegung  der  Lam^'scben 
Elasticitätsformeln  i 

du 

12)  ^yy^^di'  P^if=^o, 

du 

Es  berechnet  sich  aus  diesen  Werthen 

,      27r»^V     .    A+2tt\    .  ,2«/        x\ 

Es  werden  weiter  die  Ausdrücke  10) : 

—  Je^  =  0, 
Wir  erhalten  hieraus  ^^=0,  ^»=0;  es  ist  daher  ^-c  =  Ä,  und  die  Einstellung 
dieses  Werthes  in  die  erste  der  Gleichungen  14)  giebt  uns 

woraus  das  bekannte  Resultat  folgt: 

16)  Sl^=i±^. 

9 

Jetzt  werden  wir  uns  zu  den  allgemeinen  Schlüssen  über  die  Bewegung 
fortschreitender  Wellen,  welche  ans  den  Gleichungen  10)  gezogen  werden 
können,  wenden.  In  diesem  Falle  müssen  die  Geschwindigkeiten  der  Energie 
denjenigen  der  Wellen  gleich  sein. 

Wenn  wir  mit  B  den  Parameter  der  Wollenoberflächen  bezeichnen, 
mit  dn  das  Element  einer  zu  einer  derselben  gezogenen  Normalen,  so 
haben  wir 

dB 

17)  dn  = 


-.-P'4i)'+(0!' 


wo  ___      __.      fäBYl"^ 


Da    die    zu    verschiedenen  Wellenoberflächen    in  correspondirenden 
Punkten  gezogenen  Normalen  in  geraden  Linien  liegen ^«nd  zwei  beliebig 
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^ewShhe  Wellen  gleiche  Strecken  von  denselben  abschneiden,  so  können 
wir  das  Parameter  B  so  wählen ,  dass 

18)  dn^dB, 
d.  h.  dass 

19)  J^B  =  i. 

•Wenn  wir  mit  c  die  Geschwindigkeit  der  Wellen  bezeichnen,  so  haben 

wir  ferner 

_dB^  dB^  dB_ 

20)  e^^c ,   dx  ,     ^y  =  c  .    dy    ,     e^=c,    dt  . 

~d^  '  ÄiB  JyB 

Wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  10)  einstellen,  so  haben  wir 
dB^ 
'  dx 


'JCj^=  PsgU+p,yV  +  px%w , 


dB  .  ,  , 

21)  ""''^rfy  =P*y«+Pyy»+P9»«'i 

—  Je—-  =PxzU+Py^V  +  Pj,^W. 

dz 

Es  zeigen  diese  Ausdrücke,  dass 

Pxxu'+Pa:yv'+Px*n^' 
Je 

.  Vxy}[+  PyyV  +  Pyz  ^ 

PxzU'-^-PyzV  +  Pzxf»' 

Je 
die  Cosinnsse  der  Winkel  der  Normalen  in  einem  Punkte  der  Wellenober- 
fläche mit  den  Coordinatenaxen  sind.    Diese  Grössen  bleiben  daher  coustant 
längs  eines  und  desselben  Strahles. 

Wenn  wir  die  Werthe  20)  und  10)  in  die  Gleichung  I)  einsetzen  und  statt 
rechtwinkliger  Coordinaten  drei  Systeme  einander  orthogonaler  Oberflächen, 
von  denen  die  eine  das  System  der  Wellenoberflächen  darstellt,  einführen, 
anddie  Bedingungen  der  Orthogonalität  nebst  Gleichung  19)  berücksichtigen, 
30  werden  wir  erhalten 

•  Wenn  wir  ferner  durch  ä,,  ä,  die  differentiellen  Parameter  erster  Ord- 
nung von  den  Flächen ,  die  zu  zwei  anderen  Systemen  orthogonaler  Ober- 
flächen gehören,  bezeichnen,  so  haben  wir  bekanntlich 

oder  wegen  19) 
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Es  wird  daher  das  allgemeiDe  Integral  der  partiellen  Differeptialgleichnng 
erster  Ordnung  23)  folgende  Gestalt  haben : 

26)  /=Ä,.Ä,/(/^-5,  (,„^,), 

wo  ^1,  (),  die  Parameter  der  zwei  anderen  Systeme  orthogonaler  Oberflächen 
sind  und  f  eine  willkürliche  Function  bedeutet.  Die  Gleichung  26)  giebt  ans 
den  Ausdruck  der  Energie  im  Falle  fortschreitender  Wellen  für  einen  and 
denselben  Punkt  des  Raumes.    Er  zeigt  z*.  B. ,  dass  für  sphärische  Wellen 

die  Energie  wird  mit  wachsender  Entfernung  wie  -^  (da  in  diesem  Falle 

Ä,  .Ä,  wie  -j  abnimmt),   und    für   cylindrische   Wellen   wie   —   abnehmen. 

Wenn  wir  in  26)  den  Werth 

27)  5  =  ^  +  c, 

einsetzen,  so  erhalten  wir  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  Ibis), 
d.  h.  den  Ausdruck  der  Energie 

28)  /=Ä„Ä,/'(^,,p,) 

für  einen  Punkt  der  Wellenoberfläche,  welcher  mit  derselben  in  fortschrei- 
tender Bewegung  begriffen  ist. 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  räumlichen  Element 

29)  d(o= , 

multipliciren,  so  finden  wir,  dass  ein  und  dasselbe  Quantum  der  Energie 
immer  mit  einer  und  derselben  Wellenoberfläche  fortschreitet. 

4.  Ich  kehre  nun  zu  (ien  allgemeinen  Gesetzen  der  Bewegung  der 
Energie  in  festen  elastischen  Körpern  zurück.  Stellen  wir  uns  im  Innern 
eines  solchen  Körpers  ein  unendlich  kleines  Flächenelement  vor,  dessen 
Normale  wir  mit  n  bezeichnen,  und  auf  welches  eine  Spannkraft  P  wirkt, 
so  haben  wir  bekanntlich 

P  cos  (Px)  =  pxjr  cos  {n  x)  +  P:ey  COS  («y)  +  Pa»  COS  (n  z) , 

30)  P  COS (Py)  =  p:gy  cos  (n x)  +  pyy  cos  {n y)  +  p^^  cos {n  z) , 
P  cos  (Pz)  =  p«a  COS  (n  x)'\'  py^  cos  (n  y)  +  Paz  cos  (w  z). 

Multipliciren  wir  diese  Ausdrücke  mit  u\  p\  w  und  addiren,  so  erhalten 
wir  mit  Rücksicht  auf  Gleichungen  10) 

31 )  •  P.i  cos  (f ,  P)z=-  -^  Je  cos  (e,  n) , 

wo  t  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  des  Elements  bezeichnet  und 
e  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Energie.  Wenn  wir  die  Compo- 
nente  der'Geschwindigkeit  i,  nach  der  Richtung  der  Spannkraft  P genom- 
men, mit  tp,  und  die  Componente  der  Geschwindigkeit  e  der  Energie  nach 
der  Richtung  der  Normale,  welche  derjenigen  der  Spannkraft  i'  entgegen- 
gesetzt ist,  mit  Cn  nennen,  so  hüben  wir 

32)  Pi^^Je„. 
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Die  Grösse  Je^^^  bezeichnet  das  QaAntnm  der  Energie,  welches  in  einem 
gegebenen  Zeitpunkte  das  Flächenelement  in  der  Richtung  seiner  Normalen 
durchfliesst  und  auf  die  Zeiteinheit  bezogen  ist.  Bezeichnen  wir  dieses 
Quantum  mit  qn »  so  haben  wir 

Dieser  Ausdru()k  gilt  auch  für  die  Oberfläche  des  Körpers  und  giebt 
uns  ein  Mittel,  nach  den  gegebenen  Grössen  des  Zuges  oder  des  Druckes, 
weichem  der  Körper  in  einem  Punkte  seiner  Oberfläche  ausgesetzt  ist,  und 
nach  der  Quantität  Jen  der  in  den  Körper  eintretenden  Energie  die  Ge- 
schwindigkeit tp  des  Punktes  der  Oberfl^'che  zu  berechnen. 

Es  ergiebt  sich  z.  B. ,  dass,  wenn  das  auf  die  Zeiteinheit  bezogene 
Quantum  der  Energie,  welches  in  einer  gegebenen  Zeit  durch  einen  Punkt 
der  Oberfläche  in  den  Körper  eindringt,  einem  Kilogrammometer  in  l" 
gleich  ist  und  der  Druck  P  normal  und  gleich  einer  Atmosphäre,  d.  h.  10834 
Kilogr.  auf  einen  Quadratmeter,  so  wird  der  absolute  Werth  der  Geschwin* 
digkeit  ip  gleich  0,096  Millimeter  io  l". 

Der  Ausdruck  3d)  berechtigt  uns  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Geschwin* 
digkeiten  ip  der  Oberflächentheilchen  beliebiger  fester  elastischer  Körper 
einander  gleich  sind,  wenn  sie  unter  denselben  normalen  Zug-  oder  Druck« 
kräften  stehen  und  die  in  den  Körper  ein  -  oder  austretenden  Quanta  der 
Energie  dieselben  sind. 

Der  Ausdruck  31)  zeigt  uns  ferner,  dass  die  Quantität  der  in  der  Rich- 
tung der  Normalen  zu  einem  Flächenelement  fliessenden  Energie  gleich  der 
negativen  Arbeit  ist,  welche  von  der  auf  das  Element  wirkenden  Spannkraft 
für  einen  gegebenen  Zeitpunkt  ausgeübt  ist.  (Die  Zugkräfte  müssen,  wie 
bekannt,  positiv,  die  Druckkräfte  aber  negativ  gerechnet  werden. 

5.  Die  Bewegungsgleichungen  der  Energie  in  flüssigen 
Körpern.  Wollen  wir  zunächst  flüssige  Körper  ohne  Rücksicht  auf  die 
sogenannte  innere  Reibung  ihrer  Theilchen  betrachten.  Wenn  wir  mit  t/, 
v^tv  die  Geschwindigkeiten  eines  Flüssigkeitstheilchens  längs  den  Coordi- 
natenaxen  in  einem  und  demselben  Punkte  des  Raumes,  mit  p  den  Druck 
und  durch  q  die  Dichtigkeit  bezeichnen ,  so  haben  wir  folgende  hydrodyna- 
mische Gleichungen: 

\  dp      du  ,      du   ^     du  ,      du 

Q  dx     dt^    dx^    dy^     dz' 
^  .  \  dp      dv    ,      dv   ^     dv   ^      dv 

34)  ;i-=—   +11—  +t;_-f  w-_, 

Q  dy      dt^    dx^    dy^     dz' 

i   dp drv         dw        dw         diu 

'~'q  'dz'~'Jt^^^dx^^ dy         dz' 
Wir  lassen  wiederum  den  Fall,  wo  äussere  Kräfte  auf  die  Flüssigkeits- 
theilcben  einwirken,  ausser  Betraclitung.    Es  gelten  noch  für  das  Innere 
der  Flüssigkeit  folgende  Gleichungen:  C^ r\r\cs\o 
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.  di'^    dw   ^    dy    ^    dz 

l   dg  ,  du      dv  ,  dw      ^ 
Q  dt^dx^dy^dz 

Indem  wir  die  Gleichungen  34)  rosp.  mit  udl^vdi^rvdt  maltiplieiren, 
addiren  und  den  erhaltenen  Ausdruck  über  die  ganze  Ausdehnung  des  flüs- 
sigen Körpers  integiren,  so  kommen  wir  durch  prartiejie  Integration  zu  dem 
Ausdrucke  für  die  Erhaltung  der  Energie  im  ganzen  Körper,  indem  wir  noch 
die  cubische  Ausdehnung  S  einführen: 

+ 1  I  \       — -  ^  +  p    [ucosnx+vcosny  +  tvcosnz]dc=sOj 

wo  das  zweifache  Integral  auf  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnt 
ist  und  n  die  Normale  zu  einem  Oberflächenelement  bezeichnet.  Das  drei- 
fache Integral  dieses  Ausdrucks  stellt  die  Zunahme  der  Energie  in  sämmt- 
liehen  Körperelementen  dar:  das  erste  Glied  der  unter  dem  dreifachen  In- 
tegralzeichen stehenden  Function  stellt  nämlich  die  Aenderung  der  leben- 
digen Kraft  im  Innern  eines  Körperolements  dar,  während  das  zweite  Glied 
die  Aenderung  der  Yon  den  Druckkräften  verrichteten  Arbeit  ausdrückt. 
Es  folgt  hieraus,  dass  das  zweifache  Integral  des  Ausdrucks 36)  das  Quantum 
der  durch  die  Körperoberfläche  ein-  oder  austretenden  Energie  bezeichnet. 
Dieses  letzte  Integral  rouss  daher  mit  denjenigen  des  Ausdrucks  3)  identisch 
sein«    Efl  verwandelt  sich  erstens  in  ein  dreifaches  Integral 

Die  Function,  welche  unter  dem  Integralzeichen  in  diesem  Ausdrucke  vor- 
kommt, stellt  die  (für  die  Zeiteinheit  genommene)  Quantität  der  in  ein  Kör- 
perclement eintretenden  Energie  dar.  Die  Richtigkeit  dieses  Schlusses 
kann  auch  direct  durch  das  Umformen  der  Function,  die  unter  dem  drei- 
fachen Integralzeichen  des  Ausdruckes  36)  vorkommt,  mittels  der  hydro- 
dynamischen Grundgleichungen  bewiesen  werden. 

Folglich  muss  die  Function,  die  unter  dem  Integralzeichen  im  Ausdruck 
87)  vorkommt,  mit  derjenigen  des  zweiten  dreifachen  Integrals  der  Gleich- 
ung 2),  d.  h.  mit 

d(Jg^)      djJCy)     d{Je,) 
dx    "^    dy     "^     dz 
identisch  sein.   Diese  Identität  wird  erfüllt,  wenn  wir  se 
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WO 

38)  i*  =  M»+t^*  +  «;«. 

Es  stellen  eomit  die  Gleichungeo  37)  die  Gesetze  der  Bewegung  der 
Energie  in  flüssigen  Körpern  dar. 

Wir  erhalten  hieraus,  indem  wir  noch  mit  c  die  Geschwindigkeit  der 
Energie  bezeichnen,  d.  h. 

89)  c«=e«,+e*,+e»., 

dass 


40)  /C  =  ,(p  +  ^), 


d.  h.  die  Quantität  der  Bewegung  der  Energie  ist  gleich  dem  Prodncte  ans 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  in  die  Samme  des  hydrostatischen 
Druckes  nnd  der  lebendigen  Kraft. 

Ans  den  Gleichungen  37)  und  40)  erhalten  wir  ferner 
e^_u       £y_»       ^a_n; 
et        et        et 
d.  h.  die  Richtung  der  Bewegung  der  Energie  in  flüssigen  Körpern  fällt  mit 
derjenigen  der  Bewegung' seiner  Theilchen  zusammen.    Es  können  daher 
z.  B.  keine  Transversalschwingungen  in  einer  Flüssigkeit  entstehen,  was 
allgemein  bekannt  ist. 

Die  Gleichungen  37)  gelten  auch  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  and 
führen  zu  Schlüssen,  welche  denjenigen  aus  der  Gleictiung  32)  gezogenen 
analog  sind. 

Wenn  die  Flüssigkeit  incompressibel  ist,  so  ist  die  Energie  der  leben- 
digen Kraft  der  Bewegung  gleich,  d.  h. 

Wir  Enden  dann  aus  der  Gleichung  40) 

43)  ,t-,c  +  ?^  =  0, 

Q 
woraus 

44)  C  =  i  +  '-l 
und 


45)  ,=  _+/-_^. 

Da  für  alle  möglichen  Bewegungen  die  Grösse  i  immer  reell  sein  soll, 
so  muss 

46)  ^>X 
Es  wird  ansserdem 

Dj^iäedbyLiOOgle 


428  Ableitang  der  Bewegangsgleichungen  etc. 


Ans  dem  Aasdrucke  46)  finden  wir  das  Minimum  Cm  der  möglichen  Ge- 
schwindigkeit der  Energie  unter  dem  gegebenen  Drucke 

48)  c.  =  /?^. 

Wenn  wir  mit  4  die  auf  Wasser  bei  4^  C.  bezogene  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  bezeichnen  und  durch  n  den  in  Atmosphären  ausgedrückten 
Druck  im  Innern  eines  Flüssigkeitselements,  so  erhalten  wir 


49) 


c„  =  28,752/^^  Meter  in  l". 


Für  n:=i  haben  wir  für  Wasser  Cm  =  28,752  Meter  in  V\  Das  Minimum 
der  Geschwindigkeit  der  Energie  wächst  zugleich  mit  dem  Druck  und  mit 
der  abnehmenden  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit. 

Wenn  wir  die  Grösse  —  ans  dem  Ausdrucke  43)  in  die  hydrodynami- 
schen Grundgleichnngen  hineinstellen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Form 
der  hydrodynamischen  Gleichungen  für  incompressible  Flüssigkeiten : 

wo 

dv      dtv  dtv      du  ^      du      dv 

*')  ^^^-Tz-d^'    ^"'^d^-dl'     ^^^Ty-Tx 

Die  Grössen  |,  97,  i  sind  die  doppelten  Kotationsgeschwindigkeiten  des 
betreffenden  Theilchens  um  die  Ooordinatenaxen.  Wenn  keine  Kotations- 
bewegungen  in  der  Flüssigkeit  vorhanden  sind,  so  erhalten  wir  ans  den 
Gleichungen  50) : 

du  ,  d(ci)      ^  dv  .  d(ci)      ^  dtv  .  d(ci) 

52)        2  — +  -4-^  =  0,      2— +  -4—^  =  0,      2— -  +  -3— ^=0. 
^  dl         dx  dt    *     dy  '         dl         dz 

Wenn  wir  mit  q>  das  Geschwindigkeitspotential  bezeichnen,  so  wird 
offenbar 

dcp  ci 

d.  h.  der  negativ  nach  der  Zeit  genommene  Differentialquotient  des  Oe- 
schwindigkeitspotentials  ist  gleich  dem  halben  Producte  aus  der  Geschwin- 
digkeit der  Bewegung  eines  Theilchens  in  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  Energie.  [Der  Gleichung  53)  ist  keine  von  der  Zeit  allein  abhängige 
Function  beigefügt,  da  wir' uns  dieselbe  unter  dem  Zeichen  tp  eingeführt 
denken.] 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  N.  Umow.  429 


Wir  köDQeo  eadlich  die  Bewegungsgleichungen  der  Energie  für  die 
Flüssigkeiten  mit  innerer  Heibang  aufstellen.  Die  hier  ausführbare  Unter- 
sQchang  ist  ganz  analog  den  früheren,  und  ich  werde  mich  begnügen,  allein 
das  Kesaltat  anzuführen : 

54)  Je^^v""-^ ^ -+PayU+PyyV+Py:,W, 

Die  hier  gebrauchten  Bezeichnungen  sind  bekannt. 


Anmerkungen. 

Durch  folgende  Anmerkungen  mögen  einige,  in  dem  obengenannten 
Aufsatze  eingeführte  Begriffe  und  die  Allgemeinheit  der  abgeleiteten  Be- 
wegangsgleichungen  der  Energie  erläutert  werden. 

I.  Definition  und  Maass  der  Geschwindigkeit  der  Be- 
wegung der  Energie.  Wenn  die  Bewegung  eines  Körpertheilchens  M 
eine  Aenderung  durch  irgendwelche  Ursachen  erleidet,  so  wird  sich  eine 
Perturbation  der  Bewegungen  der  Körpertheilchen  allmälig  durch  den' gan- 
zen Körper  verbreiten.  Da  keine  Aenderung  der  Bewegung  ohne  eine  Ver- 
mehrung oder  Verminderung  der  Energie,  d.  b.  ohne  einen  Zu-  oder  Abfluss 
derselben  geschehen  kann,  so  wird* neben  der  Fortpflanzung  der  Pertur- 
bation der  Bewegungen  eine  in  diesem  oder  anderem  Sinne  vor  sich  gehende 
Bewegung  der  Energie  geschehen.  Da  umgekehrt  jeder  Zu-  oder  Abflnss  der 
Energie  eine  Perturbation  der  Bewegung  mit  sich  führt,  bestehe  diese  Per- 
turbation in  der  Aenderung  des  früheren  Beweguugszustandes  oder  in  der 
Unterhaltung  desselben  ,  wenn  es  seiner  Natur  nach  zum  Ablaufe  strebt,  so 
werden  die  Richtung  und  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Energie  mit 
denjenigen  der  Fortpflanzung  der  Perturbation  identisch  sein. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  dass  wir  als  Maass  der  Geschwindigkeit 
der  Energie  in  einer  gegebenen  Richtung  und  in  einem  gegebenen  Punkte 
des  Raumes  den  Quotienten  aus  der  Quantität  q  der  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Flächeneinheit  in  derselben  Richtung  fliessenden  Energie  zu  der  Dich- 
tigkeit J  der  letzteren  im  gegebenen  Punkte  des  Körpers  annehmen  können. 

Es  sei  -|-s  die  Richtung  der  Bewegung  der  Energie  im  Punkte  M  des 
Körpers.  Wollen  wir  in  der  Richtung  — s  einen  zum  Punkte  M  unendlich 
naheliegenden  Punkt  M'  nehmen.  Mit  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen  können  wir  annehmen,  dass  die  Richtung  der  Bewegung  der  Energie 
im  Punkte  M'  dieselbe  wie  im  Punkte  M  ist.  Wollen  wir  die  Bedeutung  des 
Quotienten 
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Bufsnchen.  Es  sei  x  die  anendlich  kleine  Zeit,  welche  für  die  üebertragung 
der  Energie  vom  Punkte  M'  zum  Punkte  M  erforderlich  ist.  Während  dieses 
Zeitintervalls  wird  die  ganze  im  Innern  eines  unendlich  dünnen  Ojlinders, 
mit  der  Basis  a  und  Axe  MM'  eingeschlossene  Energie,  d.  h.  7.  MM\  a, 
durch   die    Fläche  a  im  Punkte  M  in  der  Kichtung  +s  fliessen.     Es  ist 


2) 

I 

J.MM' 

Indem 

wir 

diese 

Formel 

in 

1) 

einsetzen»  finden 

wir 

3) 

MM' 

c  = \ 

T 

Da  die  Geschwindigkeit  der  Energie  auf  der  unendlich  kleinen  Strecke 
mm'  als  gleichförmig  angesehen  werden  kann,  so  ist  es  bewiesen,  dass  c 
nichts  Anderes,  als  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Energie  im 
Punkte  M  ist.    Es  ist  hieraus  auch  der  allgemeine  Satz  über  die  Bedeutung 

des  Quotienten  ^  für  jede  beliebige  Kichtung  klar. 
J 

2.  Es  soll  jetzt  die  Allgemeinheit  der  von  mir  abgeleiteten  Bewegungs- 
gleichungen der  Energie  gezeigt  werden.  Beim  ersten  Blicke  kann  es  schei 
nen,  dass  die  Ableitung  derselben  auf  die  bedingungslose  Identität  eines 
Ausdrucks  der  Form 

^^  di^dx^dy^dz 

mit  dem  Ausdrucke 

^6f/_d/e,      dJßy     dJcg 

^^  '^Tt'^'dx'^  l^^'dV 

(siehe  meinen  Aufsatz)  begründet  ist.  Es  wird  dabei  der  Ausdruck  4)  aus 
der  Umwandlung  des  zweifachen  Integrals  in  der  Gleichung  der  Erhaltung 
der  Energie  im  ganzen  Körper  abgeleitet.  Wenn  die  Frage  in  dieser  Weise 
gestellt  ist,  so  werden  offenbar  die  Beweguugsgleichungen  der  Energie: 

0)  J=^Je^,     B=^j€y,     C=^Je^, 

nur  particuläre  Lösungen  sein.  Die  Aufgabe  besteht  aber  in  der  Auffindung 
dreier  solcher  Functionen,  dass  die  Summe  ihrer  ersten,  nach  den  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  ^,  z  genommenen  Differentialquotienten  der  völlig 
von  Zug-  oder  Druckkräften,  Verschiebungen  ihrer  Differentialquotienten 

dJ 
etc.  bestimmten  Function  — -r-  gleich  wäre,  und  die  folgenden,  durch  die 

Natur  der  Frage  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllt  seien : 

a)  Da  die  genannten  Functionen  die  Quantitäten  der  in  drei  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  während  der  Zeiteinheit  diuu^h  die  Fiächen- 
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einheit  darchströmenden  Energie,  d.  h.  die  Grössen  Je«,  Je^,  Je^,  dar- 
stellen müssen,  so  soll  ihre  allgemeinste  Form  derart  sein,  dass  die 
Coordinateu  x,  f/^  z  in  dieselben  nur  indirect  durch  Zug-  oder  Druck- 
kräfte ,  Vcu'schiebungen ,  ibre  DtfTßreniialquotiffnten  «tc.  eingehen.  Eine 
Form  dieser  Functionen,  welche  von  der  von  mir  für  Je^^,  Jey^  Je^  in  dem 
obigen  Aufsatze  für  elastische  und  flüssige  Körper  gegebenen  verschieden 
wäre,  würde  der  Gleichung  5)  nicht  genügen  ohne  Hinzufügnng  neuer 
Bedingungen  für  Zug-  oder  Druckkräfte,  Verschiebungen  etc.,  ausser 
derjenigen,  welche  schon  durch  Partialdifferentialgleichungen  der  Be- 
wegung der  Körpertheilchen  gegeben^  sind.  Es  sind  daher  die  in  dem 
Aufsatze  abgeleiteten  Bewegungsgleichungen  der  Energie  die  all- 
gemeinsten. 

b)   Es  müssen  die  für  Je^ey  JCy^  Je^  gefundenen  Ausdrücke  die  Be- 
dingung erfüllen,  dass 

'>  jsn*-  ns'^'"  im'" 

wo  die  Integration  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt  ist,  die  Quanti- 
täten der  Energie  seien,  welche  durch  die  Oberfläche  des  Körpers  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  in  den  Richtungen  o:,  y,  z  fliessen.  Es  ist  leicht  ein- 
zusehen, dass  die  Auffindung  der  Bewegungsgleichnngen  der  Energie  in 
meinem  Aufsatze  sich  auf  die  Erfüllung  dieser  Bedingungen  stützt. 

3.  Die  Bewegungsgleichungen  der  Energie,  welche  sowohl  im  Innern, 
als  auch  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  giltig  sind ,  geben  uns  das  Mittel 
nach  den  vorausgegebenen  Gesetzen  der  Bewegung  der  Energie,  diejenigen 
der  Bewegung  der  Körpertheilchen  aufzufinden. 

Es  seien  nämlich 
8)  <P.r  =  0,     <t)j,  =  0,     a>,=o 

die  Partialdifferentialgleichungen  der  Bewegung  der  Theilehen  eines  Kör- 
pers, wenn  auf  sein  Inneres  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  und 
S)  ^^*=1?*,     Jey==Qy,     Je^^Q^ 

die  Bewegungsgleichnngen  der  Energie.  Wenn  wir  die  linken  Theile  der 
Gleichungen  9)  als  gegeben  betrachten ,  so  reducirt  sich  die  Frage  auf  die 
Aufsuchung  solcher  Integrale  der  Gleichungen  8),  welche  den  Gleichungen 
9),  in  denen  die  linken  Seiten  vorgeschrieben  sind,  genügen. 
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XVm.    Seliquiae  Copernioanae. 

(Hierzu  Tafel  IV,  Fig.  1  -  19.) 
(Fortf etoiuig  an  S.  76  d.  Jahrg.) 


Die  Stellen,  die  sich  bei  Prok 
choide  finden,  sind  folgende: 

Ti}v  iiev  yaQ  oq^v  tqlxa  teiiHv  6v- 
vatov  oklyoig  %Qfiadii£vov  rcov  e^i^g, 
Tfjv^  Sh  o^elav  aövvcnov  furi  in'  akXag 
fiBxccßdvra  ygafiiiag^  aXxov  (amxov  haiv 
eVdovg .  ötilovci  dl  ot  ngo^saiv  noiri' 
cdiiBvoi  vavtfiv  x-qv  do&aicav  ru^- 
yQUfnio V  ymviav  xgixa  xE(iBtv,  Nixo- 
(ifjdfig  iiiv  yuQ  in  xmv  xoy%OHdav 
ygafififSv,  äv  xal  xrjv  yivtctv  kccI  tiJv 
xd^iv  Kai  xa  avfunxfüf/iaxa  naQadiömxBVy 
dvxag  tVQBxi^g  äv  xijg  Uioxrixog  ävxcavy 
ndaav  sv&vyQaiifiov  ymvlav  ixg^^oxo- 
inriciv  .  hiQOi  ÖS  Ixtcov  Tnniov  %ai 
Ntxo^iTJdovg  xsxQaycaviiovadiv  m- 
TToiifxaOi  TO  ot)ro\  (iinxalg  xal  ovxoi 
XQflodfievoi  y(^«^iicilg  xalg  xBxgaycH' 
vif^ovocttg  .  SkXoi  6e  Jx  xmv'Agxtfirj- 
ÖElmv  ikUcov  oQfirj^ivxeg  eig  xov  öo- 
xivxa  kdyov  ht^iov  xi^v  Öo^elcav 
Bv^vygafniov  ymvlav ;" 


los"  über  Nikomedes  und  die  Kon- 

Denn  den  rechten  Winkel  zu  drit- 
theilen ist  möglich  unter  Benutzung 
nur  weniger  Hilfsmittel;  den  spitzen 
aber  kann  man  nicht  dritthcilen,  wenn 
man  nicht  seine  Zuflucht  zu  anderen 
Curven  nimmt,  welche  der  gemisch- 
ten Art  angehören.  Das  beweisen 
auch  die,  welche  die  Aufgabe  stel- 
len, einen  gegebenen  Winkel  zu  drit 
theilcn.  Nikomedes  hat  nämlich 
jeden  geradlinigen  Winkel  in  drei 
gleiche  Theile  getheilt  mittels  der 
kouchoidischen  Linien,  deren  Ent- 
stehung, Construction  und  Eigen- 
schaften er  auseinandergesetzt  hat, 
der  or  selbst  der  Entdecker  ihrer 
eigenthümlichen  Natur  ist.  Andere 
haben  dieselbe  Aufgabe  mittels  der 
Qnadratrixen  des  H  i  p  p  i  a  s  und  Ni  - 
k  0  m  e  d  e  s  gelöst,  indem  sie  sich  der 
gemischten  Curven  bedienten,  die 
Qnadratrix  genannt  werden;  andere 
theilten  einen  gegebenen  geradlini- 
gen Winkel  mittels  der  Spirale  des 
Archimedes  nach  einem  gegebe- 
nen Verhältniss*, 


"  Prodi  Diadochi  In  Primum  Euclidis  Elementorum  Librum  Commeniarii,  Ex  Recogni- 
tione  Godofredi  Friediein.  Lipsiae  In  Aedibus  B.  G,  Teubneri  M.DCCC.LXXIIL  —  8*. 
ym,  507  8.  ist  die  von  mir  benutzte  Ausgabe. 

"  A.  a.  O.  S.  271,  Z.  23—  8. 272,  Z.  12. 
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and  die  andere : 

Tovzov  Sh  Tov  TQofCov  dei^aci  %al 
Ol  SlXoi  fia^fiaxixoi  Siakiysa^at  nsgl 
T&v  yQuiiiitiVf  ixuötov  eldovg  x6  CVfi- 
mmfia  naqaiiiovxzg  .  «ai  yoti^^Anol.- 
luiviog  iq>kiiaCX7ig  tmv  hovihiov 
yQafi(imVf  xi  x6  cvfAnxmiia  ötlnwat, 
xal  6  Nixofiijdrig  inl  xmv  xoyxosi- 
iav,  xal  o  ^Inniag  bti  xmv  xBXQa' 
ytavi^ovawv^  %ai  6  üiQCsvg  inl  tc5v 


Ganz  auf  die  nftmliche  Weise 
pflegen  auch  die  übrigen  Mathemati- 
ker die  Curven  zu  behandeln,  indem 
sie  das  jeder  Art  Eigenthtimliche 
anseinandersetzen.  So  hat  Apol- 
lo n  i  o  s  für  jeden  der  Kegelschnitte 
die  Eigenschaften  gezeigt,  Ni kö- 
rne des  dasselbe  für  'die  Koncho- 
iden,  Hippias  für  die  Qaadratrix 
and  Ferse  US  für  die  spirischen 
Curven. 


Dazu  noch  die  Stellen,  die   über  die  Konchoide  handeln,  ohne  des 
Nikomedes  zu  erwähnen. 


1.  öicii^Bi  ö\av  xfjv  ygaiifiriv  6 
rs(iivog  nQ€oxov  (liv  slg  ti}v  aavv- 
^€xov  xcfl  Ti}v  avv&ixov  —  ftalBt  dh 
isvv^exov  Tijv  xexAaa^ivf^v  %a\  yavlav 
TtoiovCCLV  —  inzixa  tjjv  cvv^ixov  Big 
Tt  Xfjv  aififittxonoiovaav  xot  tijv  in 
Snii^v  htßakkofiivTiv t  ^XV(^^  kiymv 
noulv  Xfjv  xvx^xijv,  xijv  xov  &VQeov, 
Ti}v  xixxoBiö'^j  (Afi  noielv  de  tiJv  tot;  oq- 
^oyoviov  xtivov  ro|bii/v,  xtjv  xov  ccfi- 
ßlvyavlov^  xtjv  xoyxosidfj^  xrjv  tv^elav^ 
naöag  xag  xoiavxag^*^ 


2.  av  yag  iv^ila  fihv  Kttxd  Ttvakov 
xivovfiivvi  noiii  xiva  in^qxiveiav^  ov%i 
di  xal  at  xoovixol  yQan(ia\  xol  at  xoy- 
XOttÖBig  Kai  avxai  at  nsQiq>iQBiai. " 


1.  Es  unterscheidet  aber  O  e  m  i  - 
nos  wiederum  die  Linien  in  nicht 
zusammengesetzte  und  in  zusammen- 
gesetzte—  er  nennt  aber  zusammen- 
gesetzt die  gebrochenen  und  einen 
Winkel  bildenden  — ,  dann  wieder 
die  zusammengesetzten  in  solche, 
welche  eine  geschlossene  Figur  bil- 
den, und  in  solche,  die  sich  ins  Un- 
endliche verlängern.  Eine  geschlos- 
sene Figur  bilde  z.  B.  die  Kreislinie, 
die  Ellipse,  die  Kissoide,  eine  nicht 
geschlossene  der  Schnitt  des  recht- 
winkligen und  stumpfwinkligen  Ke- 
gels, die  Konchoide,  die  Gerade  und 
alle  derartigen  Linien. 

2.  Eine  im  Kreise  bewegte  Ge- 
rade bildet  keine  Oberfläche,  ebenso 
wenig  aber  auch  die  Kegelschnitte, 
die  Konchoiden  und  die  Kreisum- 
fange  selbst. 


*•  A.  a.O.S.  856,  Z.  0-^12. 
»  A.a.O.  8. 111,  Z.  I  —  Ot 
'  Aa.0.  8. 112,  Z.  12^*- 14. 
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3.  All  ÖS  ilSivaiy  ort  to  ciavii- 
Ttxcozov  ov  TtdvxcDg  naQaXkijXovg  Ttoul 
rag  yQccfifAdg  —  xßi  yccQ  tc5v  oftoxev- 
Tooiv  kvkXcdv  al  7t£qi(piQeicn  ov  av^- 
Ttinrovaiv  —  ciXkä  Sei  xal  in  SnsiQov 
nviag  iußaXXEöO^ai.  tovxo  öi  ov  fiovaig 
vTCaQXfL  xctlg  ivd'eiaigy  aXXa  xal  aXXaig 
ygafificclg  ,  Svvaxov  yuQ  voiJGai  xexay- 
fievag  sXinag  neql  sv&elag  yqutpo^ii- 
vag,  aixirVBg  avveicßaXX6(iEvai  xalg  bv- 
Oslatg  (lg  SneiQOv  ovdinoxe  av^nl- 
Tzxovai .  xavxcc  fiev  ovv  nagd  xovxav 
OQ^ag  rtfjilvog  ölelXev  i^  ^Q%V9i 
oxi  xoSv  ygafAfidivalfAiv  BicivdgiafAivai 
wxl  aiij^icc  TtfgiixovairVy  oSg  6  xvxXog 
Kccl  1]  T-ijg  iXXel'^tojg  ygcc^fit)  Tial  ij 
yiiaoottSrjg  xal  SXXat  nafinktid^Bigj  at 
6i  doQsaxoi  xcu  slg  SnBigov  iaßaX- 
Xo^uvai^  ag  iq  bv&bIcc  xal  rj  xuv  ogO^o- 
yavlov  Kfovov  xo^itj  aal  tj  xov  a^ißXv- 
ycavlov  xal  i]  xoyiosiörjg.  JtdXiv  ob 
avxdSv  Big  SnBigov  EKßciXXofxivav  ai 
fifv  ovÖBv  0x7} (xa  TCBgiXa^ßclvovaLv,  cog 
ff  Bv&tla  xal  al  7i(ovtKccl  xofial  ai 
Blgr}fjLBvaiy  a[  ob  avvBXS'ovaal  xb  xal 
TtoiijGaöai  oxtjiia  in  SnBigov  xoXoinov 
ixqtBgovxai .  xovxav  öi  ai  filv  bIgiv 
davfinxcoxai  at,  ono)g  nox*  Sv  ixßXri- 
OäciVj  firj  avfiTtinxovCaij  avixnxoixai 
öi  ainoxB  cvfinBöovfisvai .  xcov  öi  dav^ 
nxcixcov  at  ^iv  iv  bvi  bIgiv  aXXr^Xai^g 
InmBÖm  ^  at  Öi  ov  .  xd5v  öi  aav^iTtxoi- 
x(ov  xal  iv  Bv\  ovGfüv  ininiöcp  at  fiiv 
ÜGov  afl  ÖiaöTij^ia  aTCBöx)} massiv  akXrj- 
Acöv,  at  öi  ^iBiovGiv  SbI  to  öid6Ti]^ia^  dg 
vnBgßoXt]  Ttgog  xrjv  Bv^Biav  xot  ^  xoy 
XOBiÖTjg  ngog  xijv  Bv^Biav  .  avxai  ydg 
dsl  iXaOGovuivov  xov  öiaöxt}  fiaxog  aBi 
davfinxayxoi  tlciv  xal  gvvbvovgi  ^Iv 
dkXfjXaig^  ovöinoxs  öi  avvBvovGi  nav 
xsXcog^  0  Kai  nagaöo^oxaxov  iaxiv  iv 
yBCifiBxgla d'Sfogrjfia  öbi'avvov  övvBvaiv 
uvoov  ygannfSv  aüvvevcxov .  xtov  öi 


3.  Man  muss  aber  wisson,  dass 
das  Nichtzusammeutrcffen  nicbt  in 
jedem  Falle  die  Linien  parallel  macht 
—  denn  die  Peripherien  conccntri- 
scher  Kreise  treffen  auch  nicht  zu 
sammen  — ,  sondern  sie  müssen  auch 
ins  Unendliche  verläugeit  werden. 
Dies  findet  aber  nicht  blos  bei  den 
Geraden  statt,  sondern  auch  bei  an- 
deren Linien,  denn  man  kann  sich 
neben  gezeichneten  GeradonSpiraleu 
construirt  vorstellen,  welche  zugleich 
mit  den  Geraden  ins  Unendliche  ver- 
längert, mit  diesen  niemals  zusam- 
mentrelfen.  In  Betreff  dieser  hat  nun 
G  e  m  i  n  o  8  von  Anfang  an  richtig  ein  - 
gotheilt,  dass  nHmlich  von  den  Linien 
die  einen  begrenzt  sind  und  eine 
Figur  umschliessen,  wie  der  Kreis, 
die  Ellipse,  die  Kissoide  und  viele 
andere;  die  anderen  aber  unbegrenzt 
und  ins  Uuendliclie  verlängert,  wie 
die  Gerade,  der  Schnitt  des  recht- 
winkligen und  dos  stumpfwinkligen 
Kegels  und  die  Konchoide.  Von  den 
ins  Unendliche  verlängerten  umfas- 
sen die  einen  wiederum  keine  Figur, 
wie  <iie  Geradeund  diegenannten  Ke- 
gelschnitte, die  anderen  aber  treffen 
zusammen  uud  bilden  eine  geschlos- 
sene Figur,  erstrecken  sich  aber  im 
Uebrigen  ins  Unendliche.  Von  diesen 
sind  nun  die  asymptotisch,  welche, 
wie  weit  man  sie  auch  verlängert, 
nicht  zusammentreffen;  zusammen 
treffend  aber,  die  irgend  einmal  zu- 
sammentreffen. Von  den  asymptoti- 
schen liegen  die  einen  beide  in  der 
nämlichen  Ebene,  die  anderen  nicht. 
Von  den  asymptotischen  in  einer 
Ebene  sind  die  einen  Immer  um  die> 
selbe  Strecke  voneinander  entfernt, 
die  anderen  verändern  ihrenrAbstand 
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leov  atl  ansxovacSiv  öi€eGrfj(ia  ai  ditiv  fortwährend,  wie  die  Hyperbel  mit 
svd^uai  urjöinove  ilikaaaov  noiovaat  der  Geraden  und  die  Konchoide  mit 
To  nsra^v  ctvtcSv  iv  iv\  intnidco  na"  j^r  (ieraden,  denn  diese  bleiben, 
QaXkfikoi  ft(r«v."  obwohl  sich  ihr  Abstand  fortwährend 

vprändert ,    doch     immer    asympto- 
ti.sch  und  n-iliern  sieh  zwar  einander, 
tretlVn  sich  aber  niemals  vollständig. 
Das  ist  das  j»?iradoxeste Theorem  der 
Ueoinotrie,  denn  es  beweist  die  An 
uäherung  gewisser  Linien  ohne  wirk- 
liches Zusammentreffen.    Von  denen 
aber,  welche  stets  denselben  Abstand 
haben,  sind  die  Geraden,  welche  in 
einer  Ebene  den  Abstand  zwischen 
sich  immer  gleich  lassen ,  parallel. 
Es    folgt   hieraus   unzweifelhaft,    ^Jass    Nikomedes   die   Konchoide 
selbstständig  fand,  dass  er  ihre  Erzeugung,  ihre  Construction  und  ihre  Eigen- 
schaften entwickelt^',  und  dass  er  sie  speciell  zur  Dreitheiluug  des  Winkels 
verwendete.    Wir  dürfen  aber  auch  annehmen,  dass  die  von  Proklos  auf- 
geführten Eigenschaften  der  Konchoide  zu  den  von  Nikomedes  entdeck- 
ten gehören.     Dieser  fand  also,   dass  sie  keine  geschlossene  Figur  bilde, 
sondern  sich  ins  Unendliche  erstrecke,  dass  sie  nicht  eine  Oberfläche  bildet, 
dass  sie  endlich  eine  Asymptote  hat,  wie  die  Hyperbel.    Genauero'Auskunft 
über  das  Werk  des  Nikomedes  ne{}l  y.OYXOSi6(ov  y^a^iiiav  findet  sich  bei 
Etttokios    {Comm,  in  II  Uhr,  Archimcdis  de  sphaera  vi  cylindroY^  und  bei 
F  a p p  o  s  {Mathcmalicae  CoUcclioncs  Hb,  IV y^.   P  a  p  p  o  s  als  der  ältere  Schrift- 
steller möge  voranstehen,  zu  seinen  Angaben  liefert  dann  Eutokios  eijie 
erwünschte  Ergänzung.     Da  der  der  Uebersetzung  des  Commandin  zu 
Grunde  liegende  griechische  Text  augenscheinlich  mit  dem  des  Eutokios 
identisch  ist,  so  kann  man   zugleich  sicher  sein,   in  beiden  Autoren  einen 
wörtlichen  Auszug  aus  dem  Werke  des  Nikomedes  vor  sich  zu  haben. 


«  A.  a.  O.  S.  I7ft,  Z.  18  — S.  177,  Z. '.'3. 

■•  AifXiliriSovq  Ttc  Zm^ofifva  Mtrce  Tmv  Evtoxtav  Acxeclmvitov  Tnopt^fifieetar. 
Arddmedif  Quae  Supersunt  Omnia  Cum  Rutodi  Ascalonitae  Commentarnt.  Ex  Receusione 
Josephi  Torelii^  Vei^onttisis,  Cwn  Nova  yersione  Laiina.  Accedunt  Lectiones  Farianles  Ex 
Codd.  Mediceo  Et  Hm^isiensibus.  Oxonii,  Ex  Tifpographeoriunndoniano,  MÜCCXCIL  — 
gr.  in  Fol.  I  lilatt,  V,  XXIX  S.,  1  Blatt,  472  ö.  mit  2  Kiiplem  ist  die  von  mir  benutzte 
Ausgabe. 

**  Ich  hatte  folgende  Ausgabe  znr  Disposition:  Pnppi  Alexandrini  Matkemaiicae 
CoUectimes  A  Federico  Commandino  Vrbinate  In  Latinum  conuersae,  et  Commeniariis 
iilusiratae.  In  hac  mstra  editione  ab  innwneris ,  qnibus  scatebant  mendis ,  et  praeeipui  in 
Graeco  coniextu  diUgentcr  vindicotae.  El  Scrtmissbno  Principi  Leopoldo  Guiieimo  Archiduci 
Aiiuriae,  etc.  Dicatae.  Bononiae ,  Ex  Typographia  HIL  de  Ducciis,  M.DC.LX.  Sitpc- 
nar«,/.««i„„._Fol.6Bl»U,490S.,lBUtt.  .  Digimed  by  GoOglc 
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Nachdem  P  a p  po  s  bis  Theorema  XXlIy  Pr^p.  XXII  des  4.  Baches  Aber  Kreis- 
säUe  und  die  archimedische  Spirale  gehandelt  hat,  fährt  er  ^Is  Einleitung 
in  die  Prop,  XXIll  folgendermassen  fort:* 

Ad  cubi  duplaiionem  excogiiaia  est  a  Nicomede  quaedam 
hnea,  quae  huiusmodi  ortum  habet.     (Fig.  1.) 

Exponatur  recta  linea  AB^  cui  ad  rectos  angulos  ducatur  CDF,  et  in  ipsa 
CDF  sumatur  aliquod  punctum  datum  E  .atque  puncto  E  in  eodem  loco  manente, 
recta  linea  CDEF  feratur  in  recta  ADB,  per  punctum  E  aitracta,  ita  utD  semper 
in  recta  linea  A  B  feratur ,  et  non  excidat,  dum  attrahitur  ED,  EF.  Itaque  huius- 
modi motu  facto  ex  utraque  parte,  manifestum  est  punctum  C  describere  lineam^ 
qualis  est  LCM^  cuius  accidens  est,  ut  si  recta  linea  quaepiam  a  puncto  E  ductae 
lineae  LCM  occurrai,  ipsam  CD  aequalem  esse  ei,  quae  inter  AB  et  LCM  in- 
teriicitur .  manetUe  enim  AB,  et  puncto  E  manente,  quando  D  ad  G  se  applicaverity 
congruet  recta  CD  cum  GH,  et  Q  ad  H  se  applicabit .  ergo  CD  ipsi  GH  est  aeqtui- 
lis  ,  similiter  et  si  alia  quaedam  a  puncto  E  ad  lineam  ducatur,  erit  ea ,  quae  inter 
lineam  et  AE  rectam  interiicitur,  ipsi  CD  aequalis.  Vocatur  autem,  inquit,  recta 
linea  quidem  A  B  regula :  punctum  E  poius ;  CD  intervallum,  quoniam  huic  aequales 
sunt,  quae  ipsi  LCM  occurrunt:  linea  vero  LCM  vocatur  conchoides prima,  nam 
etsecunda,  et  tertia,  et  quarla  exponitur^  quae  ad  alia  theoremata  utiles  sunt. 

At  vero  instrumentaliter  posse  lineam  describi,  et  semper  ad  regulam  magis 
accedere,  hoc  est  omnium  perpendicularium,  quae  ab  aliquiüus  pwtctis  lineae  LCM 
ad  AB  ducuntur,  maximam  esse  CD,  quae  autem  ipsi  propinquior  est,  semper 
remotiore  esse  maiorem :  et  si  recta  linea  quaedam  inier  regulam  et  conchoidem 
cadet  producaturque ,  eam  a  conchoide  secari  Nicomedes  ipse  demonstravit ,  et 
nos  in  Analemma  Diodori,  cum  vellemus  angulum  tripartito  secare,  praedicta 
linea  usi  sumus, 

troblema  I.    Propositio  XÄIIL 

Ex  his  autem  manifestum  est  fieri  posse^  ut  angulo  datOy 
videlicet  GAB,  et  puncto  extra  ipsum  C  ducatur  CG,  ita  ut  KG, 
quae  interiicitur  media  inter  lineam  et  ipsam  AB,  fiat  aequalis 
rectae  lineae  datae,     (Fig.  2.) 

Ducatur  enim  perpendicularis  a  puncto  C  ad  AB,  quae  sit  CH,  et produ- 
catur,  sitque  DH  datae  rectae  lineae  aequalis;  et  polo  quidem  C  et  intervallo  dato, 
videlicet  DH,  regtäa  autem  AB  describatur  linea  conchoides  prima  EDG.occurrit 
igitur  ipsi  AG  ex  eo,  quod  dictum  est.occurret  in  G,  et  iungatur  CG:  ergo  et  KG 
rectae  lineae  datae  aequalis  erit.  Quidam  vero  commoditatis  caussa  aptantcs 
regulam  ad  punctum  C,  ipsam  usque  eo  commovent,  quoad  quae  interiicitur  media 
inter  A  B  rectam  et  lineam  AG  experienlia  fiat  datae  rectae  lineae  aequalis.  Hoc 
enim  existente  id,  quod  initio  propositum  est^  demonstratur.  Dico  autem,  cubus 
cubi  duplus  invenitur. 


»  A.a.O.  S.86,  Z.  13-42,  46--49;  8.87,  Z.  1-14,  lö-8rfTÄ^Z- 1—15. 
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Problema  IL    Propositio  XXIV, 
Sed  prius  duabus  datis  rectis  lineis  duae  tnediae  in  continua 
analogia  assumuniury  quarum  Nicomedes  guidem  conslruciionem 
iantum  exposuil^  nos  vero  et  demonstrationem  construciioni  ac- 
eommodabimus  hoc  modo,     (Fig.  3.) 

Sint  duae  rectae  lineae  CL,  LA  ad  recios  inier  se  angulos, 
quarum  oportet  duas  medias proportionales  in  continua  analogia 
invenirey  compleaturque  ABCL  parallelogrammum^  ei  utraque 
ipsarum  ABy  BC  in  punciis  Z>,  E  bifariam  seceturg  ei  iuncta  DL 
producatur,  ul  occurrat  reciae  lineae  CB  produciae  in  puncto  G; 
ipsi  autem  BC  sit  ad  recias  angulos  EF,  et  ducatur  CFy  quae  sii 
aequafis  AD;  ei  iuncta  FG  ipsi  parallela  sii  CH  ,  angulo  autem 
existente  KCH  a  dato  puncto  F  ducatur  FHK,  faciens  HK  ipsi 
AD  vel  CF  aequalem  (hoc  enimper  lineam  conchoidem  fieri  posse 
tarn  ostensum  est)  et  iuncta  KL  producatur^  ut  occurrat  rectae 
lineae  AB  protractae  in  puncto  M.  Dico  ut  LC  ad  CA",  ita  esse  CK 
ad  MA  et  MA  ad  AL. 

Quoniam  enim  BC  bifariam  secaiur  in  E,  ei  ipsi  adiicitur  CK,  erit  rectangu- 
htm  BKC  una  cum  quadrato  ex  CE  aequale  quadrato  ex  EK.  commune  apponatur 
quadratum  ex  EF,  rectangulum  igitur  BKC  una  cum  quadralis  ex  CE,  EF,  hoc 
est  una  cum  quadrato  ex  CF,  aequale  est  quadratis  ex  KE,  EF,  hoc  est  quadrato 
ex  KF.  Et  quoniam  ut  MA  ad  AB  ita  ML  ad  LK,  ut  autem  ML  ad  LK  ita  BC 
ad  CK,  erit  et  ut  MA  ad  AB  ita  BC  ad  CK;  atque  est  ipsius  quidem  AB  dimidia 
ADy  ipsius  vero  BC  dupla  CG  .  ergo  et  ut  MA  ad  AD  ita  erit  GC  ad  CK.  Sed 
ut  GCadCK  iia  FR  ad  HK  propier  lineas  par allelas  GF,  CH,  Componendo  igitur 
ut  MD  ad  DA  ita  est  FK  ad  KH,  Aequalis  autem  ponitur  AD  ipsi  HK,  quoniam 
et  ipsi  CF,  ergo  et  MD  ipsi  FK  aequalis  erii,  ei  quadratum  ex  MD  quadrato  ex 
FK  aequale;  atque  est  quadrato  quidem  ex  MD  aequale  rectangulum  BMA  vna 
cum  quadrato  ex  AD;  sed  quadrato  ex  FK  aequale  demonstratum  est  rectangulum 
BKC  una  cum  quadrato  ex  CF,  quorum  quadratum  ex  AD  aequale  est  CF,  quod 
AD  ipsi  CF  aequalis  ponatur,  ergo  ei  BMA  rectangulum  rectangulo  BKC  est 
aequale,  ei  ut  MB  ad  BK  Ha  KC  ad  MA,  ut  autem  MB  ad  B K  ita  LC  ad  CK, 
quare  ut  LC  ad  CK  ita  MAadAL,  Ut  igitur  LC  ad  CK  ita  erit  CK  ad  MA  et 
MA  ad  AL. 

Problema  UL    Propositio  XXV, 
Ilaque  cum  hoc  demonstratum  sii,  p  erspicuum  est,  quomodo 

oporteat    dato    cubo  aliam  cubnm  in  data  proportione  invenire* 

(Fig.  4.) 

Sit  enim  data  proportio,  quam  habet  recta  linea  A  ad  B  reciam,  et  ipsarum 

A,  B  duae  mediae  proportionales  in  continua  analogia  assumantur,  videlicet  C,  D; 

eril  igüur  ul  A  ad  B  ita  cubus,  qui  fU  ab  A,  ad  eum  qui  a  C  cubum.   Hoc  enim  ex 

ipsis  elementis  manifeste  constaU  ^  j 
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Hier  ist  scheinbar  der  Auszug  aus  Nikomedes  zu  Ende.  Die  Con- 
struction  der  beiden  Proportionallinien  hat  Pappos  mit  denselben  Worten 
auch  unter  Erwähnung  dos  Nikomedes  und  der  Konchoide  in  Buch  III, 
Problema  I,  Pfopositio  V,  mit  der  Ucberschrift  Ut  Nicomedes  gegeben." 
Da  er  an  dieser  ersten  Stelle  nicht  erwähnt,  dass  der  Beweis  von  ihm  uud 
nicht  von  Nikomedes  herrühre,  da  ferner  Eutokios,  wie  wir  später  sohon 
werden,  den  Beweis  mit  densolbon  Worten  wie  Pappos  giebt,  und  unzwei- 
felhaft bei  ihm  ein  wörtlicher  Auszug  aus  Nikomedes  vorliegt,  so  mochte 
ich  fast  behaupten,  dass  hier  Pappos  für  seine  Rechnung  etwas  geflunkert 
hat,  wie  er  es  in  Betreff  der  Kissoide  gethan,"  und  wie  er  es  in  Betreff  sei- 
ner Bemerkung,  dass  er  (Pappos)  die  Konchoide  zur  Dreitheilung  des  Win- 
kels angewendet  habe,  gothan  hat.  Denn  dass  durch  die  obige  Bemerkung 
glauben  gemacht  werden  s(»ll  er  habe  dies  zuerst  gethan,  ist  leicht  einzu- 
sehen, steht  aber  mit  dem  nnzweidoutigen  Zeugnisse  des  Proklos  Dia- 
doch  OS  in  offenbarem  Widerspruche.  Die  von  Pappos  in  Problema  VIL 
Proposiiio  XXXI  und  Prohlcma  VlII,  Propositio  XXXII  mit  Hilfe  des  Kreises 
und  der  Hyperbel  vorgetragene  Auflösung  der  Dreitheilung  des  Winkels 
führt  nun  aber  so  unmittelbar  nicht  auf  diese  Linien,  die  nur  auf  Umwegen 
zur  Benutzung  golan^^en,  s<»n(lern  auf  die  Konchoide  des  Niko  m  edes, 
dass  man  bei  der  Einfachheit  der  Oonstrnction  sicher  annehmen  darf,  sie 
würde  Niemand  entgehen,  der  sich  mit  derselben  beschäftigt.  Wirreclarairen 
dieselbe  daher  für  Nikomedes  und  erlauben  uns  zur  Stütze  unserer  An- 
sicht, hier  noch  den  botreffenrlen  Abschnitt  aus  Pappos  mitzutheilen.  Bevor 
ich  jedoch  dies  thue,  will  ich  zunächst  aus  dem  vorhergehend  abgedruckten 
Texte  des  Pappos  entnehmen,  was  wir  aus  demselben  für  die  Bemühungen 
des  Nikomedes  um  die  Konchoide  lernen  können.  Nikomedes  hat  also 
zunächst  die  Erklärung  der  Konchoide  gegeben  (von  Proklos  oben  yivrjöig 
genannt);  er  hat  gezeigt,  dass  dieselbe  sich  mechanisch  construiren  lasse 
(die  ra^ig  des  Proklos),  das  Wie?  zeigt  Eutokios;  dass  sie  sich  der 
jetzt  sogenannten  Basis  [regula)  immer  mehr  und  mehr  nähere;  dass  jede 
Gerade,  die  man  zwischen  der  Konchoide  und  der  Basis  zieht,  die  Curve 
nothwendig  schneiden  muss  —  auch  hierfür  giebt  Eutokios  die  Beweise 
des  Nikomedes  — ;  dass  man  durch  einen  Punkt  jederzeit  eine  Gerade 
ziehen  kann,  so  dass  das  zwischen  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels 
abgeschnittene  Stück  derselben  eine  gegebene  Länge  hat;  er  hat  endlich 
mit  Hilfe  dieser  letzteren  Aufgabe  den  Würfel  verdoppelt  und,  wie  wir 
gleich  sehen  werden,  den  Winkel  trisecirt.  Die  von  Nikomedes  als 
zweite,  dritte  und  vierte  Konchoide,  der  obenerwähnten  entgegengesetzten 
Curven  sind  offenbar  nichts  Anderes,  als  die  drei  Formen  der  jetzt  sogcnann- 


w  A.  a.  O.  S.8,  Z.  44  —  40,  S.  0,  Z.  I  —32. 

^  Man  sehe  Brct Schneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklide s. 


Ein  historischer  Versuch.    Leipzig,  Teubner.  1870.     S.  181,  Z.  19 
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ten  unteren  Konchoide,  je  nachdem  dio.  Enlfernang  des  Poles  von  der  Basis 
grosser  (Fig.  5),  gleich  (Fig.  6)  oder  kleiner  (Fig.  7)  ist,  als  das  von  ihm  auf 
dieselbe  gefällte  Perpendikel.^ 

Ueber  die  Probleme,  welche  dem  Zeognisse  des  Pappos  znfolge  mit 
Hilfe  dieser  Cnrven  gelöst  worden  sind,  bleiben  wir  völlig  im  Unklaren. 

Den  Abschnitt  über  dio  Trisection  leitet  Pappos  folgendermassen  ein.'* 

Antiqui  geometrae  dalum  angtdum  rectUineum  tripariito  serare  volentes  ob 
kanc  caussam  haesiianmt,  Problematum,  guae  inGeometria  consideranlur^  Iria  esse 
genera  dicimus,  ei  eorum  aJia  quidem  pLna,  alia  solida,  alia  vero  linearia  appel- 
lari.  Quae  igiiur  per  reclas  lineas  et  circuli  circumferentiam  solvi  possunt^  merito 
dicuniur  plana :  Uneae  enim,  per  quas  talia  problemaia  inveniuntur  in  piano  orium 
habeni,  Quaecumque  vero  solvuntur  assumpta  in  consiructionem  aliqua  coni 
sectione  vel  etiam  pluribus,  solida  appellata  sunt,  quoniam  ad  consiructionem  soU- 
darum  figurarum  super ficiebus ,  videlicel  conicis,  uli  necessarium  est.  Relinquitur 
iertium  genus  problemaium,  qiiod  lineare  appellaiur:  Uneae  enim  aliae  praeter  iam 
dicias  in  consiructionem  assutnuntur,  quae  varium  ei  dif fidlem  ortum  habent^  ex 
inordinaiis  superficiebus  ei  moiibus  implicatis  factae,  Eiusmodi  vero  sunt  etiam 
lineae,  quae  in  locis  ad  super ficiem  diciis  inveniuntur,  ei  aliae  guaedam  magis 
variae  et  muUae  a  Demeirio  Alexandrino  Iv  zalg  ygafipufialg  iTtiGtaasCi^ 
hoc  est  in  linearibus  aggressionibus ,  ei^a  Philo ne  Tyaneo  ex  implicatione 
^Xr^nxoBiSdv,  ei  aliarum  varii  generis  superficierum  inventae,  quae  muUa  et  ad- 
mirabüia  symplomata  coniincni:  ei  nonmälae  ipsarum  iunioribus  dignae  existimatae 
sunt,  de  quibus  longus  sermo  haberetur.  Una  aulem  aliqua  ex  ipsis  est,  quae  et 
admirabilis  a  Menelao  appellaiur. 

Ex  hoc  genere  sunt  Uneae  helices  ei  quadranies  ei  conchoides  ei  cissoides, 
Videiur  autem  quodammodo  peccatum  non  parvum  esse  apud  geomeiraSy  cum  pro- 
blema  planum  per  conica  vel  linearia  ab  aliquo  inveniiur,  et,  ut  summaiim  dicam, 
cum  ex  improprio  solvilur  genere,  quäle  est  in  quinlo  libro  conicorum  Apollonii 
problema  in  parabola,  ei  in  libro  de  lineis  Spiralibus  Archimedis  assumpta 
solida  inclinaiio  in  circulo.  Fieri  enim  poiesi,  ut  nullo  utentes  solido  problema  ab 
ipso  descriptum  inveniamus,  Dico  autem  circumferentiam  circuli  in  prima  circu- 
laiione  descripiam  demonsirare  aequalem  rectae  Uneae ,  quae  a  principio  Uneae 
spiralis  ad  rectos  anguhts  duciiur  ei,  quae  est  circulalionis  prinn'pium,  rl  a  recla 
finea  spiralem  conlingcnle  icrminatur,  Itaquc  cum  huiusmodi  fit  problemalum  dif- 
ferentia,  antiqui  geometrae  problema  iam  dictum  in  angulo ,  quo d  natura  solidum 
est,  per  plana  inqnircnles  invenire  non  potuerunt-  nondnm  enim  ipsis  cogniiae 
crant  coni  seciiones,  et  ob  eam  caussam  hacsitarunt.  Postea  vero  anguhim  tripar- 
iito diuiscrunt  ex  co?ucis ,  ad  itwcniiofiem  infrascripia  inclinatione  ulentes. 


^  Hierdurch  wird  eine  Bemerkung  KlügcPs  berichtigt,  der  in  seinem  mathe- 
matischen Wörterbuche  (Bd.  I,  8.  531,  Z.  24—26)  behauptet,  die  Alten  hätten  nur  die 
obere  Konchoide  betrachtet. 
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Probletna  VIL    Proposiiio  XXXL 

Dato  parallelogrammo  rectangulo  AB  CD  et  producta  BC  opus  sit  ducere 
rectum  lineam  AE^  et  facere  EF  datae  rectae  lineae  aegualem,    (Fig.  8.) 

Dass  diese  Aafgabe  mit  Probiema  i,  Propositio  XXllI^  identisch  ist,  ist 
anmittelbar  einleuchtend.  Pappos  giebt  davon  folgende  Lösung  durch  die 
Hyperbel.  Der  Grund  zu  dieser  Lösung,  statt  durch  die  Konchoide,  ist  in 
dem  einleitenden  Passus  deutlich  genug  angegeben. 

Factum  tarn  sit,  et  ipsis  EF,  ED  parallelae  ducantur  DG,  GF,  Quoniam 
igitur  data  est  EF  et  est  aequdtis  ipsi  DG,  erit  etiam  DG  data,  et  datum  est  pun- 
ctum D.  Ergo  G  est  ad  cir  cum f er  enttarn  circuli  positione  datam.  Et  quoniam  rect- 
angulum  BCD  dalum  est,  atque  est  aequale  rectangulo  contento  BF,  DE,  datum 
erit  et  quod  BFj  DE  continetur  hoc  est  rectangulum  BFG.  Punctum  igitur  G  est 
ad  kyperbolen,  sed  etiam  ad  circuli  circumferentiam  positione  datam,  ergo  et 
ipsum  G  datum  erit, 

Componetur  autem  probiema  hoc  modo.  (Fig.  9.)  Sit  datum  parallelogram- 
mum  AB  CD,  et  recta  linea  M  magnitudine  data;  sit  autem  ipsi  aequalis  DK,  el 
per  D  quidem  circa  asymptotos  ABC  hyperbole  describatur  DGH  {hoc  enim  de- 
inceps  ostendemus);  per  K  vero  circa  centrum  D  describatur  circuli  circum- 
ferentia  EG,  secans  hyperbolen  in  putttto  G,  et  ducta  GF  ipsi  DC parallela  iun- 
gatur  FA:  dico  EF  rectae  lineae  M  aequalem  esse,  lungatur  enim  GDf  et  ipsi 
KA  parallela  ducatur  GL.  Rectangulum  igitur  FGL,  hoc  est  BFG,  aequale  est 
rectangulo  CDA,  hoc  est  BCD,  quare  ut  FB  ad  BC,  videlicet  utCD  ad  DE,  ita 
DC  ad  FG.  Ergo  ED  est  aequalis  FG,  et  ideo  parallelogrammum  est  DEFG.  Est 
igitur  EF  ipsi  D G,  hoc  est  DE,  hoc  est  ipsi  M  aequalis, ^^ 

Hieran  schliesst  sich  nun  die  Aufgabe,  jeden  geradlinigen  Winkel  zu 
drittheilen,  was  mit  Hilfe  des  oben  Bewiesenen,  d.h.  also  mit  Hilfe  von 
Probl.  I,  Prop.  XXIII,  folgendermassen  geschieht.^ 

Probiema  VIII.  Propositio  XXXII. 
Hoc  autem  demonstrato  datus  angulusrectilineus  tripartito  se- 
cabitur  in  hunc  modum.  (Fig.  10.)  Sil  enim  primum  angulus  acutus  ABC,  et  ab 
aliquo  puncto  ducatur  perpendicularis  AC,  completoque  parallelogrammo  CF  pro- 
usque  ad  E,  Cum  igitur  parallelogrammum  rectangulum  sit,  ponatur  inter  EAC  du- 
catur FA  recta  linea  ED  tendens  in  B,  quae  duplae  ipsius  AB  sit  aequalis.  Hoc  enim 
fieri  posse  iam  demonstratum  est.  Itaque  dati  anguli  ABC  dico  tertiam  partem  esse 
EBC.  Secetur  EDC  bifariam  in  puncto  G,  et  AG  iungatur.  Tres  igitur  rectae 
lineae  DG,  GA,  GE  aequales  sunt,  et  DE  dupla  ipsius  AG.  Sed  et  ipsius  Aß  est 
dupla,  ergo  BA  est  aequalis  AG,  et  ABD  angulus  angulo  AGD  aequalis.   Angulus 


M  Siehe  oben  8.  436,  Z.  27  — 31. 

M  A.  a.  O.  8.96,  Z.  1—27. 

•'  A.  a.  O.  8.97,  Z.4-.33.  ogtzed by GoOgI( 


Kleinere  Mittbeilangen. 


441 


auiem  AGB  est  duplus  anguli  AED,  hoc  est  ipsius  DBC.  Quod si angulutn  ABB 
bifariam  secemus ,  erü  anguJus  ABC  iripariito  sectus, 

Si  vero  daius  angulus  sit  rectus  (Fig,  11),  assumemus  quandam  reciam  lineam 
BC  aique  ab  ipsa  iriangtdum  aequilaterum  B  D  C  describemus ,  et  angulutn ,  quem 
ipsa  DC  subtendii,  bifariam  secantes  habebimus  angulum  ABC tripartiio  seclum, 
Äi  si  angulus  obtusus  sit  (Fig.  12),  ipsi  B  C  ad  rectos  angulos  ducaiur  BD,  et 
anguli  quidem  DBC  assumalur  lertia  pars  DBF,  anguli  vero  ABD  itidem  tertia 
pars  assumatur  EB D ;  haec  enim  a  nobis  anif  demonstrata  sunt .  ergo  totius 
anguli  ABC  tertia  pars  erit  EBF,  et  ipsi  EBF  aequalem  constituentes  ad 
uiramque  ipsarum  AB^  BC  datum  angulutn  tripartito  secuerimus. 

Nun  folgt  im  Pappoe  noch  die  Construction  der  Hyperbel,  wenn  die 
Asymptoten  und  ein  Punkt  der  Hyperbel  gegeben  sind,"  die  er  vorher  ge- 
brauchte; dann  noch  zwei  Constructionen  für  die  Dreitheilang  des  Winkels 
mittels  der  Hyperbel,  die  aber  nicht  auf  die  Konchoide  reducirt  werden 
können,  und  damit  hat  der  Abschnitt  über  die  Trisection  sein  Ende.'^ 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Passus  über,  welchen  Eutokios  der  Kon- 
choide des  Nikomedes  widmet.    Derselbe  lautet:** 

HS  NIK0MHJH2. 
'S»  TAD  mgl  KoyxonSmv  ygafifiäv, 
rQaq>ii  di  xal  Niko  firj drjg^  Iv 


x^  lniytyQci^^EV(p  Ttgog  avrov  tcsq!  xny- 
lOBiöcov  GvyYQ<if'(^c"t7  OQyctvov  kaxa- 
(SKBvrjv  rrjv  avxrlv  anonXrjQOvvxogxQsi- 
av.  ^Efp  a  Kai  fisyaXa  (isv  ös^vvvo^iEvog 
(paivBzai  6  avrjg  TtoXXa  6s  xoig  ^Eqo- 
xoa& ivovg  iitsyyBkcov  »evQijfiaaiv, 
(ög  dfirjxdvoig  rh  afia  xal  yeco^sxQiTcrjg 
T^Bfog  iaxsQrniivoigy  xovxs  avsXXeiTtovg* 
TcSv  toivvvy  nsQi  x6  TtQoßXrj^ia  nino- 
V17XOTCDV9  xijg  x£  nQog'Egaxoö^ivT} 
GvyxQiCscDg  avsxa^  xal  avxov  xolg  ijöi] 
Y^ygafifiivoig  avvctnxofiev  Svvdfisi  yga- 
<Fovra  ovxcog»  NobIv  xgrj  xavovag  ovo 
(Fig.  13)  Tcgog  OQß-ag  dXXTjXoig  övfi- 
ßißXri^ivovg  ovtod^  äg  xs  ^Lav  dno- 
oaliiv   avxovg    InKpdvztav   Ka^dneg 


Qua  Nicomedes. 
In  Hbro  de  Ivieis  conchoidibus. 

Describil etiam  Nicomedes  in libro, 
quem  deconchoidibuslitieisinscripsil,  in- 
slrumeniicuiusdam  conslrticiionetn,  cuius 
ope  eadem  res  absolvitur.  Quo  quidem 
in  libro  magtiifice  sese  iactare  videiur  et 
Eratosthenis  invetita  irridere,  ut- 
pote  quac  ardua  sunt  mitiusque  geo- 
tnclrica,  liaque  ui  iis,  qui  problemati 
huic  opcratn  dederunl,  grata  res  fiaty 
simulque  Nicomedes  cum  Eratos- 
thetie  conferri  possit,  ceieris,  quos 
adhiic  atlulimns,  hunc  quoquc  adiungi- 
mus  hoc  fere  modo  scribetüem,  Intelli- 
gendae  sutit  duae  regulae  ad  atigulos  in 
incem  rectos  ila  inier  se  aplaiae  et  coti- 
ncxaCy  ut  iti  una  eademque  superficie 
titraque  iaceal,  cuismodi  sunt  AB  et  FJ; 


*«  A.  a.  O.  8.  97,  Z.  46  —  47;  S.  98. 

^  A.  a.  O.  S.99;  Z.  19-43;  S.  102,  Z.3— 21  —  Montncla  behauptet  (ffistoire 
des  Mathimatiques ,   T,  /,  p,  177),  die  oben    als  nikoniediscb  angegebene  Lösung  der 

Trisection  gehöre  der   platonischen   Schule   an.  Ya  sagt  aber   nicht,   aus  welcher 
Qnelle  er  seine  Behauptung  geschöpft  hat. 

»  A.  a.  O.  ß.  146,  Z.  35  bis  S.  149.  C"  f^n,n\o 

ZeiUchrifl  f.  Mathematik  a.  Phy.ik,  XIX,  6,  ^W^^  ^^  ^UU^li. 
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fialv  ot  AB,  F/i ,  iv  61  rcJ  AB  aco- 
kijvce  TiEkiKtv^siörj j  fig  ov  i^fkciviov 
öiavQix^iv  övvrjaaTai,  *Ev  öh  c©  FJ 
Kaxa  To  iiBQog  t6  ngog  xo  A,  xai  fiiatjv 
Tijv  öiatQOVcav  svd-alav  to  nldcTog 
ttVTOv,  xvUvÖQLOv  avfiq>vlg  toj  xoevovi, 
Kai  ßgaxv  vnfgix^:-  fqg  avm^sv  ini- 
q>avfiag  avzov  tov  oiavovog,  "Alkov 
Kccvovay  mg  rov  EZ,  fiSTcc  ßga^v  ri 
öi,daT7jna  rov  tcqoc  to  Z  nigatog  ava-». 
TOfttJv  ^xorta^  dg  trjv  HS^  övvafxsvtjv 
7tBQißaiv£iv  ToJ  ngoc  tm  A  Kvltv^glo)' 
Ttgog  8h  t<p  E  onr]v  atgoyYvXrjVy  rj 
Tig  ly^slattai  dg  to  a^oiviov  6vfig>vfg 
rcö  öiargixovTi  xtkoavagla)  iv  ttp  ne-  - 
XemroEiÖH  amkijvi ,  tcS  ovrt  iv  tg) 
A  B  Kavovi.  ^Evag(io(5(^i%>rog  toi- 
VW  tov  EZ  Kctrovogy  Katd  fiev  ttjv 
H&  «vttTOfir/v,  iv  T«  Ttgog  A  kvXiv- 
ögio)^  Katä  8i  Ttjv  E  onrjv  iv  to5  aj©- 
vicD  TQ>  (SviifpvH  t(ß  x^^^vagla '  ictv  tig 
iniXccßofisvog  tov  K  Syigov  tov  xavo- 
vog  Tiivrj  dvtov  im  ta  ngog  to  A  fiigij 
ircaita  inX  r«  ngog  to  B :  to  (ikv  E 
örjfielov  du  ini  toxi  AB  Kcivdvog  ivfX' 
d'tlostcii,  7]  öl  HS  dvatofitj  inl  tcJ  ngog 
TO  A  KvXiv8gi(p  yuvYjd'rjaetai'  äff  trjg 
(licrig  tov  EZ  Kavdvog  tvd-£iag  iv  ty 
xivrjaaL  8id  tov  a^ovog  tov  ngog  ta 
A  yivXivdgio)  voov^ivrjg,  trjg  8i  E  K 
vnsgoxtjg  tov  yiavovog  asl  trjg  avtrjg 
lAivovarjg.  ^Edv  toivvv  ngog  to  K  int- 
vorjccofiiv  Ti  'ygaq)eLOv  ig)anrofX£vov 
tov  i8dq)ovgy  ygatp^jöBrai  tig  ygafx^i], 
old  iöriv  rj  AMN^  r^vtiva  xaAer  Ni- 
oto^tjSrjg  xoyxofiö"^  ngoatrjv  ygafjL- 
firjv  x«i  8lct6Tri^a  ^liv  trjg  ygafm^g  to 
JEK,  fiiyEd-og  tov  aavovog  '  noXov  8e 
TO  A. 

To VTf|  6rJ  tfj  ygafjLfirj  öVfißaivov 
ÖctLKVVGl.  j  TO  «£1  in  h'Xttttov  julv  av(i 
noQBvsa^ii  tm  AB  xavuvi*  adi  idv 
tig  B'ü&elu  öiax^y  fitToJv  tijg  te  ygafi- 


el  in  AB  quidem  gtrix  securiciata,  in 
qua  ligula  moveri  possit»  In  PA  vero 
ab  Ca  parte,  in  qua  est  A  ptmilus  cylin 
drtis  regulae  infixus  aique  e  superficie 
ciusdem  regulae  paululum  exstans, 
uiique  in  recta,  quae  media  ipsitis  lati- 
tudinem  dividit,  Intelligenda  item  est 
alia  regida,  puta  EZ,  modico  ab  eins 
termino  Z  intervallo  rimam  habens,  puta 
HB,  quae  circa  cylindrum  A  circumagi 
possil,  et  ad  E  foramen  rofundum ,  cui 
axictdus  inseri  debet  ligulaeinfixus,  quae 
in  strige  securielata,  quae  est  in  AB, 
movetur.  Itaque  accommodala  regula 
EZ,  qua  quidem  rima  HS  est,  ndcff- 
lindrum  A,  qua  vero  foramen  E,  ad 
oxiculum  ligulae  inserium :  si  quis  sum- 
pto  regulae  huius  extremo  K  eam  pri- 
mum  moveat  versus  partes  A,  deinde 
versus  partes  B,  punctum  quidem  E 
conlinuo  movebitur  in  regula  A  B,  rima 
vero  HS  in  cylindro  A,  utique  cum  eo 
ut  recta,  quae  media  regulam  EZ  divi- 
dit, per  cylin dri  A  axem  transire  iniel- 
ligatur,  reliqua  regulae  parte  EK  eadem 
conlinuo  manente,  Quae  cum  ita  sint,  si 
intelligatur  'graphium  aliquod  per  Ktra- 
ieclum  pavimentum  contingere,  d^scri 
betur  quaedam  linea,  cuiusmodi  est 
AMN,  quam  primam  conchoidem  lineam 
Nicomedes  vocat:  atque  intervallum  qui- 
dem lineae  EK  vocat  magnitudinem  re- 
gulae, punctum  vero  A  polum. 


Itaque  demonstrat  duo  haec  potis- 
simum  huic  lineae  contingere^  ut  ad 
regulam  AB  conlinuo  magis  magisque 
accedat,  el  si  gua^^ecta  inter  regulam 
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Itrjg  %al  tov  AB  xavovog,  onTcavrcogre- 
fivn  rf|v  y^a^fitfr.  Kai  x6  fifVTt^ortgov 
xov  aviAßtxivovTCiv  ißrlv  evxarovot/rov, 
itpizigag  KcnaYgaq>TJg  (Fig.  14),  xftvo 
10^  TS  voov^ivov  Tov  A  By  noXov  6k  zov 
r,  diaöxrifiatog  de  tov  JE,  yQCc^^ijg 
6i  xoyxoEtöovg  Ttjg  ZEH.  Tlgoant' 
itjivtoöav  ano  rov  F  dvo  a[  FGy  F  Z, 
iffCDv  dr^Xov  oTi  yivo^lvaov  xtZv  ä6, 
AZ,  jdiyf&otti^  ZM  Httd-erog  ikcitTcov 
rijg  SNxcc^itov,  Msltovog  yctg  ovcrjg 
Tfjg  vno  MAF  ymviag  xrjg  vno  NK  i"", 
loiitt}  ri  komovaa  flg  Tag  ovo  ogOag 
7j  V7c6  MyiZ  koiTf^c  ttjg  vno  NK& 
ietlv  ikdßöav.  Kai  öia  jovto  og^civ 
ovCcSv  Tcav  ngog  xolg  M,  N,  ^c/^oov 
hxl  xol  ij  ngog  xo  Z  xrjg  ngog  xw  0. 
Kai  iav  T17  ngog  ro  S  Xcriv  avaxfjöo- 
fii^a  Tijv  vno  MZS,  rj  Ä©,  xovxtaxiv 
ij  AZ^  ngog  SN  xov  avxov  e^si  koyovy 
ov  i  SZ  ngog  ZM.  '"Slg  xf  tf  ZA 
ngog  tiJv  SNikaxxova  koyov  f^f i,  i^nsg 
ngog  rijv  ZM'  xcrl  Sia  xovxo  fie/^cov 
rjeNTfig  ZM. 

To  dl  dtvTtgov  ijv  to,  xtjv  öiayo- 
(tivriv  iv&siav  fisxa^v  xrjg  xs  AB  xa) 
xrjg  ygafifirjg  rifAvsiv  xrjv  ygafifii^v ' 
xori  xovxo  6e  ovxfa  ylvixai  yvcogifiov 
(Fig.  15).  '^H  ydg  diayo[dvri^  rjxoi.  na- 
gdkkrikog  iaxi  x'^  AB,  rj  ov.  "Earoo 
ngoxtgov  nagdkkrjkog  tag  rj  ZHQ.  Kai 
ytyovdxm  mg  »J  JH  ngog  HF,  ovxmg  tj 
AE  ngog  Skkriv  xivd  xrjv  K  '  xal  xiv- 
xgxü  xtS  F,  6iaaxri(Aaxi  6e  xrj  K  nsgi- 
<p{giue  ygaq>slca  xtfivixa  xrjv  ZH  xard 
xo  Z,  xal  bts^evx^w  rj  FZ,  "Eaxiv  aga 
tSg  ij  AH  ngog  HF,  ovxG)g  if  AZ  ngog 
Zr,  'Akk'  (og  rj  AH  ngog  HF,  ovxa)g 
rjv  rj  AE  ngog  xrjv  X,  rovxioxi  xrjv 
FZ.  "Ißri  aga  '^AExrj  AZ  omg  döv- 
varov.  Aii  ydg  elvai  xo  Z  ngog  xij 
ygmiifirj.  *Akkd  6rj  ut)  Saxw  rj  öiayo- 
ftivi}  iwgdkkrikog,  xal  hxm  <og  17  MHN* 


A  B  ei  i'psam  ducatur,  ab  hac  omnino 
seceiur,  horum  autem  primum  facile 
in  figura  altera  deprehenditur,  in  qua 
A  B  regula  esse  inteiligitur,  F  polus, 
A  E  intervallum ,  denique  Z  EH  linea 
conchois,  Cadanl  a  puncto  F  hae  duae 
FS,  FZ,  aequalihus  videlicel  inier  se 
itwicem  KS,  AZ.  Dico  normalem  ZM 
normali  SN  minorem  esse.  Maior  enim 
cum  Sit  angulus  MAF  angulo  NK F, 
qui  reliquus  est  ad  duos  rectos  MAZ^ 
reliquo  NKS  est  minor.  Propterea  cum 
anguli  ad  puncta  M,  N  sint  recti,  maior 
est  angulus  ad  punctum  Z  angulo  ad 
punctum  S.  Quod  si  angulo  ad^S  . 
aequalis  consiituaiur  angulus  MZ3 
KS,  hoc  est  AZ,  ad  SN eandem  kabe- 
bit  ralionem,  quam  SZ  adZM,  Quare 
ZA  minorem  ad  SN  ralionem  habet 
quam  ad  ZM,  ideoque  SN  maior  est 
quam  ZM. 


Alterum  erat  rectam,  quae  inier  A  B 

et  lineam  ducitur,  lineam  ipsam  secare, 

quod  item  hoc  pacio  dignoscitur.    Quae 

enim   ducitur  recta,  aul  parallela  est 

ipsi  AB  aut  non  parallela.    Sit  primo 

parallela,  veluti  ZHS.    Fiat  autem  ut 

AH  ad  HF  ita   AB  ad  aliam  quan- 

dam,  puta  K ,  descriptaque  ceniro  qui- 

dem  F,  iniervallo  vcro  K  circumferenüa 

secet  ZH  in  puncto  Z,  et  iungatur  FZ, 

Ut  igilur  AH  ad  HF,  ita  se  habet  AZ 

ad  ZF.     Ut  autem  AH  ad  HF,  ita  se 

habet  AE  adK,  hoc  est  FZ.  Aequalis 

est  igitur  AE  ipsi  AZ,  quod  fieri  non 

potest.    Oportet  enim  Z  ad  lineam  hsse. 

Ai  vero  quae  ducitur  recta  parallela  non 

Sit,  cuiusmodi  estMHN,  ducaturque  per 

punctum  H,  ZH  ipsi  AB  parallela. 

Occurrei  igitur  ZH  aique  ade^mullo  t 
3Q*edbyVLjOOgle 
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xal  fjx^m  6fca  zov  H  naQakXrjlog  xrj 
ABy  1^  ZH,  'H  aga  ZH  av(ineöHTai 
T^  yQCCfjLiJL'^f  mg  rs  nollm  (läXkov  i] 
MN,  Tovxoov  Sh  ovrtov  twv  nagaxoXov- 
^fllidxmv  6ia  rov  ogyavov^  xo  %Qri6i(iov 
elg  xo  ngoxBiiiBvov  SaiTivvxai  ovtcag» 

niUv  (Fig.  2)  ymviag  do&tlöYjg 
x^g  A ,  xal  Ci^fiflov  ixxog  xov  F,  dia- 
ysiv  xrjv  FH^  «al  noiiiv  xr^v  KH  lötjv 
xy  do^Biai^.  "Hx^m  na&exog  ano  xov 
r  arifislov  inl  rijv  AB,  ri  FS,  xal  ix- 
ßtßXi^a^to.  Ättl  T^  do^elotj  larj  hxca 
71  AS'  xol  noXm  fihv  toJ-T,  diaad-rjfiavi 
5h  T(ü  So^ivxt  xfo  A&y  navovt  öh  tqJ 
"ab,  ysyQaq)9G)  jioyxoHÖrjg  ygccfifir} 
nQoixrj  if  EAH,  2v(ißaXn  Sga  rij 
AHi  ii€c  xo  ngoSsix^iv  dvyißaXXixfo 
xaxa  xo  Hy  aal  inef^evi^co  if  FH, 
lari  Sga  fl  KHx'^  öo^slarj. 

TOVXODV    ÖSlX^ivXODV  ^    ÖBÖOöd'CDöaV 

6vo  iv^Biai  alAFyAA  (Fig.  3)  ngog 
OQ^ag  aXXriXaigy  oov  6h  ovo  fiicag  ava- 
Xoyov  xfifTc!  xo  öw^iiig  evgelv '  xal  av^- 
ntnkrigcia^a)  xo  ABFA  TtagaXkrjXo- 
ygafiiiov  xal  xtxfii^od'CD  ö/%«  SKarigcc 
x<ov  AB,  BF  xotg  A,  E  cruisioig  '  xal 
inil^Bvxd^elca  (liv  ri  A  A  iiißsßXi^ad'OD, 
xal  avfininxixm  xrj  FB  ixj5AiyOf/at/ 
xaxa  xo  H.  Trj  öe  BF  ngog  og&dg  ij 
EZ'  xal  ngoaßfßXi^a^oD  tJ  FZ  torj 
ovacc'xj  AA  '  Ka\  im^svx^(o  ij  ZHy 
xal  avxy  TiagaXXrjXog  if  FS,  Kai  yoo- 
viocg  ovarig  xrjg  vno  xav  KFS^  ano- 
öo^ivxog  xov  Z,  ^iifx'&co  if  ZSK^ 
noiovaa  Xariv  xr}v  SK  x^  AA^  V  "^V 
FZ.  Tovxo  yag  cSg  dvvaxov  iöeix^ri 
öia  xijg  noyxosiöovg.  Kai  ini^evx^Blaa 
iq  KA  hßeßXi^a^o)^  xal  avfintTcxixco  ttj 
A  ß  iyißiri^dari  xaxa  xo  M.  Aiya  oxi 
iax\v  6g  fi  FA.  ngog  KF^rjK  Fngog 
MA^  %a\  r]  MA  ngog  xtjvAA.  'Enn  r] 
BFxixfifixai  6lxc  xcS  Ey  xat  ngoaxürai 
atSxy  i|  AT'  xo  Sga  vno  B  K  Fy  fifVd 


magisMN  ispsi  lineae.  Itaque  cum  haec 
ex  instrumenii  construciioneconsequath 
tur,  quod  in  rem  noslram  facti  hoc 
pacto  demonslraiur. 


Dato  rursus  angulo  A  (Fig.  2), 
punctoque  extra  ipsum  F,  ducere  re- 
ciam  FHaiquein  ea  KH  datae  aequalem 
efficere.  Ducaiur  a  jjunclo  Fad  AB 
normalis  FS  eaque,  producatur.  Sit 
autem  AS  aequalis  dalae,  et polo  qui- 
dem  F,  inier vallo  vero  dato  AS  denique 
regula  AB  prima  describalur  linea 
conchois  E  AH,  quac  quidem  cum  ipsa 
AH,  ui  demonstralum  est,  concurreU 
Concurral  uiique  in  puncto  H,  et  iun- 
gatur  FH,  Est  igilur  KH  datae  aequalis. 

Quae  cum  demonstrala  sinl,  denlur 
modo  duae  reclae  FyL  AA  ad  angnlos 
inier  se  invicem  rectos,  quas  inter  duas 
proportionales  medias  proporlione  con- 
Unna  inveniri  oporlenl.  Compleatur  pn 
rallelogrammum  ABFA,  et  secetur 
uiraque  AB,  BF  in  duas  aequas  partes 
punctis  A  et  E,  iunctaque  AA  produ- 
catur eademque  cum  FB  producta  in 
puncto  H  concurral.  Sid  autem  EZ 
ad  reclos  angulos  ipsi  B  F,  et  ducaiur 
FZ  ipsi  AA  aequalis:  iungaturque  ZH 
eidemque  parallela  FS,  Porro  dato 
angulo,  qui  n  KFS  conlinelur,  puncto- 
que F  recla  ducaiur  Z  SK,  in  qua  SK 
ipsi  AA  vel  FZ  aequalis  fiat  (Jtoc  enim 
per  conchoidcm  lineam  fieri  posse  de- 
monstralum est),  poslremo  iuncla  HA 
producatur  eademque  in  pwicto  M  cum 
AB  producta  concurral.  Dico,  ut  FA 
ad  K  r  ita  se  habere  tum  K  F  ad  M  A 
tum  MA  ad  AA.  Qunniam  B  F  secln  in 
duas  aequas  partes  est  in  puncto  £, 
eique  addila  K F, rspatiuma  auod  suh 
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tov  ino  FE  Vaov  iatl  rw  dno  EK. 
KoivovnQoaxeiö&cDto  dito  EZ.  To  aga 
«nd  BKF  fiird  rdv  dno  FE^  EZ^ 
Z0VZS6TI  TOV  dno  FZ,  Xaov  iatl  xolg 
ttjto  KEy  EZy  xovTSCTi  Tc5  dno  KZ. 
Kai  iml  oig  if  I^IA  ngog  AB^  ij  MA 
ngog  AK'   mg  Si  ri  M  A  nqog  AK^ 
ovxag  ij  -B  r  ngog  FK  '  xal  dg  äga  ij 
Mä  ngog  AB,  ovxag  ij  BF  ngog  FK. 
Kai  iöTi  x'^g  (jl£v  A  B  i^fALCeict  i^  A  A, 
x^g  öi  BF  dmk^  tj  FE'  inn  xal  ?f 
AF  xrjg  AA.  "Eo^ai  aga  xai  mg  iq  MA 
TtgogAA^  ovxmgri  HF  ngog  FK.  ^AU! 
<og  fj  HF  ngog  FK,  ovxmg  ij  Z&  ngog 
SK,  öid  xdg  nagakkrikovg  xdg  HZ,  /lö. 
Kai  ouv^ivxi  aga  dg  ij  MA  ngog  AA, 
i]  ZK  ngog  Xö.     "ItSri  61  vnoxeixai 
xa\  fiAA  xy  SKy  insl  Kai  xy  FZ  lari 
hitv  tiAA.    *'[ari  aga  xal  if  MA  xj 
ZK '  Xaov  aga  xoi  to  dno  M  A  xm  dno 
Z  Ä.    Kai  iaxt  xd  fiiv  dno  MA  iaov 
10  vno  B  MAy  fiCT«  tov  dno  AA.    tö 
ai  dno  ZK  foov  mii^fi  x6  vno  BKF 
fi£To  TOV  dno  FZ.    "laov  aga  xo  vno 
B  MA  fuxd  TOV  dno  AA  xd  vno  BKF 
fiSTff  TOV  dno  FZ'  wv  t6  ano  AA  laov 
x&  dno  FZ  y  Xöfj  ydg  vnoKBixat  r^  AA 
TiJ  FZ.    "laov  aga  xal  to  v«o  BMA 
Tt5  vno  BAF.     'Slg  aga  ri  M  B  ngog 
BK,',]  KFngogAM.    'Alk' dg 'tj  BM 
ngog  BK,  i}  FA  ngog  FK,  Kai  dg  aga 
ri  FA  ngog    FK,   ovrwg  if  FK  ngog 
A  M,    "fiöTi  dh  Kai  dg  rj  AF  ngog  FK 
ri  MA  ngog^yl.     Kai  dg  aga  ij  AF 
ngog  FK,  rf  F K  ngog  AM,  Kai  'n  AM 
ngog  A  A. 


BKF  continetur    una  cum  quadrato, 
quod  a  FE  describiiur,  aeguale  est  qua- 
drato ,  quod  describitur  ab  E  K.    Com- 
mune addatur  quadratum^  quod  descri- 
bUur  ab  E  Z,    Spaiium  igüur  quod  sub 
BKF  continetur,   una  cum  quadratis 
quae  a  FE ,  E  Z  describuntur,  hoc  est 
quadratOj  quod  a  FZ  describitur y  aequale 
est  quadratis  quae  describuntur  a  EE, 
EZ,  hoc  est  quadrato ,  quod  describitur 
a  KZ.   Et  quoniam  ut  MA  ad  AB  ita  se 
habet  MA  ad  AK,  et  ut  MA  ad  AK 
«'a  BF  ad  FK,  ideo  etiam  utMAad  AB 
ita  se  habet  BF  ad  FK.     Est  auiem 
ipsius  quidem  AB  dimidia  A  A ,  ipsius 
vero  B F  dupla  FH,  quoniam  et  AF 
ipsius  AA  est  dupla.    Jgitur  etiam  ut 
MA  ad  AA  ita  se  habebit  HF  ad  FK. 
Ut  autem  HF  ad  FK  ita  se  habet  Z0 
ad  SK  propter  par allelas  BZ,  FS. 
Jgitur  etiam  componendo  ut  MA  ad  AA 
ita   se  habebit  ZK  ad  KB.     Ponitur 
autem  AA  aequalem  esse  ipsi  SK,  cum 
ipsi  quoque  FZ  aequalis  sil.    Aequalis 
est  igitur  etiam  M  A  ipsi  ZKy  ideo^ue 
et  quadratum,  quod  a  MA  describitur, 
aequale  quadrato,   quod  describitur  a 
ZK.    At  quadrato  quidem,  quod  a  MA 
describitur,  aequale  estspatium,  quod  sub 
BNA  continetur,  una  cum  quadrato,  quod 
describitur  a  AA :  quadrato  vero,  quod 
describitur  a  ZK,  aequale  est  spatium, 
quod  eontinetur  sub  BKF,    una  cum 
quadrato,   quod  describitur  a  FZ,  et 
aequale  est  igitur  spatium,  quod  sub  BMA 
continetur,  una  cum  quadrato  quod  ab 
AA  describitur,   spatio   quod  contine- 
tur sub  BKF,  una  cum  quadrato,  quod 
describitur  a   FZ:    quadratum  autem, 
quod  ab  AA  describitur,  quadrato,  quod 
describitur  a  ZF,  est  aequale,  quoniam 
AA  ipsi  FZ  est  aequalis.    Aequale  est 
igitur  svatium.  auod  sub  BMAcgntine" 
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/wr,  spatio,  quod  continetur  suh  B  K  F, 
Vi  igiiur  M B  ad  B K  Ha  se  habet  KT 
ad  AM,  ut  aulem  B M  ad  B K  ila  se 
habet  FJ  ad  FK,  igiiur  eliam  ul  FA 
ad  FK  ila  se  habet  FK.  ad  AM.     Se 
habet  aulem  eliam  ut  FA  ad  FK  ita 
M  A  ad  A  Ä.    Se  habet  igiiur  ut  A  F  ad 
FK  ila  FK  ad  AM,  et  AM  ad  AA, 
Vergleichen  vfu  das,  was  Eutokios  berichtet,  mit  den  Nachrichten 
des  Papp 08,   so   sehen   wir  das,    was   wir  oben   ans    diesem  entnommen 
haben,  einfach  bestätigt.    Jeder  wird  bei  aufmerksamer  Vergleichung  un- 
mittelbar erkennen,   dass    speciell  die  letzte  Construction  nebst  Beweis 
wörtlich  mit  der  entsprechenden  des  Pappos  übereinstimmt.     Da  nun 
nicht  einzusehen  ist,  wie  Eutokios,  oline  dies  zu  erwähnen,  den  Beweis 
des  Pappos  reproduciren  würde,  so   dürfte  die  oben  ausgesprochene  An- 
nahme, dass  dem  Pappos  hier  ebenfalls,  wie  in  Betreff  der  Kissoide,  ein 
Plagiat  zur  Last  zu. legen  sei ,  gerechtfertigt  sein. 

Was  wir  bis  jetzt  in  Betreff  des  Buches  Tttqi  xoy%o£i5cSv  yQa^fjLmv  des 
Nikomedes  erkannt  haben,  stimmt  mit  dem,  was  Copernicns  in  seiner 
oben  allegirten  Notiz  als  aus  diesem  Buche  entnommen  anführt,  nicht 
überein.  Die  copernicanische  Bemerkung  geht  vielmehr  auf  die  Konchoide 
mit  circularer  Basis,  wie  man  bei  genauerer  Aneicht  unmittelbar  findet.  Ist 
nun  diese  dem  Nikomedes  bekannt  gewesen  oder  nicht?  Diese  Frage 
muss  unentschieden  bleiben;  dass  aber  schon  zur  Zeit  desselben  Probleme 
vorhanden  waren,  deren  Lösungen  auf  diese  speciellen  Konchoide  zurück- 
gehen, dass  nämlich  schon  damals  die  Trisection  des  Winkels  auf  sie  zurück- 
geführt wurde,  will  ich  jetzt  nachweisen.  Ich  will  ferner  zeigen,  wie  die 
Araber  dieses  Problem  weiter  ausbildeten ,  und  dass  das  Scholion  in  der 
Ausgabe  des  Euklid  es  von  1482  vielleicht  schon  in  der  arabischen  Bearbei- 
tung vorhanden  war,  und  also  nicht  den  Gampauus  zum  Verfasser  hat. 

An  der  oben  angeführten  Stelle  (Th,  I,  p,  177)  schreibt  Montucla 
ausser  der  früher  ans  Pappos  entnommenen  Lösung  der  Dreitheilung  des 
Winkels  durch  die  Konchoide  auf  geradliniger  Basis  noch  folgende  andere 
Lösung  der  platonischen  Schule  zu.  Ist  ABC  (Fig.  16)  der  zu  theilende 
Winkel,  so  beschreibe  man  aus  C  mit  beliebigem  Radius  einen  Halbkreis 
ABF\  dann  ziehe  man  durch  B  die  Linie  BE  so,  dass  DE  gleich  dem  Radius 
des  beschriebenen  Kreises  wird,  dann  ist  DF  der  dritte  Theil  von  AB,  Man 
braucht  also  nur  durch  C  die  zu  BE  parallele  CG  zu  ziehen  und  den  Winkel 
GCB  noch  zu  halbiren,  so  ist  dadurch  der  Winkel  ACB  gedrittheilt.  Beweise 
für  seine  Behauptung,  dass  diese  Lösung  schon  der  platonischen  Schule 
bekannt  war,  giebt  Montucla  nicht;  er  würde  sie  wahrscheinlich  auch 
vergeblich  suchen.  Die  älteste  mir  bekannte  Erwähnung  derselben  findet 
sich  in  den  durch  die  Araber  uns  erhaltenen  Lemmatis  des  Archimedes. 
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Iq  der   UeberseUuug  dun   Abraham  Echelensis  lautet  das  »ie  entlial- 
tende  Lemma  Vlll  folgeodermasäen.'* 

Prop.  VIIL 

Si  egrediatur  in  circulo  linea  AB  ubicumque,  ei  producalur 
in  directumj  et  ponatur  BC aequalis  semidiametro  circuli,  eliun- 
gatur  ex  C  ad  cenirttm  circuli,  quod  est  />,  et  producatur  ad  E, 
erit  arcus  AE  triplus  arcus  BF,     (Fig.  17.) 

Educamus  igitur  EG  paralletam  ipsi  AB,  et  iungamus  DB,  DG,  El  quia  duo 
anguli  D  EG,  DGE  sunt  aequales,  erit  angulus  G  DC  duphis  anguli  D  EG.  Et 
quin  angulus  BDC  aequalis  est  angulo  BCD,  et  angulus  CEG  aequalis  est  angido 
ACE,  erit  angulus  GDC  duplus  anguli  C DB,  et  tolus  angulus  BDG  triplus  anguli 
BDC:  et  arcus  BG.  aequalis  arcui  AE,  triplus  est  arcus  BF,  Et  hoc  est,  quod 
voluimus. 

Wie  dieses  Lemma  mit  dem  Scholinn  in  des  Eaklid es  Elementen  von 
1482  zusammenhängt,  ist  leicht  einzusehen.  In  letzterer  Lösung  ist  an  die 
Stelle  der  Geraden  EC  (Fig.  16)  der  darauf  senkrechte  Radius  CX  getreten, 
sonst  aber  die  nümliche  Bedingung  vorhanden ,  dass  das  Stück  zwischen 
CX  VLud  dem  Kreise,  auf  BD  gemessen,  gleich  dem  Radius  des  Kreises  sei. 
Nun  soll  beide  Male  DF  der  dritte  Theil  von  BA  sein ;  ^las  ist  aber  nur  mög- 
lich, wenn  die  Linien  BE  der  ersten  und  BD  der  zweiten  Construction  in 
eine  einzige  Linie  zusammenfallen,  d.  h.  beide  Gonstructionen  bilden  nur 
eine.  Wird  der  Punkt  F  durch  den  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Theil 
der  Konchoide  gefunden,  so  ergiebt  nich  gleichzeitig  L  durch  den  innerhalb 
des  Kreises  gelegenen  Theil  derselben  Konchoide.  Nikomedes  lebte 
bekanntlich  als  jüngerer  Zeitgenosse  des  Archimedes.  Dürfen  wir  nun 
die  Lemmata  als  echt  ansehen,  wie  es  Oantor'^  unbedenklich  gethan  hat, 
80  haben  wir  damit  ein  Zeugniss,  dass  zu  des  Nikomddes  Zeiten  schon 
Aufgaben  gelöst  wurden,  deren  naturgemässe  Lösung  auf  die  Konchoide 
mit  circularer  Basis  zurückkommt.  Wann  der  Uebergang  von  der 
archimedischen  Lösung  zu  der  campanischen,  um  so  kurz  zu  sprechen, 
erfolgt  ist,  dürfte  schwer  zu  bestimmen  sein;  dass  möglicherweise  Dome  - 
tr  ins  Alex  and  rinus  in  den  von  Pappos  erwähnten  yQU^i^ki^alg  Im- 
cittöiCi  oder  Philo  Tyaneus  in  seinen  nlr^jiroEiöalg  von  den  verschiede- 
nen Arten  der  Konchoiden  gehandelt  haben,  ist  nicht  von  der  Hand  zu 
weisen,  auch  nicht,  dass  dergleichen  Schriften  in  arabischer  Bearbeitung 
vorbanden  gewesen  sein  können.  Von  der  in  Lemma  VIII des  Archimedes 
behandelten  Aufgabe  kann  ich  dies  nun  bestimmt  nachweisen,  wie  ich  oben 


"  A.  a.  O.  8.358,2.9—19. 

'^  Eaklid  ond  sein  Jahrhundert.  Mathematisch -historische  Skizze  von  Moritz 
Cantor.  Leipzig  I8Ö7.  S.  39,  Z.40  bis  S.  40,  Z.  3. —  Euctide  e  il  sm  seeoio  Saggio  sto- 
rico  matematico  di  Maurizio  Cantor.  Traduiione  di  Q.  ß,  Biadego,  {Bullet tino  di  Bi- 
bHografia  e  di  Storia  etc.  Ptd>bl,  da  B.  Boncompagni.  T.  V,  1872.  p.  3ö,  /.  27  —  30.) 
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scbon  angedeutet  habe.  Da  keineswegs  sämratlicbe.  Uebersetznngen  der 
Araber  ans  dem  Griechischen  in  der  Ursprache  oder  in  den  barbarischen 
Bearbeitungen  in  lateinischer  Sprache,  wie  sie  das  Mittelalter  schuf,  durch- 
forscht sind,^  so  ist  es  immerhin  möglich,  dass  Copernicus  in  Italien, 
wo  er  sich  ja  wohl  auch  seinen  Euklid  es  gekauft  haben  wird,  auf  ein  Ma- 
nuscript  gestossen  ist,  das  sich  für  eine  Uebersetzung  des  Nikomedes 
de  Cofichoidibus  ausgab,  das  aber  durch  arabische  Commentatoren  auch 
durch  die  Konchoide  auf  circularer  Basi.s  bereichert  war.  Daraus,  dass 
sowohl  Pappos  als  Eutokios  die  Konchoide  auf  circularer  Basis  nicht 
erwcähnen,  folgt  übrigens  keinesfalls  in  zwingender  Weise,  dass  dieselbe 
von  Nikomedes  nicht  behandelt  ist.  Beide  Schriftsteller  tragen  nur  die 
Lösung  der  Würfelverdoppelung  vor,  und  dazu  i^t  dieselbe  ja  nicht  anwend  • 
bar.«  Man  könnte  sogar  in  der  zweiten,  dritten  oder  vierten  Konchoide,  die 
Pappos  erwähnt,  die  auf  circularer  Basis  finden  wollen;  doch  glaube  ich, 
dass  dies  dem  gebrauchten  Ausdrucke  und  der  Stelle,  wo  es  aubgesprocheu 
wird ,  unangemessen  sein  würde. 

Gerhard  vonCremona  übersetzte  unter  vielen  anderen  Stücken  aus 
dem  Arabischen  auch  ein  Buch,  das  unter  dem  Thal  Liber  Irium  frairum 
de  Geometria^*  bekannt,  dessen  vollsträndiger  Inhalt  jedoch  noch  von  Nie- 
mand veröflfentlicht  ist.  Nur  der  Beweis  für  den  Dreiecksinhalt  aus  den  drei 
Seiten  ist  durch  Kinkel  in  lateinisch  und  deutsch  herausgegeben  worden. 
Aus  der  Handschrift  F,  II,  33  der  öffentlichen  (üniversitäts-)  Bibliothek  zu 
Basel  will  ich  jetzt  einen  Abschnitt,  der  die  Trisectiou  behandelt,  hier  mit- 
theilen. Man  wird  darnach  unmittelbar  sehen,  dass  eine  ähnliche  Stelle 
irgend  einer  Schrift  Copernicus  auf  seine  Verbesserung  des  Scholions  in 


*^  So  enthält  z.  li.  die  Ilandscbrirt  F.  IL  33  der  IJnivcrsitiitsbibliothek  zu  Basel 
Bl.  151—  153  ein  dein  Archini  enid  es,  d.  i.  Archiniedcs,  zuj^eschricbenes  Werk 
De'curvis  super ficiebus,  das  meines  Wissens  in  den  Auäg:aben  dos  Archiinedcs 
bis  jetzt  nicht  erwähnt  ist. 

•*  Das  Liber  tritnn  fratrum  de  g^ometria  umfasst.  in  der  iin  Texte  an- 
geführten Handschrift  lilatt  116* — rj2«.  Dasselbe  beginnt:  ^yVerba  filiorutit- 
Moysi  filii  Schir  {\\^s  iS  c  hak  ir)  id  est  Maumeti  IJameti  et  ffttson.  Prop- 
terea  quod  vidimus  qnod  conveniens  est  necessitas  scientie  mensurc 
figurartim**,  und  schliesst:  „in  illo  quem  notet,  ut  sciaiur  demonstratio 
super  operationem  eius.  Completus  est  liber  trium  fratrum  auxilio  Dei'\ 
Ausser  der  Einleitung  enthält  dasselbe  19  Sätze  mit  ihren  Beweisen.  Davon  ist  der 
im  Texte  mitgethoilte  der  18.  Die  Losung  der  Aufgaben  von  den  zwei  mittleren 
Proportionalen,  welche  nach  dem  Zeugniss  der  Alten  dem  Archytas  zugehört  (m.  s. 
Eutokios,  a.a.O.  S.  143—144),  wird  von  den  drei  Brüdern  dem  Mileus ,  d.  i. 
dem  Menelaus  zugeschrieben.  Drei  weitere  Handschriften  des  Buches  der  drei 
Brüder  besitzt  die  Bibliothkque  nationale  in  Paris,  eine  unvollständige  die  Gymnasial- 
bibliothck  zu  Thorn.  Die  in  unserer  Figur  ausgezogene  Konchoide  fehlt  übrigens  im 
Manuscripte.    Die  drei  Brüder  lebten  im  9.  Jahrhundert  unserer  Zeitrechnung. 
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der  Euklid  •  Aasgabe  von  1482  geführt  haben  urnss.    Der  betreffende  Ab- 
schnitt lantet : 

XVIIL  Et  nobis  quidem  possibile  est  oslensum,  ingenium 
(Hilfsmittel)  sit  inventuniy  ut  dividamus  guemcumque  angulutn  vo- 
luerimus  in  ires  divisiones  equales,     (Fig.  18.) 

Sit  itaque  angulus  a  b  g  imprimis  minor  recio ,  et  accipiam  ex  duabus  lineis 
ab,  bg  duas  quanlitates  equales^  que  sint  bd,  be,  el  reoolvam  super  centrum  b  et 
mensura  longitudinis  bd  circulum  del,  et  extcndam  lineam  da  usque  ad  \,  et 
protraham  lineam  b  z  erectam  super  lineam  b  d  orthogonaliter,  et  lineabo  lineam 
ez,  et  extendam  ipsam  usque  ad  h,  et  non  ponam  linee  zb  finem  determinatam,  et 
accipiam  de  linea  zh  equalem  medietaii  diameiri  circulij  que  sit  linea  zq.  Cum 
ergo  imaginamus,  quod  linea  zeh  movetur  ad  punctum  l,  et  punctum  z  adherens 
est  margini  circuli  in  motu  suo ,  et  linea  z  h  non  cessat  transire  super  punctum  e 
circuli  del,  et  imaginamus,  quod  punctum  z  non  cessat  moveri,  donec  fiat  punctum 
q  super  lineam  bz,  opporlel  tunc,  ut  sit  arcus,  qui'est  inter  locum,  ad  quem  per 
venu  punctum  z,  et  inter  punctum  \ ,  tertia  arcus  d  e.  Cuius  demonstratio  est  hec. 
Cum  ergo  ponam  locum ,  ad  quem  pervenit  punctum  z  apud  concursum  puncti  q 
super  lineam  b  z ,  npud  punctum  t ,  et  protraham  lineam  t  e  secaniem  lineam  b  z 
super  punctum  s,  ergo  linea  t  s  est  equalis  medietali  diametri  circuli,  propterea  quod 
est  equalis  linee  zq,  el  protraham  ex  b  lineam  cquidistantem  linee  ts,  que  sit  linea 
m b k,  et  protraham  lineam  ex  i  ad  m,  ergo  linea  mi  et  linea  s t  sunt  equidistantes 
duabus  lineis  st,  m  b  et  cquulis  eis.  Ergo  linea  mt  equidistans  linee  bs  est  et 
equalis  ei:  sed  linea  bd  est  perpendicularis  super  diamelrum  Id,  ergo  corda 
arcus  X  m  erigitur  ex  diamelro  e  d  super  duos  angulos  rectos ,  ergo  dividit  diame- 
tros  \  d  cordam  m  t  in  duo  media ,  et  dividit  propter  illud  arcum  m  t  in  duo  media 
super  punctum  I.  Verum  ni  t  est  equalis  arcui  d  k ;  ergo  arcus  d  k  est  tertia  arcus 
d  e,  ef  similiter  angulus  d  b  k  est  tertia  anguli  a  b  g. 

Et  quia  possibile  est  nobis  per  ingenium,  quod  tiarravimus  in  eis,  que pre 
missa  stmt,  et  propter  ea,  que  sunt  ei  similia,  ut  moveamus  lineam  z  h,  et  ponamus 
exlremitatem  eius,  que  est  apud  punctum  z,  rcvolvi  super  marginem  circuli  insepa- 
rabilem  ab  ea ,  et  sit  linea  z  li  in  motu  suo  non  transiens ,  nisi  super  punctum  e, 
donec  pervenial  punctum  q  per  moium  linee  zh  super  lineam  bz;  ergo  similiter 
est  divisio  omnis  anguli  minoris  rccto  in  tres  divisiones  equales :  et  per  illud  pos- 
sibile est  nobis  facile  illud,  quod  narravimus.  Et  notum  est,  quod  si  angulus,  quem 
dioidere  volumus  in  tres  equales  divisiones ,  est  maior  recto,  dividcmus  cum  in  dua 
media,  et  dividemus  unam  duarum  medietatum  in  tres  divisiones  equales,  secun- 
dütn  quod  narravimus.  Manifestum  est  ergo,  quod  iam  tunc  scimus  tertiam  anguli, 
qui  est  maior  recto,  et  illud  est,  quod  demonsirare  voluimus, 

Dass  in  dem  Vorhergehenden  die  Quelle  des  ofterwähnten  Scholion  zu 
suchen,  dürfte  klar  sein,  besonders  wenn  man  beachtet,  dass  die  betreffende 
AQ8gabe  des  Euklid  es  aas  dem  Arabischen  übersetzt  ist,  sei  e^  iHin  vonj 
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Campanas,  sei  es  von  Atelhard  von  Bath.^  Dass  wieder  der  Abschaitt 
ans  dem  Buche  der  drei  Brüder  anf  griecbiscfae  Quellen,  in  letzter  Instanz 
auf  die  auch  durch  arabische  Ueberlieferung  uns  bekannten  Lemmata  des 
Archimedes  zurückgebt,  zeigt  schon  eine  blosse  Ansicht  der  Buchstaben - 

"*6®  a,  6,  g,  d,  e,  z,  k,  t,  Ar,  /,  m,  q,  s, 

die  nur  aus  griechischer  Feder  geflossen  sein  kann,  niemals  ursprünglich 
aus  einer  arabischen.^* 

Diese  Behauptung  lässt  sich  aber  durch  die  von  Woepcke*'  veröffent- 
lichte Arbeit  des  AI  Sing'ari  über  die  Trisection  fast  zur  Gewis^heit 
bringen.  Während  AI  Sing'ari  darin  die  Arbeit  der  Beni  Musa  ben 
8chakir  gar  nicht  erwähnt,  bringt  er  von  Thabit  ben  Korrah  eine 
Construction ,  welche  die  des  Nikomedes  (Pappos,  Prop.  XXXII)  ist,^ 
den  Alten,  das  ist  den  Griechen,  schreibt  er  die  Auflösung  zu,  welche 
in  Lemma  8  des  Archimedes  sich  findet  —  .ein  neuer  Beweis  für  die 
Echtheit  der  Lemmata  — ,  und,  was  gewiss  bemerkenswerth  ist,  er  sagt,  die 
Alten  hätten  dieselbe  gefertigt  au  moyen  de  la  regle  et  de  la  geometrie 
mobile.^  Woepcke  erklärt  dies  dahin:  Le  procede  de  la  „geometrie 
mobile''^  consiste  ä  faire  pivoter  autour  du  point  D  une  rigle 
divisee  en  parties  aliquotes  du  rayotiy  jusqu^ä  ce  que  le  nomhre 
des  parties  interceptees  entre  la  circonference  du  cercle  ei  le  pro 
longement  de  AB  sott  egal  au  nombre  de  ces parties  qui  correspond 
ä  la  longueur  du  rayon,^  Wer  dürfte  hierin  nicht  die  Construction  der 
Konchoide  wiederfinden,  besonders  in  der  Form,  wie  sie  Pappos  giebt,  der 


^  Ich  hoffe  in  Kurzem  zeigen  zu  können,  dass  Atelhard  der  Uebersctzer. 
CampanuB  nar  der  Commentator  des  aas  dem  Arabischen  geflossenen  lateinischen 
Enklides  ist. 

^'  Man  sehe  hierüber  Hultsch,  Der  Heronische  Lehrsatz  über  die  Fläche  des 
Dreiecks  als  Function  der  drei  Seiten  (Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  IX.  Jahrg. 
1804,  8.225  —  249),  8.  247,  Z.25  bis  S.248,  Z.  16.  Dabei  gelegentlich  die  Bemerkung, 
dass  in  dem  Originalbeweise  der  drei  Brüder  die  Reihenfolge  der  Huchstaben  noch 
entschiedener  griechisch  ist;  dort  ist  die  Folge: 

a,  b,  g,  d,  e,  z,  h,  t,  k,  /,  m ; 
und  der  von  Paccioli  eingefügte  Beweis,  in  welchem  das  o  vorkommt,  fehlt  bei  den 
BeniMasa  vollständig. 

*•  L*Algkbre  ff  Omar  Alkhayyämt  publiie,  traduite  et  aecompagnie  d*extraits  de  ma- 
nuscrits  inidU*  par  E.  Woepcke  etc.  Paris  MDCCCLI.  —  8».  2  Blatt,  XX,  128,  52  8. 
u.  1  Bl.  mit  5  FignrenUfeln.  8. 1 17  der  2.  Reihe  bis  8.  125.  ,,  Addition  E.  Traiti 
de  la  trisection  de  l^angle  rectitigne  par  Aboü  Said  Ahmed  ben  Mo- 
hammed Ben  Abd  AfdJalU  AUidJzi," 

<•  A.  a.O.  p.  118,  /.  14— 18.  Proposition  de  Thabit  ben  Korrah  AI- 
harränu 

**  A.  a.  O.  p,  120,  /.  1 — 7.  Proposition  r^sofue  par  un  des  anciensaH 
moyen  de  la  rhgte  et  de  la  giomitrie  mobile, 

«A.a.  0^8.20  Note*). 
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da  sagt:  Quidamvero  commoditatis  caussa  apiantes  regulamad  pun- 
ctum Cy  ipsam  usque  eo  commovent,  quod  quae  interiicitur  media 
inter  AB  reclam  et  lineam  AG  experientia  fiat  dalae  rectae  lineae 
acqualis;^  wer  nicht  die  Analogie  mit  der  Conbtriiction  der  drei  firttder, 
die  auch  die  Geometrie  mobile  benutzen?  Ihre  Coustruction  in  leichter  Ab- 
änderung schreibt  AI  Sing'ari  dem  Albirüni  zn.^  Er  zeigt  ausserdem, 
dass  die  drei  scheinbar  verschiedenen  Constrnctionen  des  Nikomedes, 
des  Archimedes  und  der  drei  Brüder,  um  fio  kurz  zu  sprechen  —  es 
Bind  bezüglich  die  des  Th&bit,  der  Alten  und  die  des  Albirüni  —  im 
Grande  nur  ein  und  dieselbe  sind.^  Betrachten  wir  in  Fig.  10  DGB  als  den 
ZQ  theilenden  Winkel,  so  ist  TA  der  dritte  Theil  des  Bogens  DB.  Denken 
wir  uns  zunächst  den  Kreis  weg,  so  erhalten  wir  die  Construction  des 
Nikomedes,  da  ZL  =  'iCD  ist.  Ziehen  wir  den  Kreis,  denken  uns  aber 
CH^  DA  und  DN  weg,  so  haben  wir  die  Construction  des  Archimedes  in 
Lemma  8,  denn  ZT  ist  gleich  dem  Radius  des  Kreises;  lässt  mair  endlich 
noch  ZT  und  Za  weg,  zieht  dagegen  wieder  den  senkrechten  Radius  OB, 
so  ist  die  Construction  *  der  drei  Brüder  entstanden,  denn  LT  ist  gleich 
dem  Radius  des  Kreises.  —  Thabit  war  Schüler  des  Einen  der  drei  Brü- 
der, nämlich  des  MohAmmed  ben  Musa  ben  Schakir,  von  dem 
Woepcke^  sagt:  ^^uuqucl  les  ouvrages  des  maikSmaticiens  grics 
n'eiaient  rien  moins  qu'ificonnus.  C est  donc  ä  ceux-ci  que  Thabit 
pourrait  avoir  emprunte  sa  Solution,''  Ich  kann  diese  Annahme  nur 
unterschreiben ,  ich  halte  i<ie  sogar  für  die  einzig  mögliche,  um  so  mehr,  als 
die  von  AI  Sing'ari  dem  Thabit  zugeschriebene  Lösung  durch  die  Con- 
struction des  Kreises  unmittelbar  in  die  übergeht,  die  von  AI  Sing'ari 
selbst  den  Alten  zugetboilt  wird,  welche*80wohl  an  und  für  sich,  als  durch 
di^Constructionsweise  so  nahe  verwandt  ist  mit  der  der  drei  Brüder. 
Diese  letztere  aber  geht  ebenfalls  auf  griechische  Quellen  zurück,  direct 
wegen  der  angewendeten  Buchstaben,  indirect  durch  die  Anwendung  der 
Bewegung  als  Constructionsmittel,  der  Geometrie  mobile  AI  Sing'ari's, 
der  Konchoide  des  Nikomedes. 

Es  dürfte  von  grossem  Interesse  sein ,  auch  die  weitere  Entwickelung 
der  Theorie  der  Trisection  bei  den  Arabern  und  den  Völkern  des  Mittel- 
alters und  der  Neuzeit  zu  verfolgen.  AI  Sing'ari's  Arbeit  giebt  für  die 
Entwickelung  bei   den  Arabern  reiches  Material,  jedoch,   wie  wir  nach- 


*•  A.  a.  O.  p.  87,  /.  II  —  14.    (Über  Quartut  PtoposUio  XXIII.)    Siehe  auch  oben 
8.436,  Z.  36— 39. 

*'  Woepcke,  a.  a.O.  p.  IIP,  /.  4— 15.    Propositiom  proposiegpar  Aboül 
Rihän  {Ab\roiini). 

*«  A.  a.  O.  p.  120,  /.  13  —  p.  123,  /.  7.    Proposition  que  J'ai  decouverte,  et 
fl«  moyen  de  laquelle  j'ai  dSmontrS  les  autres propositions  mentionnies, 

*■  A.  a.  O.  p.  117,  Note  ♦)  l.  ü— 9  en  remntant,  ^  t 
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gewiesen  za  haben  glauben,  keineswegs  vollständiges;  das  für  das  Mittel- 
alter und  die  neuere  Zeit  müsste  erst  mühsam  gesammelt  werden. 

In  neuester  Zeit  hat  Herr  Rector  Hippauf^in  Halberstadt  die  oben 
als  ziemlich  alt  nachgewiesene  Methode  der  Trisection  angeblich  neu  «ge- 
funden und  in  der  Zeitschrift  für  mathematischen  Unterricht,  sowie  daraus 
als  Separatabzug  veröfTentlicht.  £in  Herr  Albrich^^  hat  seine  Frioritäts- 
auBprüche  an  derselben  Stelle  später  geltend  gemacht;  wir  sehen,  dass  beide 
Ansprüche  müssig  sind.  Dabei  wollen  wir  nicht  in  Abrede  stellen,  dass 
Herr  Hipp  auf  vielleicht  eleganter  und  nach  allen  Seiten  hin  vollständig 
seine  Arbeit  durchgeführt  hat;  das  Verdienst  der  ersten  Erfindung  gehört 
aber,  wenn  nicht  Niko  med  es  selbst,  so  jedenfalls  seinem  Zeitgenossen, 
speciell  Archimedes. 

IIL 

Aus  deu'^yTabnle  Asironomice  Älfonsi  Reyis""  und  den  .^Tabiile  dir  er - 
tionutn  profectionumque  etc/'-  des  Johannes  Uegiomontanus. 
In  dem  Bande  der  Universitätsbibliothek  zu  Jüpsala  „34.  VII. 65"  be- 
finden sich  zwei  astronomische  Tafeln  vereinigt.  Die  des  Königs  AlfonsX. 
von  Castilien  in  der  Ausgabe  Venetiis  1492"  und  die  astronomischen  Tafeln 
des  Regiomontanus  in  der  Ausgabe  Augnslae  Vinddicorum  1490.^    Beide 


^  Lösung  des  Problems  der  Trisection  mittels  der  Conchoide  auf  eircnlarer 
Basis.  Von  l!r.  H.  llippanf  etc.  (ZeitschriTt  für  matliematiHclieri  und  naturwif^sen- 
schaftlichen  Unterricht,  1872,  Heft  3,  ö.  215— 240),  mit  2  Tafeln.  Auch  als  Separat- 
abdruck: Leipzig,  Teubner,  1872. 

**  Bemerkungen  über  Dr.  Ilippaufs  Aufsatz:  ,,I)ie  Trisection  des  Winkels." 
Von  C.  Alb  rieh  in  Hermannstadt  (Zeitschrift  für  mathematischen  und  natur\vis>eii 
schaftlichen  Unterricht,  1872,  Heft  6,  *S.  537  —  5:^8). 

"  Tabiüe  astronomice  ||  Alfonsi*  Hegis.  114  Blatt  ohne  Numeration,  auf  Bl.  J^4<» 
Zeile  3Ö— 41  der  Druck  vermerk:  ,,CI  Expliciunt  Tabule  tabularum  Astronomice  Diui 
Alfonsi  Romanorum  2  ||  C(is teile  regis  WtistrissiMi:  Opera  i  arte  miriftva  vhi  solertis  Johanis 
Harn- \\  man  de  Landoia  dicttts  JJertzog  Cia^aq\  sua  no  mediocri;  impressioe  com-\\plete 
existunt  Felicibus  asiris.  /inno  a  Prima  lielX  et/ierea1X  circuitione.  \\  8476.  Sole  in  parte, 
18  .gradiente  Scorp{}  Snb  celo  Ueneto.  Anno  Sa-  \\  luiis  .  I4'.)2  .  currente:  Pridie  Calen 
Nouembr.     Ocnetijs.'^     Man  sehe  übrij^ens  Hain,  Keportorium,  Nr.  SttQ. 

*•  „Tabuie  directionu  profcctiotwq}  \\  famos issimi  viri  Magistri  Joannis  \\  Germani  de 
Regiomonle  in  näti-  \\  uitatihuH  tnnltum  vtHes,**     !:')(}  Blatt  ohne  Numeration.     Auf  Blatt 
13\'*  der  Druckvermerk  (Zeile  lU— 23) :  ,,Opns  tahulai^wn  dirertionnm  pvo/'ectio/tumqi  pro 
retterendissimo  dno  Joanne  \\  archiepo  Strigorden    }ca  per  viagistnon  Joantiem  de  Itegiottwnte 
compositatX  ||  Anno  dl/i .  \4iol .  explicit  fe/iciler.      Mayixlri  Joannifi  angeli  viri  \dtissind 
diliyeti  ||  correctione,     Erfuirdiq\  RatdoU  mira  imprimendi  arte:  qua  nuper  [/enetij/f  nunc  \\ 
Auguste  vindelicorum  excellit  nominatissimus .  4  .  nonas  JanuariJ  .  1  tOO.'*     Blatt  140«  ent- 
hält das.Buchdruckersipjnot  Ratdolt's  mit  der  Unterschrift: 
ffErhardi  RatdoU  foelicia  conspice  signa 
Testata  arlificem  qua  vaiet  ipsc  manum/' 
Blatt  141  —  156  enthält  dann  noch:    „ Tab ella  Sinus  recti:  per  gradus  j  sittguta  miniUn 
diuisa.      Ad  \\  tabuias  directionu  mgri  Johannis  de  regiomonte  necessarias  ||  cum  quibits 
.  exemplia:  j^es  eiusdei  tabelle  multtun  concordant,**  —  Bei  Hain,  Repertorium,  Nr.  13801. 
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Tafeln  scheinen  damals  gern  vereinigt  zu  sein,  denn  auch  die  königl.  Bi- 
bliothek zu  Berlin  besitzt  die  beiden  Ausgaben  in  genau  derselben  Ver* 
einigung.  Copernicns  hat  offenbar  dieses  Buch  sehr  vielfach  benutzt; 
einzelne  Seiten  sind  von  dem  häufigen  Gebrauche  ganz  schmutzig  gewor- 
den,^ ausserdem  hat  der  Besitzer  aber  auch  eine  grössere  Zahl  astrono- 
mischer von  ihm  gefertigter  Tabellen  auf  die  freien  Seiten,  sowie  auf 
eigens  dazu  eingeheftete  Blätter  am  Schlüsse  des  Bandes  geschrieben. 
Diese  Tabellen  und  mehrfache  sonstige  Bemerkungen  bilden  den  Gegen« 
stand  des  nachfolgenden  Capitels. 

Auf  dem  Titelblatte  der  Alfonsinischen  Tafeln  findet  sich  der  Namens- 
zug des  Besitzers 

ausserdem  eine  astronomische  Bemerkung,  die  wir  später  einreihen  wollen. 
Eine  Zahl  anderer  Bemerkungen  hat  Prowe***  schon  veröffentlicht,  doch 
zum  Theil  unvollständig  und  ohne  die  nöthigen  Erläuterungen.  Wir  werden 
hier  im  Zusammenhange  die  betreffenden  Notizen  mittheilen,  immer  unter 
Berücksichtigung  Prowers.  Ihnen  schliessen  wir  dann  die  bis  jetzt  un- 
edirten  Stücke  des  Bandes  an. 

Auf  Blatt  (^,)^  am  Ende  der  einleitenden  Briefe  steht  die  Notiz : 
..Alfonsus  asirofwmus  Castelle  rex  ac  Hispanie  fuH,  quem  Bali  inlerpretatur 
quasi  alius  fons.  Dicius  est  aulem  ah  'alto  fönte  id  est  sapientia,  quia  composuH 
has  lahulas  non  quidem  per  sc,  sed  per  conductwn  60  astrofwmorum ,  quibus 
hanc  summam  pecxmic  dedil  Decies  lOOOOO  florenortim  pro  creatione  radicum 
practicatariim  in  meridianum  Toleti,'*^  *® 
Auf  dem  hinteren  Deckel  steht  eine  ähnliche  Notiz: 

,,Alfonsus  reo;  ftiit,  de  quo  dicit  Egidius,  quod  ille 
fvit  liheralissimus  regum  .  dedil  enim  pro  duobus 
sexter ciis  pro  de  tabularum  astronomicarum  correctione 
dcdit  OÜKi  10000  (5fc/).**" 


**  Es  sind  dies  die  Blätter  c/jA,  de«,  «/e*»  <^7**>  «??*,  d^^  und  A4«  in  den  Tafeln  des 
Re  giomontanus. 

**  Mittheilungen  Ans  Schwedischen  Archiven  Und  Bibliotheken.  Bericht  An  Se. 
Eicellenz  Den  Herrn  Minister  Der  Geistlichen,  Unterrichts-  Und  Medicinal- An- 
gelegenheiten Herrn  Von  Raumer.  Von  Dr.  L.  Prowe.  Mit  2  Lithographierten 
ßlältern.  Berlin,  1853.  Verlag  Der  Decker'schen  Geheimen  Ober-Hofbuchdruckerei. 
S.  11  —  15  und  die  beigegebenen  SchriftbUitter. 

*•  Prowe,  a.  a.  O.  S.  12  Z.  1—4;  übrigens  hat  Prowe  wahrscheinlich  die 
Worte  pro  creatione  bis  Toleti  nicht  lesen  können,  denn  sie  fehlen  bei  ihm  gänz- 
lich. M.  8.  ausserdem:  Ueber  die  Abhängigkeit  des  Copernicus  von  den  Gedanken 
griechischer  Philosoj.hen  und  Astronomen.  Von  Dr.  L.  Prowe.  Thorn,  1865.  S.29, 
Z.  29-33. 

"  Prowe,  a.  a.  O.  Taf.  I,  Z.  2  — 5.  ^  j 
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Ob  SteiD8chDeider^  mit  Recht  Coperniciis  tadelt,  dass  er  in  der 
erbten  Notix  sieb  als  wenig  bewanderter  Kritiker  zeige,  weil  erHalyAben- 
ragel  die  Ableitnng  des  Namens  Alfonsus  von  A litis  fons  zaschiebt, 
da  doch  ein  Araber  dergleichen  nicht  schreiben  könnte,  tiberlasse  ich  dem 
Urtheile  Aller.  Hat  Copernicns  vielleicht  arabisch  verstanden ,  um  be- 
nrtheilen  za  können,  ob  ein  Araber  so  schreiben  kann? 

In  den  Tabule  Alfonsi  auf  Blatt  (rfg)*  hat  Copernicns  der  Tafel  mit 
der  Ueberscbrift  „Tabula  Medij  Motus  Capitis  Draconis''  die  Notiz 
hinzugefügt: 

„revoluiio  eius  annis  equalibus  18,  diebus  228,  primis  19. 10", 
die  fdr  sich  klar  ist. 

In  den  Tafeln  des  Re^giomontanus  ist  auf  Blatt  {d^)^^  Tabule 
directionum  Überschrieben,  am  Fussende  hinzugefügt: 

„per  numerum  muUiplirandum  intelligitur  angulus  sectionis  circu- 
lorum  latitudinis  et  equatoris^^. 
Ferner   enthalt  Blatt  (/^)*  derselben  Tafel  mit  der  Ueberscbrift:    Tabula 
generalis  Celi  mediationum  den  Vermerk: 

jyHic  numerus  multiplicandus  est  per  residuum  anguli  de  guadrante, 
qui  fit  ex  conincideniia  circulorum  latitudinis  et  aequatoris  eius 
laiitudine  ferenda  receptis.^^* 
Unter  dem Schluss  der  Tabula  directionum  pro  feciionumque  steht 
mit  rother  Dinte  geschrieben :  Tfloc  ^ 

Auf  Blatt  (dg)'  des  Regiomontan  steht  eine  Tafel,  Überschrieben: 
„Tabula  Fecunda^^  Dieselbe  enthftlt  dreispaltig  die  Zahlen  von  l — 90 
und  daneben  Zahlen  mit  Ka^szog  überschrieben.  Copernicus  hat  nun 
eine  ganz  neue  Colonne  hinzugefügt,  die  er  mit  Tnoznvovaa  überschreibt. 
Ich  werde  diese  Tafeln  später  mit  den  übrigen  zusammen  abdrucken  lassen. 
Ehe  ich  zu  diesen  übergebe ,  mögen  hier  noch  einige  auf  den  eingehefteten 
Blättern  befindliche ,  nicht  auf  die  Tafeln  Bezug  habende  Beobachtungen 
und  Bemerkungen  astronomischen  Inhalts  Platz  finden. 

Auf  dem  15.  der  angehefteten  Blätter  liest  man  auf  der  Vorderseite: 
„Satumi  apogeum  240.  21.     Anno  1527  1T\7." 
„Jovis  apogeum      159.    0.     ^m20.1529  ^21,'^ 
„Martis  119.40.     ^«no  1623  ,Q,27." 

„Venens  48.30.     ^«wo  1632  JJIO." 

Auf  der  Rückseite  desselben  Blattes : 

„Eccentrotes  Martis  6583  " 

„Epiciclus  {sie!)  primus  1492." 
„Epicyclus  secundus  494.** 

*•  Steinschneider^  Fite  di  matemntici  Arabi  trotte  da  wi* Opera  inedita  di  Ber 
nardxno  Batdi,  Con  Note.  {Bullettino  di  Bibliografia  etc.,  pubbl,  da  B.  ßoncompagni,  J.  r, 
1872,  p.  427—534.)    P.470, /.  89— 48.  ^  t 
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„lovis  eccenirotes  1917  .  Epicyclus ,a.in ,h. 259," 
,,Sa(umi  eccentrotes  1083.  Epicyclus . a .S&2 .  b .TMJ'^ 
,,Mercurii  eccenirotes  2258  {sie /)  .  Epicyclus . a . cum . ö . 6.../ 100 («ic /)" 
^jdiversilas  diametri  1151 .19*' 
yyproportio  orbium  caelestium  ad 
„ecceniroielem  25  parlium.^^ 
,^Martis  semidyametrus  orbis  38  /<?r6  .  Epicyclus. a.b.M  344-^' 
„Epicyclus .  6 .  Af .  51." 
„  /09i5  semidyametrus  30 .  Jlf  25  .  epicyclus .  a .  10^\|. .  6 .  3| j^." 
„Saturni  semidiamelrus  230f  .  epicyclus .  a .  19 J^  •  *  •  6 J  J .  '* 
„  Vener is  semidiamelrus  1 8 .  epicyclus .  a .  J .  6 .  ^ . " 
„Wercurii  or^i5.9.24." 
„Ä>fryc/M5.a.l.4l|.6  0.33|.co%Mn/.1.74  .(diversitas  diametri  0.29),^' 

„Semidiamelrus  orbis  Lunae  ad  epicyclium.a.—r-  .  epicyclus.a.ad.b,  *;^." 

HierzQ  noch  einige  andere  Notizen,  die  ähnliche  Angaben  enthalten. 
Zunächst  stecht  auf  BUtt  16*  der  hinten  eingehefteten  BUtter: 
„Mars  super at  numerationem  plus  quam  gradus  ij.^^ 
„Satumus  super atur  a  numeraUone  gradus  1^."*' 
Dann  befinden  sich  neben  dem  Namenszage  des  Coperniciis  anf  dem 
Titel  blatte  des  Alfonsns  folgende  Worte: 

„epicyclus  Lunae  ,a  .ad  ,b  .  proportio 

vt,4.41.ad  vnum y ." 

Femer  auf  dem  hintern  Deckel  unter  der  oben  abgedruckten  Notiz  über 

Alfonsns:  ^     .    ^,   .    . 

,^Annts  Christi  completts  1200  partltbus 

Locus  anomalie  Lune  Alfonsi  1.42.8 

Locus  eiusdem  secundum  Ptolemaeum  102.40 

alexandrie.^^^ 

Auf  Blatt  10*  endlich  liest  man  folgende  offenbar  zusammengehörige ,  aber 

in  umgekehrter  Reihenfolge  gemachte  und  auch  zu  lesende  Beobachtungen : 

„1500  Anno  completo^^ 

(*  C*  1*  •• 

„4     3     2     1" 

„2    32    11   14"  (oder  64?) 

„S.  G.  M.  2«"_ 

„19  41  30  faj?  ^"'  {sie!)  (commutationis??) 

„      10    56   ^  d^*{sicl)  (didtusplaneta??) 

„1     16    20    8  recessus  in  M{ense ?) 

„19  45    45" 

w  Prowe,a.B.  O.  Taf.I,  Z.22— 23. 

«  Ibidem  Taf.  T,  Z.  25  —  28.  ^  t 
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„11    1     13    nd^*{sic!)  {diciusplaneta??)'' 
„2    31     1.  dm  {sie!)  (differentiaTy 
„1500" 
yydie  nona  lanuarü  hora  noctis  fere  secunda  fuit  o-})^  m  15.42 )[]f 

„Äoc  modo  ^  bononie,^' 
„Quarta  Martii  hora  fere  prima  noctis  fuit  o-^^  in  18.28  tf 
„fuitque  tunc  ^  in  aUitudine  visa  33  et  altq  (sie!)  visa  ♦  que 
„est  in  ore  Y  21  gradus  £)  bononie,''^^ 

Aas  der  letzten  Bemerkung  ist  ersichtlich,  das  Copernicus  vor  April 
1500  jedenfalls  nicht  in  Rom  gewesen  sein  kann,  wo  er  bekanntlich  in  dem- 
selben Jahre  am  6.  Novbr.  eine  Mondfinsterniss  beobachtete. •*  Auch  die  Be- 
obachtung des  Copernicus  von  1497  in  Bologna  war  eine  Bedeckung  durch 
den  Mond;"  es  hat  also  den  Anschein,  als  ob  damals  die  Theorie  des  Mon- 
des ihn  vorzugsweise  beschäftigte.  Zugleich  gewinnt  die  Annahme  an 
Wahr9cheinlichkeit,  dass  Copernicus  bei  seinem  ersten  italienischen 
Aufenthalte  gar  nicht  in  Padua,  sondern  in  Bologna  studirt^hat,  da  wir 
soeben  bologneser  Beobachtungen  aus  der  Anfangszeit  seiner  ersten  Studien 
in  Italien  und  aus  dem  Endjahre  derselben  durch  ihn  selbst  bezeugt  sehen. 
Dass  es  überhaupt  sehr  zweifelhaTt  ist,  ob  Copernicus  jemals  in  Padaa 
stndirte,  habe  ich  anderswo  wahrscheinlich  gemacht.**  Ueber  die  astro- 
nomische Bedeutung  der  besonders  in  dem  Passus  1500  Anno  eompleto 
unklaren  Angaben  werde  ich  später  handeln. 

Es  dürfte  von  Interesse  sein,  die  bis  jetzt  mitgetheilten  astronomischen 
Notizen  mit  den  ähnlichen  zu  vergleichen,  welche  in  den  Revolutiones 
sich  finden.  Angaben  über  die  Apogaeen  der  Planeten  finden  wir  in  seinem 
grossen  Werke  an  drei  verschiedenen  Stellen.  Die  erste  ist  das  Sternver- 
zeichniss;  diese  Angaben  sind  erst  in  der  Säcularausgabe  nach  dem  Origi- 
nalmanuscripte aufgenommen  worden.    Dort  steht: 

„Satumi  apogaeon    226^30'"  {Ed.  Thorunensis^  />.  138,  /.  16); 
„lovis  apogaeum       154°.20'"  {Ibidem,  p.  136,  /.  8): 
„Mariis  apogaeum     109°.  50'**  {Ibidem,  p,  134,  /.  20)  : 
„Venus  apogaea         48°. 20'*'  {Ibidem,  p.  131,  /.  27)  .• 
„Mercurn  apogaeum  183°.  20'''  {Ibidem,  p.  136,  /.  21). 

Die  zweite  und  dritte  Stelle  finden  sich  im  fünften  Buche.    Ich  stelle  hier 
beide  nebeneinander: 


•t  IbidemTfif,!,  Z.6  — 21. 

«^  De  Revolutio'nibus,  Ed.  Thor,,  p.  270,  Üb.  Uli,  Cap.  XIllL 
«»  Ibidem  p.2\n,  Lib.IIIl,  Cap.  XXFIl. 

•*  Altpreusaieche  Monatsschrift,  herausg.  von  Re icke  und  Wiehert. 
Bd.Vn.    Königsberg,  1870.    S.  256.  ^  , 
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„Apogäum  des  Saturn : 
220».  t3'  (Ed.  Thor.,  p.  331,  /.29  — 30),     240^20'  {lind.,  p.  337,  /.  29—30); 

Apogäum  des  Jupiter : 
154».  22'  {Ibid.,  p.  345,  /.  4) ,  169^  O'  {Ibid.,  p.  349,  l  32) ; 

Apogäum  des  Mars: 
108*. 50'«  {Ibid.,  p.  356,  /.  27) ,  119^ 40'  {Ibid.,  p.  361,  /.  2); 

Apogäum  der  Venus: 
48^20'  {Ibid.,  p.  366,  /.  J8— 19),  Angabe  fehlt  im  jetzigen  Texte;* 

Apogäum  des  Merkur: 
183'.  20'  (Ibid.,  p.  380,  /.  7) ,  21 1  ®.  30'  {Ibid.,  p.  893,  /.  7). 

Die  links  stehenden  Angaben  sind  die  Werthe,  welche  Copernicus  aus 
den  Daten  der  Alten  errechnet  hat,  die  rechts  stehenden  dagegen  die- 
jenigen Werthe,  welche  aus  seinen  Beobachtungen  folgten.  Die  ersteren 
stimmen  offenbar  fast  vollständig  mit  den  Angaben  im  Sternverzeichnisse, 
die  für  den  Mars  besonders  mit  der  zweiten  durchgestrichenen  Angabe  des 
Originalmanuscripts  (s.  Anm.  65);  die  zweite  Keihe  dagegen  ist  mit  der 
aus  der  npsalenser  Handschrift  entnommenen  völlig  identisch;  sie  ist  auch 
aus  den  Beobachtungen  der  in  letzterer  Quelle  erwähnten  Jahre  geflossen^ 
wie  man  an  den  betreffenden  Stellen  der  Revolutiones  sehen  kann.  Nur 
das  Apogäum  der  Venus,  das  nach  der  in  Anmerkung  65  erwähnten  aus- 
gestrichenen Stelle  zu  des  Copernicus  Zeiten  in  48® 20' geblieben  sei, 
wird  nach  späterer  Beobachtung  in  48®  30'  festgestellt.  Diese  Beobachtung 
'  vom  Jahre  1532  fällt  also  wahrscheinlich  ausserhalb  der  Abfassungszeit 
seines  grossen  Werkes,®^  sie  ist  die  späteste  Beobachtung,  die  bis  jetzt  von 
Copernicus  bekannt  geworden  ist.  Weshalb  in  dem  npsalenser  Buche 
keine  Beobachtung  für  Mercur  steht,  ist  leicht  einzusehen.  Copernicus 
hat  ja,  wie  er  selbst  bezeugt,*^  den  Mercur  niemals  selbst  zu  Gesicht  bekom* 
men,  und  der  oben  aus  den  Revolutiones  entnommene  Werth  des  Mercur- 
apagänms  ist  aus  Beobachtungen  Schöneres  und  Bernhard  Walter's 
berechnet  worden. 


*  Aus  dem  Orig^inalmannscripte  habe  ich  zu  der  oben  angezogenes  Stelle  unter 
dem  Texte  noch  die  Bemerknng  abdrucken  lassen:  „ClXcum  triente  M$pm.  (d.h.  Manu- 
scriptum  primae  mantts) ,  quibns  v  er  bis  deletis  supra  versum  leguntur  et  ip$a 
deleta  CIX,  scnip.  XLIX,  et  in  margine  ea,  quae  recepimus.** 

^  Auf  S.  375  der  Säcularansgabe  steht  in  einer  früheren  Version  des  Cap.  XXIII 
von  Buch  V  Folgendes:  „  Manserunt  intsrim  loca  absidum  eccentri  in  par^ 
tibusXLVlIl  et  iertia  etCCXXVIlI,  scrupulis  XXnon  mutata",  welche  die 
im  jetzigen  Texte  fehlende  Angabe  enthalten. 

^  Mit  Ausnahme  der  Trigonometrie.  Ueber  diese  sehe  man  die  Prolegomena 
der  Säcularansgabe,  S.  XVII  Anm.  20  und  8.  XXII  Anm.  25. 


«  De  Hevolutionibus,  Ed.  Thor,,  p.  387,  /.  16  —  27. 
ZeiUehrift  f.  Mathematik  «i.  Phyilk,  XIX,  i. 
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In  Bezug  anf  die  Besprechung  der  weiteren  Notizen  will  ich  die  Reihen- 
folge beibehalten,  in  denen  ähnliche  Angaben  in  dem  Werke  De  Revolu- 
iionihus  abgehandelt  sind.  Ich  beginne  deshalb  mit  den  Daten  über  den 
Mond.    Wir  haben  hier  zunächst: 

Semidiameirus  orb'is:  Epict/clium  a=       10:  lj%=^   9,47368; 
nach  den  Revolutiones  ist  aber  bei  erstem 

und  letztem  Viertel  dieses  Verhältniss*'  =  lOOOO  :  1334  =    7,49625 ; 

ferner  für  Voll-  und  Neumond'*  =  lOOOO  :   860=  11,62790; 

daraus  das  Mittel  ergiebt  =   9,06207 ; 

also  Abweichung  des  Werthes  ans  der  Handschrift  zu  Upsala  =+ 0,41 161. 

Für  das  Verhältniss  des  Epicyclus  a\  Epicyclus  h  haben  wir  folgende 

▼ier  Angaben : 

1.  44:     9=4,88889  i 

2.  4|J|- :     1  =  4,78333  \  nach  dem  erwähnten  Mannscript; 

3.  19  :     4  =  4,75000  \ 

4.  1097: 237  =  4,62869  nach  iken  Revolutiones.''^ 

Auch  hier  ist  die  Angabe  des  grossen  Werkes  diejenige,  welche  den  klein- 
sten Werth  liefert.  Die  unter  1  und  2  verzeichneten  Werthe  hat  Coper- 
nicus  selbst  für  gleichgeltend  angesehen,  wie  aus  den  obigen  Notizen 
erhellt.  Die  Angaben  Über  die  Mondanomalie  von  verschiedenen  Ausgangs- 
punkten und,  wie  man  bei  Nachrechnung  findet,  nicht  nach  den  Tafeln  der 
Revolutiones  berechnet,  stimmen  fast  miteinander  überein.  Ihr  Unterschied 
beträgt  nur  32\  Nimmt  man  dagegen  seinen  Ausgang  von  dem  Locus  ano- 
maliae  lunae  ad  principium  annorum  Christi  207® 7"",  und  addirt  die  aus  der 
Tafel  auf  S.  242  der  genannten  Ausgabe  für  1200  Jahre  sich  ergebenden 
263*2^  so  erhält  man  für  den  Alfonsinischen  Locus  anomaliae  nach  Weglas- 
sung der  Überflttssigen  360*  den  Werth  119*9',  berechnet  für  den  Meridian 
von  Krakau.  Copernicus  giebt  den  Zeitunterschied  zwischen  Krakau 
und  Alexandrien  gleich  erner  Stunde  an;'*  diesem  entspricht  ein  Unter- 
schied von  38' 82"  (Tafel  auf  S.  243).  Abgezogen  ergiebt  sich  der  Locus  ano- 
maliae lunae  Alfonsi  zu  118*30',  was  einer  Differenz  von  15*50'  gegen  das 
npsalenser  Manuscript  gleichkommt.     (Fortsetzung  folgt.) 

Thorn.  M.  Cubtzk. 


••  Ibidem  p,2b%,  /.3— 4. 
'«  Ibidem  p.2b%.  Ib. 
»1  /6<rföOTp.260, /.21. 
«  /ft<rfcmp.256,  1.11  — 12. 
»»  /Äidcmp.  213, /.  13— 14. 
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XDE.    Heuer  Beweis  und  Erweiterung  eines  Fnndamentalsatses  ftber 
Polyederoberfläohen. 

In  früheren  AufßÄtzen  (Bd.  XVIII  S.  828,  Bd.  XIV  S.  Ö5  u.  337)  habe 
ich  gezeigt,  dass  die  Relationen  zwischen  der  Anzahl  der  Ecken,  FlSchen 
und  Kanten  eines  Polyeders  am  einfachnten  auf  den  folgenden  Fundamen- 
talsatz zurückzuführen  ist: 

Lassen  sich  auf  einer  mfach  begrenzten  Polyeder* 
Oberfläche,  deren  Grenzlinien  zasammen  a  Eckpunkte 
zählen,  während  die  Zahl  der  inneren  Eckpunkte  t 
beträgt,  n  geschlossene  Linien  ziehen,  ohne  dieselbe 
zu  zerstÜcken,  so  ist  dieselbe  entweder  aus 

«  +  2(i  +  2w  +  in  — 1) 
Dreieeken    zusammengesetzt,   oder  kann  durch  Diago- 
nalen in  so  viele  Dreiecke  zerlegt  werden. 
Die  beiden  Beweise,  die  ich  für  diesen  Satz  gegeben  habe,  schliessen 
solche  Polyeder  aus,  die  aus  mehr  als  einem  begrenzten  Räume  bestehen, 
deren  Oberfläche  also  sich  selber  durchschneidet.    Es  ist  also  ununtersucht 
gelassen ,  ob  diese  Relation  auch  für  die  sogenannten  Sternpolyeder  noch 
richtig  ist.    Im  Folgenden  soll  nun  ein  Beweis  gegeben  werden ,  der  nicht 
nur  einfacher  als  die  früheren  ist,  sondern  auch  die  obige  Beschränkung 
aufhebt. 

Ich  kann  wohl  als  bekannt  voraussetzen,  dass  ein  einfaches 
lineares  e-Eck,  d.  h.  eine  aus  e  geradlinigen  Strecken  zusammen- 
gesetzte geschlossene  Linie  auf  sehr  verschiedene  Art  durch  e— -3  Diago- 
nalen in  einen  Complex  von  e — 2  Dreiecken  verwandelt  werden  kann, 
deren  Flächen  eine  einzige  zusammenhängende,  von  dem  linearen  e-Eck  be- 
grenzte Fläche  bilden.  Eine  solche  Fläche  mag  ein  einfaches  Flächen- 
e-Eck  heissen.  Es  ist  ferner  ohne  Beweis  klar,  dass  die  sämmtlichen 
Ecken  einer  jeden  geschlossenen ,  aus  ebenen  Stücken  zusammengesetzten 
Fläche,  mag  sie  sich  selber  schneiden  oder  nicht,  zu  einem  linearen  Polygon 
verbunden  werden  können,  das  nur  diese  Ecken  hat  und  dessen  Seiten 
sämmtlich  auf  der  Fläche  liegen.  Ist  nun  die  Fläche  einfach  zusammen- 
hangend, so  wird  sie  durch  diese  geschlossene  Linie  in  zwei  getrennte 
Tbeile  getheilt,  welche  nichts  Anderes  sind,  als  zwei  einfache  Flächen- 
polygone mit  gemeinschaftlicher  Begrenzung.  Daraus  folgt  aber,  dass  die 
ganze  Fläche,  wenn  sie  e  Eckpunkte  hat,  in  2(e— 2)  Dreiecke  zerlegt  wer- 
den kann. 

Ist  dagegen  die  Fläche  mehrfach  zusammenhängend ,  d,  h.  lassen  sich 
geschlossene  Linien  auf  ihr  ziehen ,  welche  sie  nicht  zerstÜcken ,  so  können 
dieselben  immer  in  Form  von  linearen  Polygonen  gezogen  werden,  deren 
Ecken  Eckpunkte  der  Fläche  sind.  ^  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


460  Kleinere  Mittheilangen. 

Nehmen  wir  an,  es  lassen  sich  n  solche  Polygone  mit  zusammen  b 
Ecken  ziehen,  bis  die  geschlossene  Fläche,  die  wir  eine  2(n+l)-^Ach  zu- 
sammenhängende Folyederoberfläcbe  nennen  können,  von  jeder  weiteren 
geschlossenen  Linie  zerstückt  wird.  Ziehen  wir  dann  ferner  als  Grenz- 
linien m  weitere  lineare  Polygone,  welche  ihre  Eckpunkte  nur  in  Eck- 
punkten der  Fläche  haben,  und  nehmen  an,  die  Zahl  der  Eckpunkte  aller 
dieser  Polygone  sei  =a;  setzen  wir  ferner  voraus,  keine  zwei  der  n  +  m 
linearen  Polygone  hätten  einen  Eckpunkt  gemein  und  die  Zahl  der  noch 
übrigen  Eckpunkte  sei  =<;;  schneiden  wir  endlich  diejenigen  Flächentheile 
aus,  welche  von  je  einem  der  m  Grenzpolygone  ausschliesslich  begrenzt 
werden ,  so  bleibt  eine  Fläche  übrig,  welche  aus  zwei  mehrfach  begrenzten 
Flächenpoljgonen  zusammengesetzt  ist,  wovon  die  eine  zu  Grenzlinien  alle 
n-jr^  Linienpolygone  und  ausserdem  noch  ein  lineares  c-Eck  hat,  dessen 
Ecken  die  übrigen  c  Eckpunkte  sind ;  das  andere  hat  mit  dem  ersteren  alle 
Qrenspolygone  gemein,  mit  Ausnahme  der  m  Grenzlinien,  deren  a  Ecken 
nicht  auf  ihm  liegen. 

Verbindet  man  aber  auf  einem  von  p  einfachen  Linienpolygonen  be- 
grenzten einfachen  Flächenpolygone  zwei  aufeinanderfolgende  Ecken  der 
ersten  Grenzlinie  mit  zwei  aufeinanderfolgenden  Ecken  der  zweiten,  zwei  auf- 
einanderfolgende Ecken  der  zweiten  mit  zwei  aufeinanderfolgenden  der  drit- 
ten etc.  durch  gerade  Linien,  und  schneidet  die  p— 1  Flächen  Vierecke,  darch 
welche  dann  diep  Grenzlinien  verbunden  sind,  aus,  so  ist  die  übrig  geblie- 
bene Fläche  nur  einfach  begrenzt,  zerfällt  also  bei  e  Ecken  in  {e  —  2)  Drei- 
ecke; die  ganze  p  fach  begrenzte  Fläche  zerfällt  mithin  in 

Dreiecke.    Daraus  folgt  aber,  dass  unsere  oben  betrachtete  Fläche  im  Gan- 
zeA  in 

a  +  6+c  +  2(in  +  /i  +  l-2)  +  6  +  c  +  2(;?  +  l— 2)=a+2(6+c  +  m.+2«  — 2) 

Dreiecke  zerfällt,  womit  der  ursprünglich  aufgestellte  Satz  so  bewiesen  ist, 
dass  BUgleich  seine  Ausdehnung  auf  Sternpolyeder  einleuchtet. 

Mannheim.  Prof.  J.  C.  Bboker. 


XX.    Besiehungen  in  den  Projeotionen  des  regelmässigen  Zwölfflacha 

nnd  Zwanzigflachs. 

(Herzu  Taf,  IV,  Fig.  20—22.) 

A.  Das  Dodekaeder.  In  Fig.  22  sind  die  Dreiecke  iß i{i$  und  QRT 
congruent,  weshalb  die  Strecke  ST  durch  QR  halbirt  wird.  Die  Projec- 
tion  des  Rhombus  QSRT  ist  in  Fig.  20  der  Rhombus  DBEO  und  demnach 

bigitized  by  VjOOQi 


Kleinere  Mittheilangen.  46  t 

1)  OA^AB^-"^^. 

Ebenso  ist  CBFG  ein  Khombas,  daher  ir(?  =  ZT/?.  Ferner  ist  wegen 
DF^CB  nnd  EC\\FB  und  der  Nothwendigkeit,  das»  DG  und  EG  Zehnecka- 
Seiten  im  kleinen  Kreise  sind ,  G  ein  Punkt  dieses  Kreises. 

Auch  OKCG  ist  ein  Rhombus  und  somit  OG  =  EC  =  r.  Das  Dreieck 
PKC  ist  gleichschenklig ,  woraus  folgt ,  dass 

2)  iPC=r.* 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  DQ^  nnd  DQC  haben  bei  D  gleiche  Win- 
kel, sind  daher  congruent,  woraus  DK  =-■  DC**^  ö^=  QC,    Sodann  auch 

MB  =  EC^r,  MA=AB=^-  und  ff  M  =  NA -- MA  =  r.-'^. 

2  2 

Die  ähnlichen  Dreiecke  ODA  und  ODC  liefern  OD:OC  =  OA:OB  oder 

oder  r :  Ti  =  — : ,  woraus 

*       2        2      ' 

3)  r,'— r*— -r,  .r  =  0. 

Alle  Eckpunkte  des  Zwölfflachs  liegen  auf  zwei  parallelen  Seiten- 
flächen und  zwei  anderen  mit  diesen  parallelen  Ebenen.  Der  Abstand  der 
einen  Seitenfläche  von  der  ihr  nächsten  parallelen  Ebene  heisse  A,  der  von 
der  folgenden  A«. 

Es  ist  

Hierzu  die  Gleichung  3)  addirt,  giebt 

4)  .  Ä  =  r. 
Sodann  ist 

and  hierzu  die  Gleichung  3)  ^ddirt,  folgt 

5)  Ä,=r,. 

B,  Das  Ikosaeder.  Ist  der  bei  diesem  Vielflach  einer  Seitenfläche 
umschriebene  Kreis  gleich  dem  einer  Seitenfläche  des  Dodekaeders  um- 
schriebenen, so  sind,  wie  bekannt,  die  bei  der  Darstellung  der  beiden  Kör- 
per benutzten  grossen  Kreise  ebenfalls  gleich ,  weshalb  die  Gleichung  3) 
auch  ffir  das  Ikosaeder  gilt. 

Die  Abstände  zwischen  den  vier  parallelen  Ebenen,  in  denen  auch  hier 
alle  Eckpunkte  des  Vielfachs  liegen,  sollen  wieder  h  und  h^  heissen. 


*  und  **.    Diese  beiden  Beziehungen  theilt  Herr  Gugler  in  seinem  Lehrbuche 
der  descriptiven  Geometrie,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1867,  S.  115,  mit.  ^  , 
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Es  ist  in  Fig.  21 

ferner  

nnd  wenn  man  dazu  die  Gleichung  3)  addirt,  folgt 

Ä  =  r. 
Sodann  ist 

h*  =  (r,  yly  —  JD^  =  3r»  -  (r,  -r)»  =  2r'  +  2r  r,  —  r,«, 

und  wird  die  mit  2  multiplicirte  Gleichung  3)  addirt,  so  folgt 

Ä,  =  r,. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  das  Mitgetbeilte  seine  Entstehung 
hauptsächlich  einer  Anregung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Wiener  verdankt. 

Carlsruhe.  Joh.  Schubebt,  Stnd.  technol. 


XXI.    Verallgemeinernng  eines  geometrischen  Saties  von  Fermat. 

(Hierzu  Taf.  IV,  Fig.  23.) 

Beschreibt  man  tlber  JB  (Taf.  IV,  Fig.  23)/ als  Durchmesser  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  CA^  errichtet  senkrecht  zu  AB  die  Geraden 

AH^BK^CA.y^ 

nnd  zieht  nach  einem  beliebigen  Punkte  P  dea  Kreisumfanges  die  Geraden 
HP^  S P^  welche  AB  in  {7,  resp.  F  schneiden,  so  gilt  bekanntlich  der  von 
Fermat  gefundene  Satz 

Äv^ +mj^  ^'ÄB^ 

Wie  es  scheint,  ist  unbemerkt  geblieben ,  dass  die  vorstehende  Rela- 
tion unverändert  bleibt,  wenn  man  statt  des  Kreises  eine  aus  den  Halbaxen 
CA^  CD  construirte  Ellipse  nimmt  und  den  Senkrechten  AHy  BK  die  ge- 
gemeinschaftliche Länge  CD,  ^2  giebt.  Die  Aufsuchung  des  Beweises  mit* 
tels  der  analytischen  Geometrie  bildet  eine  htlbscbe  Schüleraufgabe. 

SCHLÖMU.CH, 
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XXTT.    lieber  die  Bestimmimg  der  Reibnngseonataiite  der  Luft  als 
Funotion  der  Temperatur. 

Von  J.  PüLUJ. 

Der  Verfasser  benatzte  zu  seinen  Transspirationsversnchen  einen 
Apparat,  wie  ihn  schon  Prof.  v.  Lang  zu  ahnlichen  Versnchen  angewendet 
hatte  und  der  im  Werientlichen  aus  einer  in  Centimeter  getheilten  Mano- 
meterröhre  und  einer  mit  derselben  verbundenen  Capillare  besteht,  durch 
welche  die  Luft  transspirirt ,  wenn  das  Wasser  in  der  Manometerröhre 
fällt.  Die  Beobachtung  der  Wasserstände  in  der  Manometerröhre  und 
der  entsprechenden  Transspirationszeiten  lässt  die  Reihnngsconstante  mit 
Hilfe  des  Po isseuille 'sehen  Gesetzes  berechnen.  Derartige  Versnche, 
im  Ganzen  20,  wurden  bei  verschiedenen  Temperaturen  von  18^  4—27®, 
2  C.  angestellt  und  die  gefundenen  Reibungscoefficienten  mit  Hilfe  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  nach  der  Formel 

berechnet.    Die  Rechnung  ergab 

fl  ==  0,00017889  +  0,00000042709^. 

Der  hieraus  für  0  =0®  C.  resultirende  Werth 

1^0=0,00017889 

stimmt  gut  mit  den  Resultaten  der  Versuche,  welche  Meyer  nach  zwei  ver- 
schiedenen Methoden  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmte.  Nach  einer  Be- 
obaclitnngsmethode  fand  er 

1^,,  =  0,000171,  1^0  =  0,000174,  1^0  =  0,000170, 

nach  einer  andern 

^0  =  0,000174, 

und  aas  Grab  am 's  Transspirationsversuchen  für  15^5  C. 

1^  =  0,000178. 

Bringt  man  die  Gleichung  ij^^A+B^  auf  die  Form 

iZ  =  i?o(l  +  ««^)  =  i?o(l  +  «^)", 

worin  a  den  Ansdehnnngscoefficienten  der  Luft  bedeutet,  so  erhält  man 

fi  =  0,652776, 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler  Ii=  +  0,020893  und  den  Fehlergrenzen 
0,018544  und  0,023242.    Man  bleibt  daher  noch  innerhalb  dieser  Fehlergren-       » 
zen,  wenn  man  n  =  |. setzt,  somit 

1?  =  i?a  (i + «^r/-.  Dig,,3,  ,y  Google 
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Die  von  der  Hypothese  der  molecnlaren  Stösse  aasgehende  Theorie 
der  Gase  führt  bekanntlich  zum  Gesetze,  dass  die  Beibangsconstante  der 
Luft  der  absoluten  Temperatur  proportional  sein  soll,  d.  h. 

Diesem  Gesetze  steht  das  ebenerwähnte,  nach  welchem  die  Reibungs- 
constante  der  f  Potenz  der  absoluten  Temperatur  proportional  ist,  viel 
näher  ala  die  älteren  Bestimmungen 

von  Maxwell  iy=3?|o(l  +ofd), 
„    Meyer       i;  =  i?o(l  +  «^)\ 
und  spricht  zu  Gunsten  der  Max  welT sehen  Theorie,  somit  auch  für  die 
Richtigkeit  der  Hypothese  der  molecnlaren  Stösse. 

(Aus  den  Sitzangsberichten  der  Wiener  Akademie.) 
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a£Bn- veränderlicher  nnd  collinear- veränderlicher 
ebener  Systeme. 
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Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  k5nigl.  Poljrtecbniknm  zu  Dresden. 


(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  1-15.) 


Zweite  Mittheilung.  * 

I.    Äfi^-yeränderliohe  ebene  Systeme. 

Darch  die  AnfhebuDg^  der  Ruhe  und  Starrheit  der  geometrischen  Ge- 
bilde werden  wir  zn  immer  höheren  allgemeinen  Beziehungen  geführt, 
welche  nicht  nur  für  die  Forschungen  in  der  reinen  Geometrie,  sondern  auch 
für  die  angewandte  Kinematik  von  unübersehbarem  Nutzen  sind.  —  Je 
veiter  in  dieser  Bichtung  die  Untersuchungen  furtschreiten,  desto  mehr 
erkennen  wir,  dass  die  Beziehungen  der  Grössen  ,  Lagen  und  Bewegungs* 
verbältnisse  vereint  mit  grossem  Erfolg  die  Auffindung  neuer  geometrischer 
Wahrheiten  fördern  und  dass  die  Resultate  der  Lehre  der  Bewegung  starrer 
Systeme  ganz  specielle  Fälle  der  höheren  Beziehungen  sind,  welche  sich 
bei  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme  ergeben. 

Alle  Autoren,  welche  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 
bebandelt  haben,  sind  von  dem  folgenden  Satze  ausgegangen:  Ein  star- 
res ebenes  System  kann  innerhalb  seiner  Ebene  stets  durch 
Drehung  um  einen  Systempunkt  aus  einer  Lage  in  eine  belie- 
bige andere  gebracht  werden.  Bei  der  Bewegung  ähnlich  veränder- 
licher ebener  Systeme  haben  wir  schon  erkannt,  dass  dieser  Satz  nur  für 
starre  Systeme  gilt,  also  ganz  isolirt  dasteht  und  in  der  bisherigen  Form  keiner 
rationellen  Verallgemeinerung  fähig  ist.    Das  Festhalten  an  der  beschränk- 


**  Fortsetsung  der  Abhandlung  YII  dieses  Bandes. 
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ten  Form  dieses  Satzes  hat  sogar  dahin  geführt:  ein  äLnlich-veränderliches 
ebenes  System  durch  Drehung  am  einen  Systempnnkt  und  dann  durch  ge- 
radlinige Verschiebung  aus  einer  Phase  in  eine  andere  überzuführen;*  wäh- 
rend dies  doch  durch  eine  geradlinige  Bewegung  allein  geschehen  kann. 

Aus  der  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich- veränderlicher  ebener 
Systeme  geht  hervor,  dass  das  bewegte  starre  ebene  System ,  wenn  wir  bei 
demselben  die  Möglichkeit  voraussetzen,  es  könne  in  jedem  Moment  ein 
ähnlich- veränderliches  werden,  ein  specieller  Fall  des  bewegten  ähnlich- 
veränderlichen ebenen  Systems  ist.  Dann  bewahren  alle  Sätze  der  Be- 
wegung der  collinear- veränderlichen  und  specieller  der  ähnlich  -  veränder- 
lichen ebenen  Systeme  ihre  Giltigkeit  bei  der  Bewegung  starrer  Systeme; 
und  nicht  die  Drehung,  sondern  die  geradlinige  Bewegung  ist  die  ein- 
fachste Bewegungsform,  welche  das  Fundament  der  Untersuchungen  bildet. 
Demnach  muss  jener  Satz,  wenn  er  das  Merkmal  einer  höheren  Abstam- 
mung an  sich  tragen  soll,  in  folgende  Form  gefasst  werden :  Ein  ähnlich- 
veränderliches  ebenes  System  kann  innerhalb  seiner  Ebene 
durch  geradlinige  Bewegung,  bei  der  stets  ein  Systempunkt 
fest  bleibt,  aus  einer  Phase  in  eine  andere  congruente  Phase 
gebracht  werden.  Handelt  es  sich  nun  um  die  Ueberführung  eines 
starren  ebenen  Systems  aus  einer  Lage  in  eine  andere,  so  müssen  wir  vom 
höheren  theoretischen  Gesichtspunkte  aus  das  starre  ebene  System  als  in  ein 
ähnlich- veränderliches  übergegangen  betrachten  und  dann  ist  die  gerad- 
linige Ueberführung  aus  einer  Phase  S^  in  eine  congruente  5,  aequivalent  der 
Drehung  des  starren  ebenen  Systems  innerhalb  seiner  Ebene  aus  der  Lage 
5|  in  die  Lage  S,.  Ist  die  Bewegung  unendlich  klein,  liegen  die  beiden  con- 
gruenten  Phasen  wie  bei  jeder  krummlinigen  Bewegung  unendlich  nahe,  so 
befindet  sich  das  starre  System ,  welches  wir  als  in  ein  ähnlich  •  veränder- 
liches übergegangen  betrachten,  ohne  dass  diese  Veränderlichkeit  zur  Gel- 
tung gelangt,  in  der  kleinsten  Systemphase. 

In  analoger  Weise,  wie  in  der  ersten  Mittheilung,  welche  die  Bewegung 
ähnlich  veränderlicher  ebener  Systeme  behandelt,  wollen  wir  hier  die  Be- 
wegung der  affin- veränderlichen  ebenen  Systeme  zuerst  untersuchen  und  dann 
zur  Bewegung  der  coUinear- veränderlichen  ebenen  Systeme  übergehen. 

Ein  ebenes  System,  welches  während  der  Bewegung  \n  einer  festen 
Ebene  sich  derart  ändert,  dass  alle  Phasen  desselben  affine  Systeme  sind, 
nennen  wir  ein  affin  veränderliches  System.  Die  Phasen  desselben 
sind  durch  drei  Punkte  bestimmt.  Daher  können  wir,  wenn  wir  die  Be- 
wegung von  drei  Systempunkten  untersuchen,  aus  ihrem  Lauf  die  Bewegung 
des  ganzen  affin  •  veränderlichen  Systems  erschliessen. 

Wir  nehmen  an,  es  seien  Ay  B,  C  drei  Punkte  eines  ebenen  affin -ver- 
änderlichen Systems  S,  die  sich  derart  resp.  auf  drei  Geraden  a,  6,  c  (Taf.V, 


*  Liguine,  Nouv.  Annales  de  maih,  1873,  p.  491. 
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F%.  l)  bewegen,  dass  die  unbegrenzt  gedachten  Systemgeraden  AB  und  AC 
in  ihren  verschiedenen  Lagen  ^i  ^i,  ^t^t»  A^B^„.  und  ^t^i,  A^C^^  A^C^... 
die  Geraden  a,  b^  c  in  ähnlichen  Punktreihen  schneiden.  Die  Phasen  des 
Systems  5,  welche  durch  die  Punkte  ^,  B^  C^y  A^B^C^^  A^B^C^^ ...  bestimmt  • 
sind,  wollen  wir  besiehungsweise  mit  ^,,  S^^  S^,  ...  bezeichnen.  —  Zwei  in 
einer  Ebene  liegende  affine  Systeme  haben  bekanntlich  stets  drei  selbstent- 
sprechende Punkte,  Ton  denen  der  eine,  der  stets  reell  ist,  im  Allgemeinen 
im  Endlichen  liegt ,  die  beiden  anderen  aber,  welche  entweder  reell  oder 
imaginär  sein  können,  sich  stets  im  Unendlichen  befinden.  —  Es  wird  zu- 
nächst unsere  Aufgabe  sein,  den  zuerst  genannten  selbstentsprechenden 
Punkt,  den  wir  mit  0  bezeichnen  wollen,  für  zwei  beliebige  Systemphasen, 
etwa  ^1  nnd  5«,  zu  bestimmen.  Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  l  0  der  im 
Endliehen  liegende  selbstentsprechende  Punkt  zweier  affiner  ebener  Systeme 
5,  nnd  S^,  welche  durch  die  entsprechenden  Punkte  A^B^C^  und  A^B^C^ 
bestimmt  sind;  so  sind  die  Geraden  OCx  und  OC^  entsprechende  Gerade  und 
die  Schnittpunkte  P^  und  P^  welche  diese  Geraden  beziehungsweise  mit  den 
Geraden  A^B^  und  A^B^  bilden,  entsprechende  Punkte;  daraus  folgt,  dass 
Pi  die  Strecke  A^B^  in  demselben  Verhältniss  theilt,  wie  P^  die  Strecke 
A^B^y  nnd  ferner,  dass  P^P^  parallel  C^C^  ist.  Wir  erhalten  demnach  den 
Pnnkt  O,  welchen  die  beiden  durch  die  Dreiecke  A^B^  C^  und  A^B^C^  be- 
stimmten affinen  Systeipe  im  Endlichen  entsprechend  gemein  haben,  wenn 
wir  zu  der  Verbind un^sgeraden  zweier  entsprechender  Eckpunkte  (C|,  C,) 
der  bestimmenden  Dreiecke  eine  Parallele  ziehen,  welche  die  gegenüber 
liegenden  Dreiecksseiten  (i^j  ^i,  AfB^)  in  gleichem  Verhältniss  theilt.  Die 
so  erhaltenen  Theilpnnkte  (P,,  P^)  geben  resp.  mit  den  Eckpunkten  (C,,  C,) 
verbunden  zwei  Gerade,  die  sich  in  dem  selbstentsprechenden  Punkte  0 
schneiden.  * 

Betrachten  wir  die  vier  Geraden  A^  ^,,  A^Bt%  a,  b  als  Tangenten  einer 
Parabel  ti,  so  ist  auch  die  Gerade  P,  P,  eine  Tangente  dieser  Parabel; 
nnd  wir  erhalten  demnach  die  Punkte  P|,  P,,  wenn  wir  an  die  gedachte  Pa- 
rabel n  eine  Tangente  p  parallel  der  Geraden  c  ziehen.  Da  die  Punktreihen 
i^i,  A^y  A^y,..  auf  a  und  ^,,  ^,,  ^s,...  auf  ^  ähnlich  sind,  so  umhüllen  die 
Geraden  A^  B^^  A^  B^^  A^  ^s»  •  •  •  ^i^  Parabel  tt;  und  wenn  wir  nun  in  gleicher 
Weise,  wie  oben  angegeben  wurde,  auch  den  selbstentsprechenden  Punkt  der 
Systeme  S^  und  S^  bestimmen ,  dann  erhalten  wir  dieselbe  Parabeltangente 
p  {PiPt)y  welche  A^B^  in  P^  schneidet.  Die  PunktreiBe  Pf,  P^^  P^^  ...  ist 
den  Punktreihen  auf  a  und  b  und  somit  auch  der  auf  c  ähnlich;  daraus  folgt, 
dass  alle  Verbindungsgeraden  CjPi,  CfP^y  C,Ps, ...  sich  in  einem  Punkte  0 
schneiden  und  dass  alle  Systemphasen  5|,  5,,  <S>3,.. .  einen  gemeinsamen 
selbstentsprechenden  Punkt  0  besitzen,  den  wir  den  Affinitätspol  nen- 
nen wollen. 

Ziehen  wir  von  diesem  Affinitätspol  0  die  Tangenten  r,  s  an  die  Pa- 
rabel 9r,  so  haben  alle  Systemphasen  S|,  iSt,  5,,  ...  diese  Tangenten  als 
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gemeinsame  selbstentsprechende  Gerade,  welche  die  allen  Systemphasen 
angehörende  selbstentsprechende  unendlich  ferne  Gerade  in  den  gemein- 
samen unendlich  fernen  selbstentsprechenden  Punkten  (in  den  unendlich 
'  fernen  Affinitätspolen)  schneiden.  Die  beiden  durch  0  gehenden  selbstent- 
sprechenden Geraden,  sowie  die  beiden  unendlich  fernen  selbstentsprechen- 
den Punkte  sind  imaginär,  wenn  der  Affinitätspol  0  innerhalb  der  Parabel  n 
liegt.  —  Eine  Punktreihe  auf  den  Geraden  AB^  AC  oder  BC  kann  auch  als 
einem  ähnlich  -  veränderlichen  System  angehörig  betrachtet  werden  und 
demnach  bewegen  sich  alle  Punkte  der  Geraden  AB^  AC^  BC,..,  des  affin- 
▼eränderlichen  Systems  S  auf  geraden  Linien  und  erzeugen  auf  diesen 
während  der  Bewegung  des  Systems  S  ähnliche  Punktreihen.  Nehmen  wir 
nun  noch  einen  beliebigen  vierten  Punkt  D  des  affin  veränderlichen  Systems 
5  an,  so  können  wir  durch  ihn  eine  beliebige  Systemgerade  ziehen,  welche 
etwa  die  Geraden  AB  und  AC  in  den  Punkten  U  und  V  schneidet;  dann 
beschreiben  die  Systempunkte  ü,  V  ähnliche  gerade  Punktreihen  und  dem- 
nach bewegt  sich  auch  der  Punkt  i>,  der  in  allen  Phasen  des  affin-veränder- 
lichen Systems  S  die  veränderliche  Strecke  l/,  V  stets  in  gleichem  Verhält- 
niss  theilt,  auf  einer  Geraden  d  und  erzeugt  auf  derselben  eine  ähnliche 
Punktreihe.  —  Hiernach  können  wir  das  Ergebniss  unserer  Betrachtungen  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

I.    Bewegen  sich  drei  Punkte  eines  affin-veränder- 
lichen ebenen  Systems  derart  auf  drei  Geraden,   dass 
sie  auf  diesen  ähnliche  Punktreihen  erzeugen,  so  blei- 
ben drei  Systempunkte,  der  Affinitätspol  und  zwei  un- 
endlich  ferne   reelle  oder  imaginäre  Punkte    und   die 
durch  sie  bestimmten   Geraden  unbeweglich;    alle   be- 
weglichen Systempunkte    bewegen    sich  auf  Geraden, 
welche  durch  je  zwei  homologe  Punkte  zweier  System- 
phasen gehen,  und   erzeugen  auf  diesen  Geraden  ähn- 
liche   Punktreihen;    alle    beweglichen   Systemgeraden 
umhüllen  Parabeln,  welche  die  beiden  festen  durch  den 
Affinitätspol  gehenden  reellen  oder  imaginären  selbst- 
entsprechenden Geraden  berühren. 
Diese  Bewegungsform  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  wol- 
len wir  die  geradlinige  Bewegung  desselben  und  die  Geraden,   auf 
denen  sich  die  Systempunkte  bewegen,  die  Bahngeraden  nennen.    Dem- 
nach ist  die  geradlinige  Bewegung  eines  affin  •  veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems bestimmt,  wenn  ein  Systempunkt  fest  bleibt  und  zwei  andere  System- 
punkte zwei  gerade  ähnliche  Punktreihen  erzeugen. 

Betrachten  wir  zwei  beliebige  Systemphasen  Sg  und  S^  eines  affin-ver- 
änderlichen Systems  S,  dann  sind  die  Verbindungsgeraden  der  homologen 
Punkte  die  in  der  festen  Ebene  liegenden  ßahngeraden  der  Systempunkte. 
Jedem  Systempunkte,  ausgenommen  die  selbstentsprechenden  festen  Punkte, 
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enUpricfat  eine  durch  ihn  gebende  Bahngerade,  mid  jpder  Bahngeraden, 
ausgenommen  die  selbstentsprechenden  festen  Geraden,  entspricht  ein  auf 
ihr  liegender  Systempunkt.  Um  zu  einem  Systempunkt  Z>,  der  in  der  Phase 
Sx  die  Lage  D^  hat,  die  entsprechende  Bahngerade  zu  bestimmen,  brauchen 
wir  nur  den  entsprechenden  Punkt  i>y  in  der  Phase  Sy  zu  construiren;  dann 
ist  DjfDy  die  Bahngerade  des  Systempunktes  D.  Die  Bahngeradon  aller 
Punkte,  welche  auf  einer  Systemgeraden  g  liegen,  umschliessen  eine  Pa- 
rabel, dieselbe,  welche  die  verschiedenen  Lagen  der  Systemgeraden  g  wäh- 
rend der  geraidlinigen  Bewegung  des  affin -veränderlichen  Systems  umhüllen. 
Betrachten  wir  einen  Systempunkt  D  als  Mittelpunkt  eines  Systemstrahlen- 
büschels, so  umhüllt  jeder  Strahl  des  Büschels  während  der  geradlinigen 
Bewegung  des  affin •  veränderlichen  Systems  S  eine  Parabel,  welche  die 
festen  geraeinsamen  selbstentsprechenden  reellen  oder  imaginären  Geraden 
und  die  Bahngerade  des  Punktes  D  berührt.    Hieraus  folgt  der  Satz : 

IL     Die  Strahlen    eines    Systembüschels    umhüllen 
bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  affin- veränder- 
lichen   Systems    eine    Parabelschaar,    für    welche    die 
beiden   selbstentsprechenden    Geraden   und   die   Bahn- 
gerade   des    Büschelmittelpunktes    gemeinschaftliche 
Tangenten  sind. 
Die  Brennpunkte  aller  so  erzengten  Parabeln  liegen  bekanntlich  auf 
einem  durch  die  Schnittpunkte  der  drei  Tangenten,   also  auch  durch  den 
Affinitätspol  gehenden  Kreise,  und  die  Leitlinien  schneiden  sich  im  Durch- 
scbnittapunkt  der  Höhen  des  Tangentendreiecks.* 

Nehmen  wir  an,  es  sei  g  in  Fig.  2  eine  beliebige,  in  der  festen  Ebene 
liegende  Bahngerade,  so  erhalten  wir  in  der  durch  die  Punkte  Jx^  ßxy  Gx 
gegebenen  Systemphase  Sgg  die  Lage  Gx  des  Systempunktes  G^  der  sich  auf 
dieser  Geraden  bewegt,  wenn  wir  die  Gerade  g  als  dem  durch  die  Punkte 
A^  Byy  Cy  gegebenen  System  Sy  angehörig  betrachten ,  demgemäss  mit  gy 
bezeichnen  und  die  entsprechende  Gerade  gx  im  System  Sx  bestimmen;  der 
Durchschnitt  Gx  dieser  Geraden  ist  dann  in  der  Phase  Sx  die  Lage  des  sich 
auf  g  bewegenden  Systempunktes  G,  —  Bestimmen  wir  so  zu  jeder  durch 
einen  Punkt  By  gehenden  Bahngeraden  g^  den  entsprechenden  Punkt  Gx^y 
80  bilden  diese  Punkte  einen  Kegelschnitt  K^  auf  dem  die  entsprechenden 
Punkte  Bx^  Byy  der  Affinitätspol  0  und  die  unendlich  fernen  reellen  oder 
imaginären  selbstentsprechenden  Punkte  liegen.  Hieraus  ergiebt  sich  der 
Satz: 

in.  Alle  Systempunkte,  welche  sich  während  der 
geradlinigen  Bewegung  eines  affin-veränderlichen  Sy- 
stems   auf  Bahngeraden    bewegen,    die    sich    in    einem 


*  J.  Steiner,  Theorie  der  Kegelschnitte,  bearbeitet  von  H.  Schröter.  Leip- 
lig,  1867.     8.  289  und  290.  Digiti.ed  by  Gobglc 
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Paukte  Bchneideo,  liegea  in  jeder  Systemphase  auf 
einem  Kegelschnitt,  der  durch  die  selbstentsprechen- 
den Punkte  (den  Affinitätspol  d,ie  anendlich  fernen 
festen  Paukte)  und  durch  den  geroeinsamen  Schnitt- 
punkt der  Bahngeraden  geht. 
Aus  diesem  Satze  folgt: 

IV.  Die  Phasen  eines  Systemkegelschnittes,  des- 
sen Punkte  sich  auf  den  Strahlen  eines  Büschels  be- 
wegen, bilden  ein  Kegelschnittbüschel.  * 

Die  Kegelschnitte  dieses  Büschels,  welche  durch  den  Affinitätspol,  den 
Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  und  durch  die  beiden  unendlich  fernen 
selbstentsprechenden  Punkte  gehen,  sind  homothetische  Kegelschnitte,  d.  h. 
sie  sind  ähnlich  und  haben  parallele  Axen.  Dieses  Kegelschnittbüschel 
besteht  aus  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  je  nachdem  die  unendlich  fernen 
selbstentsprechenden  Punkte  reell  oder  imaginär  sind.  Bei  einem  ähnlich- 
veränderlichen System  geht  dieses  Kegelschnittbüschel  in  ein  System  von 
Chordalkreisen  über. ' 

Bilden  die  Babngeraden  ein  Parallelstrahlenbüschel ,  so  liegen  alle 
Systemp unkte ,  welche  diesen  Bahngeraden  entsprechen,  auf  einer  durch 
den  Affinitätspol  gehenden  Geraden.  Hieraus  ergiebt  sich  folgende  einfache 
Construction  des  Affiuitätspoles  0.  Es  sind  in  Fig.  2  zwei  beliebige  System- 
phasen 5«,  Sy  durch  die  entsprechenden  Dreiecke  AxB^C,  und  AyByCy  ge 
geben.  Wir  ziehen  durch  C^e  zu  J^x^xt  durch  Cy  zu  -^yBy  resp.  die  Paral- 
lelen CgEx,  CyEy]  dann  geht  die  Verbindungsgerade  ÜV  der  Schnittpunkte 
ü  und  V  dieser  entsprechenden  Parallelen  durch  den  AffinitatspoU  — 
Ferner  ziehen  wir  durch  ßx  zu  A^Cxt  durch  By  zu  AyCy  resp.  die  Paral- 
lelen BxFx}  resp.  ByFy]  dann  geht  auch  die  Verbindungsgerade  ü'V  der 
Schnittpunkte  0'  und  F'  dieser  entsprechenden  Parallelen  durch  den  Af- 
finitätspol, und  demnach  ist  der  Durchschnitt  0  der  Geraden  üV  und  ü'  V 
der  Affinitätspol. 

Betrachten  wir  iu  Fig.  2  das  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  By 
ist,  zu  der  Systemphase  Sx  gehörig  und  bezeichnen  wir  demgemäss  den 
Punkt  By  mit  P^,  so  bewegen  sich  die  auf  den  Strahlen  ^^,  ^'„  . . .  gr",  dieses 
Büschels  liegenden  Punkte  G^,  ^'«...0%,  welche  den  Kegelschnitt  K  bil- 
den, momentan  in  der  Richtung  dieser  Strahlen;  diese  Punkte  sollen  die 
Gleitpunkte  der  Strahlen  des  Büschels  fxifix^  G'x"-0\)y  «nd  der 
Kegelschnitt  Ä",  auf  dem  sie  liegen  soll,  der  Gleitpunkt-Kegelschnitt 
heisscn.  Der  Mittelpunkt  Px  des  Büschels  bewegt  sich  auf  der  Bahngeraden 
p,  welche  den  durch  die  Punkte  6'^,  G'^...  C*  gebildeten  Kegelschnitt  K  in 
Px  berührt.    Hieraus  folgt  der  Satz : 

V.  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  eines  affin-ver- 
änderlichen ebeneu  Systems  liegen  die  Gleitpunkte  der 
Strahlen  eines  Büschels  iu  einer  System pk^s^^uf  einem 
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durch  den  Affinitätspol   ond   durch   die  unendlich  fer- 
nen    selbstentsprechenden    Punkte    gehenden     Kegel- 
schnitt, der  die  Bahngerado  des  Büschelmittelpunktes 
berührt. 
Jeder  Systemphase  entspricht  demnach  für  ein  Sjstemstrahlenbüschel 
ein  Gleitpunkt-Kegelschnitt;  alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  den  Af- 
fioitätspol    und   durch   die   beiden   unendlich   fernen   selbstentsprechenden 
Punkte,  und  berühren  die  Bahngerade  des  Büschelmittelpunktes  in   der 
Pnnktreihe,  welche  in  den  verschiedenen  Phasen  von  den  Lagen  des  Bü- 
schelmittelpunktes gebildet  wird.     Bei   der  Bewegung  eines  ähnlich -ver- 
loderlichen  Systems  und  eines  starren  Systems  wird  der  Gleitpunkt-Kegel- 
:>chnitt  ein  Gleitpunkt -Kreis. 

Die  Strahlen  eines  Systembüschels  umhüllen  während  der  geradlinigen 
Bewegung  eines  affin  -  veränderlichen  Systems  eine  Parabelschaar  und  der 
Gleitpunkt -Kegelschnitt  einer  bestimmten  Systempbase  S^g  schneidet  diese 
Parabeln  in  den  Punkten,  in  welchen  in  der  Systemphase  5,  momentan  alle 
Parabeln  von  den  Strahlen  des  Büschels  berührt  iwerden.  Die  Bahngerade 
des  Büschelmittelpunktes  ist  eine  gemeinschaftliche  Tangente  aller  Parabeln 
ond  des  Gleitpunkt  -  Kegelschnittes. 

Denjenigen  Strahl  eines  Büschels,  der  in  einer  Systemphase  mit  der 
Babogeraden  des  Büschelmittelpuuktes  zusammenfällt,  nennen  wir  einen 
Gleitstrahl  des  Büschels. 

Betrachten  wir  nun  jeden  Punkt  einer  bewegten  Systemgeraden  als 
Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels,  so  berühren  die  Gleitstrahlen  dieser 
Büschel  in  jeder  Phase  dieselbe  Parabel. 

.  Nehmen  wir  an ,  es  seien  in  Fig.  1  die  beiden  beliebigen  Geraden  r 
und  8  zwei  selbstentsprechende  Gerade,  a,  6,  c, ...  beliebige  Bahngerade, 
und  bezeichnen  wir  die  Abschnitte,  welche  die  Geraden  r  und  s  auf  diesen 
bilden,  resp.  mit  Jr^»^  BrBs^  CrCg, .,,,  so  erhalten  wir  die  Systemphasen 
^i^,C, ,  A^B^Cij,,,  eines  geradlinig  bewegten  affin- veränderlichen  Systems, 
wenn  wir  auf  die  Bahngeraden  von  einer  selbstentsprechenden  Geraden, 
etwa  von  r  aus  die  Strecken 

Af  Ai  =  171] .  j4f  As )      Ar  A^  c=  tn^  .  Af  ^4« , . . . , 
Br B^^^niy,  Bf  Bg ,     Br  B^=^  m^  .  Br  ^5 ,  •  • . , 

CrCi  =  mi.CrC^i         Cr  Cj  =  IWf  .  C^r  ^f  )  •  •  • 


ordnungsgemäss  auftragen,    llierin  sind  m«,  fn,,...  beliebige  Zahlen. 

Denken  wir  uns  alle  Bahngeraden  durch  einen  Punkt  Q  gezogen,  so 
erhalten  wir  auf  diese  Weise  Hyperbeln ,  welche  sich  in  Q  und  in  dem  Af- 
finitätspol 0,  dem  Durchschnitt  der  Geraden  r,  s  schneiden  und  deren 
Asymptoten  diesen  selbstcntsprechendeu  Geraden  parallel  sind.  Diese  Hy- 
perbeln sind  Phasen  einer  Systemhyperbel,  deren  Punkte  sich  währ^pi^er^T^ 
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geradlinigeo  Bewegung  des  affin  -  veränderlichen  Systems  aaf  den  Geraden 
bewegen,  die  durch  den  Punkt  Q  gehen.  Liegt  Q  ^^^  einer  der  selbstent- 
sprechenden Geraden  r,  5,  etwa  auf  r,  dann  degeuerirt  jede  Hyperbelpbase 
za  zwei  Geraden;  die  eine  derselben  fälH  mit  r  zusammen  und  die  andere 
ist  parallel  zu  s.  Ein  analoges  Resultat  ergiebt  sieb,  wenn  Q  auf  der  Ge- 
raden 8  liegt     Hieraus  folgt: 

VI.  Jede  Systemgerade,  die  parallel  zu  einer 
selbstentsprechenden  Geraden  ist,  bewegt  sich  wäh- 
rend der  geradlinigen  Bewegung  eines  äff  in- veränder- 
lichen Systems  parallel  zu  sich  selbst  und  ihre  Funkte 
beschreiben  Gerade,  welche  sich  in  einem  Punkte  der 
andern  selbstentsprechenden  Geraden  schneiden. 

Nach  diesen  Betrachtungen  gelangen  wir  leicht  zu  dem  geometrischen 
Ort  derjenigen  Punkte,  welche  sich  in  einem  Moment  der  geradlinigen  Be- 
wegung oder  in  einer  bestimmten  Systempliase  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
bewegen.  Wenn  zwei  sclbstentsprecbende  Gerade  r,  s  auftreten,  so  können 
wir  den  geoinetrischen  Ort  der  Punkte  gleicher  Geschwindigkeit  in  folgender 
Weise  ermitteln.  Um  z.  \^.  die  Punkte  zu  bestimmen,  welche  in  einer  Sy- 
stemphase/S|  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  die  ein  in  dieser  Systemphaae  ' 
beliebig  angenoniuiener  Punkt  Qi  besitzt,  so  brauchen  wir  nur  die  dem  System- 
pnnkt  Q  angehörige  Bahngerade  q  zu  ziehen  und  die  Strecke  OrOsy  welche 
die  selbstentsprechenden  Geraden  r,  s  auf  der  Bahngeraden  q  abschneiden, 
unverändert  mit  ihren  Endpunkten  Qr^  Q,  auf  den  Geraden  r,  s  gleiten  zu 
iassen,  dann  beschreibt  der  Punkt  Qi  die8er  bewegten  Geraden  eine  Ellipse, 
welche  der  geometrische  Ort  der  Punkte  gleicher  (ieschwindigkeit  ist.  Wir 
erhalten  hiernach  den  Satz:  * 

VII.  Alle  Systenipunkte  eines  geradlinig  bewegten 
affin- veränderlich  en  ebenen  Systems,  welche  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Systempunktes  Q  besitzen,  lie- 
gen auf  einer  Systemellipse,  die  durch  Q  geht,  deren 
Mittelpunkt  der  Affinitätspol  ist;  und  alle  Ellipsen- 
phasen haben  den  A  ffinitätspol  als  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt. 

Die  Gesammtheit  dieser  Ellipsenphasen  wird  durch  die  Punkte  der 
Geraden  q  beschrieben,  wenn  die  Endpunkte  der  Strecke  QrQs  auf  den  Ge- 
raden r,  s  entlang  gleiten.  Üiese  Ellipsen  können  auch  durch  Rollen  eines 
Kreises  in  einem  andern  festen  Kreise  von  doppelt  so  grossem  Radius  als 
des  JToIlenden  erzeugt  werden.  Die  Systcrapunkte ,  die  auf  gleich  langen 
Bahnstrecken  aus  einer  Systcmphane  in  eine  andere  gelangen,  liegen  also 
auf  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Affinitätspol  ist. 

Sind  die  selbstentsprechenden  Geraden  imaginär,  so  kann  man  den  Ort  der 
Punkte  gleicher  Geschwindigkeit  folgendermassen  bestimmen.  Es  seien  in 
Fig.3  ^atBxCx*:  und  AyByCy,,.  zwei  entsprechende  Punktreihen  in  den  Sy- 
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stemphasen  S^g  und  5y,  und  0  sei  der  Affinitätspol.  In  der  Systempbase  Sjg 
nehmoD  wir  einen  beliebigen  Punkt  P,  etwa  auf  der  Geraden  Aj^O  an,  ziehen 
Px^Sß  ^i>^  zum  Durchscbnitt  mit  OJ^  parallel  zu  A^-^y'^  dann  ist  Py  der  ent- 
««precheude  Punkt  in  S^^  denn  alle  Punkte  einer  durch  den  AffinitätB- 
pol  gehenden  Geraden  bewegen  sich  auf  parallelen  Bahngeraden.  Der 
Sjstempunkt  P  durchschreitet  von  der  Phase  Sje  bis  zur  Phase  Sy  die 
Strecke  PjcPyy  welche  wir  mit  v  bezeichnen  und  als  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  P  betrachten  wollen.  Legen  wir  nun  die  Strecke  v  so  in  das 
Dreieck  B^OBy^  dass  sie  parallel  BxBy  ist,  und  ebenso  in  das  Dreieck 
C^OCy  parallel  C^Cy^  was  leicht  mit  üilfe  eines  um  0  mit  dem  Radius  o 
beschriebenen  Kreises  ausführbar  ist,  so  erhalten  wir  die  entsprechenden 
Punkte  P'x^'yj  ^'x^'y  u-  s«  w.  Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass 
die  Punkte  /*P.,P"jr...  ond  ebenso  die  Punkte  Pyl^' yP'y-"  eine  Ellipse 
bilden,  deren  Mittelpunkt  0  ist.  Daraus  folgt,  dass  auch  in  «diesem  Falle 
die  Punkte,  welche  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  besitzen,  in  jeder  Phase 
auf  einer  Ellipse  liegen,  deren  Mittelpunkt  der  Affinitätspol  ist.  Die  an- 
gegebene Oonstruction  des  Ortes  der  Punkte  gleicher  Geschwindigkeit  ist 
in  jedem  Falle  anwendbar,  die  selbstentsprechenden  Geraden  mögen  ima- 
ginär oder  reell  sein,  oder  in  eine  einzige  Gerade  zusammenfallen.  —  Bei 
einem  ähnlich-veränderlichen  ebenen  System  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche 
in  einer  Sjstemphase  eine  bestimmte  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeitspol  ist. 

Wir  nehmen  an,  es  bewegen  sich  in  Fig. 4  drei  Punkte  ABC emes  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  von  einer  Systemphase  Ax  B^  C^  bis  zu  einer 
andern  A^B^C^  geradlinig,  und  von  da  bis  zu  einer  dritten  Phase  A^B^C^ 
wieder  geradlinig,  aber  so,  das»  die  gebrochenen  Bahnstrecken  A^A^A^^ 
B^ßzB^^  CiC^C^  ähnlich  sind.  Um  den  Affinitätspol  0  für  die  erste  gerad- 
linige Bewegung  zu  bestimmen,  ziehen  wir  parallel  zu  C,  C^  die  Gerade  P,  P,, 
welche  At  B^  und  A^B^  in  gleichem  Verhältniss  theilt;  dann  ist  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  C^  P^  und  C^P^  der  Affinitätbpol  0.  Betrachten  wir  nun  die 
Punkte  APB  als  einem  ähnlich  veränderlichen  System  angehörig,  so  ist  die 
gebrochene  Bahnstrecke  P^  PtPsj  welche  der  Punkt  P  beschreibt,  den  ge- 
brochenen Bahnstrecken  A^A^A^  und  B^  B^  B^  und  somit  auch  C,  C,C,  ähnlich; 
folglich  ist  auch  P^P^  parallel  C,(7„  und  die  Gerade  P,Ps  theilt  A^B^,  A^B^ 
in  gleichem  Verhältniss.  Demnach  ist  der  Durchschnitt  der  Geraden  C,  P„ 
(', ^,  der  Affinitätspol  für  die  zweite  geradlinige  Bewegung;  dieser  fällt 
abor  mit  0  zusammen,  weil  die  gebrochenen  Bahnstrecken  C^C^C^  und 
/'i  P,P,  ähnlich  und  parallel  sind;  und  alle  übrigen  Systempunkte  bewegen 
!»icli  auf  Bahnstrecken,  welche  den  Bahnstrecken  der  Systempunkte  A,  ß,  C 
ähnlich  sind.  Nehmen  wir  nun  an,  die  Bahnstrecken  A^A^^  A^A^^  B^  ^„  B^  ^,; 
6^, C,,  C^C^  und  im  Allgemeinen  auch  die  Supplemente  der  Winkel  A^A^A^^ 
^\  B^B^y  Cx  CfC^  seien  unendlich  klein,  so  erhalten  wir  Elemente  von  Bahn- 
curven,  und  hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  i<-^  t 
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VIII.  Bewegen  sich  drei  Punkte  eines  affin-ver- 
änderlichen ebenen  Systems  derart  auf  ähnlichen  Cur- 
ven,  dass  sie  auf  di^esen  ähnliche  krumme  Punktreiheu 
erzeugen,  so  bleibt  ein  Systempunkt,  der  Affinitäts- 
pol, unbeweglich;  alle  beweglichen  Systempunkte  be- 
wegen sich  auf  ähnlichen  Curven  und  erzeugen  auf 
diesen  ähnliche  krumme  Punktreiheu. 

Diese  Bewegungsform  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  wol- 
len wir  die  einförmig- krummlinige  Bewegung  desselben  und  die 
ähnlichen  Curven,  auf  denen  sich  die  Systempunkte  bewegen,  die  Bahn- 
curven  nennen. 

Die  einförmig-krummlinige  Bewegung  eines  affin- veränderlichen  ebenen 
Systems  ist  nach  obigem  Satze  auch  bestimmt,  wenn  ein  Systempunkt,  der 
Affinitätspol,-  fest  bleibt  und  zwei  andere  Systempunkte  sich  auf  ähnlichen 
Bahncurven  bewegen  und  auf  diesen  ähnliche  Punktreihen  erzeugen. 

Sind  in  Fig  5  AiA^A^...  und  B^B^B^,,,  einstimmig  ähnliche  Punkt- 
reiheu auf  den  Bahnkreisen  a,  6,  deren  Mittelpunkte  resp.  a,  ß  sind,  und  ist 
0  der  Affinitätspol,  so  bewegen  sich  alle  Punkte  des  durch  OAB  bestimmten 
affin  veränderlichen  Systems  iS  gleichzeitig  mit  gleicher  Winkelgeschwindig- 
keit auf  Kreisen,  deren  Mittelpunktsystem  dem  System  S  und  dessen  Phasen 
affin  ist  und  mit  diesen  den  Punkt  0  selbstentsprechend  gemein  hat.  Nehmen 
wir  z.  B.  in  der  Systemphase  OA^  By  einen  beliebigen  Punkt  C^  an  und  be- 
stimmen im  affinen  Kreismittelpunktsystem  Oaß  den  Punkt  y,  der  C^  ent- 
spricht, und  beschreiben  wir  um  /.einen  durch  C,  gehenden  Kreis  c,  so  ist 
dies  der  Bahnkreis  des  Systempunktns  C.  Diese  Bewegungsform  eines 
affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems  wollen  wir  die  kreislinige  Be- 
wegung des/)elben  nennen.  Da  die  auf  den  Bahnkrciseii  erzeugten  Punkt- 
reihen ähnlich  sind,  so  erhalten  wir  auch  nach  Seite  105  dieses  Bandes  den  Sat^  : 

IX.  Eine  Systemgerade  eines  affin- veranderl  iche  u 
ebenen  Systems  umhüllt  während  der  kreislinigen  Be- 
wegung desselben  einen  Kegelschnitt,  dessen  Haupt - 
axe  mit  einem  Durchmesser  des  kleinsten  Bahukreiscs, 
der  von  einem  Punkte  der  Systemgeraden  beschrieben 
wird,   zusammenfällt. 

Die  kreislinige  Bewegung  eines  affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems 
kann  auch  in  analoger  Weise  wie  die  kreislinige  Bewegung  eines  ähnlich - 
veränderlichen  ebenen  Systems  (auf  S.  166  dieses  Bandes)  von  einem  andern 
Gesichtspunkte  aus  betrachtet  werden. 

Der  Uebergang  zur  allgemeinsten  Bewegungsform  eines  affin-veränder- 
lichen ebenen  Systems  ei  fordert,  dass  wir  die  auf  S.  467  angedeutete  Bestim- 
mung des  Affinitätspoles  noch  zweckentsprechend  ausführlicher  behandeln. 

Sind  A^B^C^  und  A^  B^C^  in  Fig.  1  zwei  Phasen  eines  geradlinig 
bewegten   affin  •  veränderlichen  Systems ,  so  erhalten  wir/""^ieangegeben 
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wurde,  den  Affioitätspol  0,  wenn  wir  zu  einer  Bahngeraden,  etwa  zu  c,  eine 
Parallele  PtPt  ziehen,  welche  die  den  Ecken  (7,,  C^  gegenüberliegenden 
Dreiecksseiten  Ji  By ,  A^  C,  in  gleichem  VerhäUniss  theilt.  —  Die  Geraden 
PiPtt  welche  eine  Tangente  der  von  den  vier  Geraden  J^B^^  ^t^n  ^i  ^ 
berührten  Parabel  n  ist,  kann  man  mit  HilFe  des  Brianchon^schen  Sechs- 
seits,  dessen  eine  Seite  im  Unendlichen  liegt,  leicht  ziehen.  Betrachten  wir 
die  vier  in  Fig.  6  mit  m^  n^  a^  b  bezeichneten  Geraden  als  Tangenten  einer 
Parabel  9t,  an  welche  die  Tangente  p  parallel  der  Geraden  c  gezogen  werden 
soll,  so  ergiebt  sich  folgende  Constrnction.  Wir  ziehen  durch  den  Schnitt- 
pankt  m.Hy  der  mit  nah  bezeichnet  ist,  zu  b  eine  Parallele  %abßy  durch  den 
Schnittpunkt  a.n  zu  c  eine  Parallele,  welche  x^^^  in  H  trifft;  dann  schneidet 
die  Verbindungsgerade  des  Punktes  H  und  des  Schnittpunktes  a,b  die  Ge- 
rade m  im  Punkte  P, ,  durch  den  die  zu  c  parallele  Parabeltangente  p  oder 
P\Pt  geht  Sind  nun  J^B^C^  und  J^B^C^  in  Fig.  6  zwei  Systemphasen,  so 
ist  der  Schnittpunkt  0  der  Geraden  C|  P^  und  C^  P^  der  Affinitätspol. 

Da  m^Hj  a^  b  permutirt  24  Permutationen  geben,  so  erhalten  wir  bei 
onverSnderter  Lage  der  gegebenen  Geraden  24  verschiedene  Constructionen 
der  Tangente  p ;  und  da  wir  statt  parallel  zur  Bahngeraden  C,  C,  die  betref- 
fende Parabeltangente  auch  parallel  zu  der  Bahngeraden  ^,  J^  oder  B^  ß^ 
ziehen  köunen ,  so  ergeben  sich  3  mal  24  verschiedene  Constructionen  des 
Affinitätspoles  0.  Wir  erhalten  z.  B.  dieselbe  Gerade  i/P,,  wenn  wir  ^abB^ 
parallel  zu  a  und  durch  den  Schnittpunkt  b.n  eine  Parallele  zu  c  ziehen; 
beide  Parallelen  schneiden  sich  dann  in  einem  blm^ HP^  liegenden  Punkte  H^. 

Die  angegebene  Bestimmung  des  Affinitätspoles  kann  auch  entspre- 
chend modificirt  in  dem  Fall,  wenn  die  Systemphasen  A^  B^C^  und  A^B^C^ 
anendlich  nahe  liegen,  benutzt  werden.  —  Dann  können  wir  in  Fig.  7  die 
Geraden  A^  B^  und  A^  B^ ,  welche  wir  mit  tn  und  n  bezeichneten ,  als  in  eine 
Gerade  zusammengefallen  betrachten  und  statt  des  Schnittpunktes  m,n 
iDUss  auf  ^1  B^  der  Berührungspunkt  Hab  dor  voiy  den  Geraden  Jj  Bi,  a^  b 
amschlossenen  Parabel  n  gegeben  sein  —  Wir  ziehen  durch'  x«,»  zu  -b  eine 
Parallele  Kab  B^  durch  den  Schnittpunkt  a.n  (^,)  zu  c  eine  Parallele, 
welche  HabB^^  in  H^^  trifft,  und  ziehen  ferner  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  B^^  und  a.b,  die  ^,  B^  in  P^^  schneidet;  dann  liegt  der  Affinitäts- 
pol  auf  der  Geraden  (7,  P"^.  Denselben  Punkt  P^^  erhalten  wir  auch, 
wenn  wir  durch  »ab  zu  a  und  durch  den  Schnittpunkt  b.n  {Bt)  zu  c  eine 
Parallele  ziehen  und  den  Schnittpunkt  a.b  mit  dem  Schnittpunkt  dieser 
Parallelen  verbinden.  Ist  nun  auf  der  Geraden  A^  C^  der  Punkt  x^c  gegeben, 
in  welchem  diese  Gerade  die  von  den  Geraden  A^Ci^a^c  umschlossene 
Parabel  berührt,  so  erhalten  wir  in  analoger  Weise  eine  zweite  Gerade 
ffi  P°,  auf  der  auch  der  Affinitätspol  liegt,  und  folglich  ist  der  Durchschnitt 
der  Geraden  C,/>»*'  und  5,  />"  der  Affinitätspol. 

Die  allgemeinen  Bewegungsformen  eines  affin -veränderlichen  ebenen 
Systems  können  wir  auf  zweierlei  Weise  als  bestimmt  betrt^hten :   (^qoqIc 
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i.  Wir  nahmen    drei  beliebige  Curven  a\  b\  c    aU  Babncurven  dreier 

Systempaukte  A^  B,  (7  und  zwei  beliebige  Curvea  k^c  und  x'ac  resp.  aU 

Hüllbahnen  zweier  Systemgeraden  BC  und  AC  an. 
2.  Wir  nehmen  drei  beliebige  Curven  x'^ct  ^'ac^  "^ab  resp.  als  Hüllbahnen 

der  Systemgeraden  fiC,  AC,  AB  und  zwei  beliebige  Curven  a   und  6' 

als  Babncurven  zweier  Systempunkte  A  und  B  an. 
Wir  behandeln  zunächst  den  ersten  Fall.  Es  seien  a\  b\  c  in  Fig.  8 
die  Babncurven  dreier  Systempunkte  A,  B,  C  eines  affin  veränderlichen 
ebenen  Systems  x'^«.,  h'oc  <^i©  Hüllbahnen  zweier  Systemgeraden  BC  und  AC, 
Nehmen  wir  in  einer  durch  A^Bfii  bestimmten  Systemphase  einen  beliebigen 
vierten  Punkt  Dx  an,  so  erhalten  wir  die  Bahncurve  des  Systempanktes  Z>, 
wenn  wir  in  den  durch  A^B^C^y  A^B^C^y..  bestimmten  Systemphasen 
die  Punkte  /?,,  ^a»-*«  so  bestimmen,  dass  die  Vierecke  A^B^C^D^y 
A^B^C^D^^,,,  dem  Viereck  AxB^C^D^  affin  sind;  dann  bilden  die  Punkte 
Z>, ,  Z^,,  ^0) "  •  ^^^  Bahncurve  des  Systempunktes  D, 

Nehmen  wir  an,  dass  ein  affin-veränderliches  ebenes  System  S  ans  der 
durch  die  drei  Punkte  A^  B^  C^  bestimmten  Systemphase  5,  (Fig.  8)  in  eine 
unendlich  nahe  Systemphase  S^  übergeht,  so  bewegen  sich  die  Systempunkte 
Ay  B,  C  momentan  in  den  Richtungen  der  in  ^,,  -^,,  C^  an  die  Babncurven 
^\  ^\  ^'  gezogenen  Tangenten  a,  6,  c.  Wir  können  demnach  in  einem  un- 
endlich kleinen  Zeittheil  die  krummlinige  Bewegung  als  geradlinig  ansehen 
und  nach  der  oben  angegebenen  Construction  den  Affinitätspol  für  diese 
unendlich  kleine  geradlinige  Bewegung  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Wir  ziehen  ersteqs  durch  den  Punkt  x^c,  in  welchem  die  Gerade  B^  C^  die 
gegebene  Hüllbahn  x'*«  berührt  und  den  wir  den  Gleitpunkt  der  Geraden 
B^Cx  nennen,  zu  h  und  durch  C,  zu  a  eine  Parallele,  ferner  durch  den 
Schnittpunkt  i^^  dieser  Parallelen  und  durch  den  Schnittpunkt  b,c  eine  Ge 
rade,  die  ^,  6\  in  V^  trifft.  (Dieselbe  Gerade  ü^  P^  erhalten  wir  auch, 
wenn  wir  durch  x^  zu  c  Jund  durch  ^,  zu  a  eine  Parallele  führen.)  Wir 
ziehen  zweitens  durch  den  Gleitpunkt  Xfl<.,  in  welchem  die  Gerade  A^C^ 
die  gegebene  Hüllbahn  %ac  berührt,  zu  a  und  durch  Cj  zu  b  eine  Pa- 
rallele, ferner  durch  den  Schnittpunkt  R^  dieser  Parallelen  und  a.c 
eine  Gerade,  welche  ^,  6\  in  P^^  trifft.  (Dieselbe  Gerade  H^  F^  ergiebt 
sich  auch,  wenn  man  durch  Xoc  zu  c  und  durch  A^  zu  b  eine  Parallele  zieht.) 
Dann  ist  der  Durchschnitt  0^  der  Geraden  Ä^P^  und  B^P^  der  Affinitäts 
pol  für  die  unendlich  kleine  geradlinige  Bewegung.  Wir  wollen  ihn  in  der 
Folge  den  Affinitätspol  der  betreffenden  Systemphase  A^  B^C^  nennen.  Con- 
strnirt^n  wir  für  verschiedene  Systemphasen  5,,  5,,  5„  ...  die  Affinitätspole 
^»  o">  0^^...,  so  bilden  diese  in  der  festen  Ebene  die  A f f initätspol- 
bahn;  nehmen  wir  eine  bestimmte  Systemphase  5^  an  und  bestimmen  in 
dieser  die  entsprechenden  Punkte  O^^,  0^^  OJ^^  dann  liefern  diese  Punkte 
in  der  Phase  5^  die  A  ffini tätspolcurve.  Durch  Rückwärtsschreiten 
des  eben  dargelegten  Constructionsweges  können  wir  au^^/?«  auch  den 
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Gleitpunkt  »ah  bestimmen,  in  welchem  diese  dritte  Gerade  A^  B^  die  von  der 
Sjstemgeraden  erzeugte  Hüllbahn  Kab  berührt.  —  Wir  ziehen  die  Gerade 
0^C|,  welche  J,  i?,  in  P^^  trifft,  verbinden  P°^  mit  dem  Durchschnittspnnkt 
a.6,  führen  A^  H^^  parallel  zn  c  und  ff'^^Xah  parallel  b.  Oder  wir  ziehen 
Bi  H'"  parallel  zu  c  ond  B"' %ab  parallel  zn  a. 

Diesen  Berührungspunkt  %ab  können  wir  auch  leicht  ohne  Benutzung 
des  Affinitätspoles  0^  ermitteln.  Betrachten  wir  die  Punkte  x^  und  %^  als 
Mittelpunjkte  zweier  zu  einer  Punktreihe  auf  c  perspectivisch  liegender  Strah- 
lenbüschel,  so  erzeugen  diese  beziehungsweise  auf  den  Geraden  b  und  a  zwei 
collmeare  Punktreihen,  und  die  Verbindnngsgeraden  der  entsprechenden 
Pnnkte  dieser  Reihen  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  der  die  Hüllbahn  x'o^ 
im  Punkte  x«j  und  die  fünf  Geraden  a,  A^B^^  5,  Xa<j(Ä.c),  XÄc(fl.c)  berührt. 
Wir  erhalten  demnach  den  auf  A^  B^  liegenden  Berührungspunkt  x«»  mittels 
des  Brianchon'  sehen  Fünfseits,  wenn  wir  die  Geraden  A^  {h .  c)  und  B^  (a,  c)^ 
welche  sich  im  Punkt  Q  schneiden ,  ziehen  und  den  Durchschnittspunkt  B, 
der  Geraden  ^u^^'^^  ^Q^  Xac(^*c)  mit  Q  verbinden  ;  dann  trifft  BQ  die  Ge- 
rade A^  Bi  im  Gleitpunkt  ^ab-  ' 

Mit  Benutzung  des  Affinitätspoles  0^  können  wir  sehr  leicht  in  jedem 
Punkt  der  Sjstemphase  A^  B^  C,  an  die  betreffende  Bahncurve  die  Tangente 
ziehen.  —  Betrachten  wir  z.  B.  den  Punkt  ^,,  ziehen ^,0^,  welche  B^C^mP^ 
sehneidet,  ferner  die  Gerade  P^  (6.  c),  welche  die  zu  2»  parallele  Gerade  x^^H^  in 
H^  trifft,  so  ist  die  Tangente  a  im  Punkte  A^  der  Bahncurve  a  parallel  67,  H\ 
Dasselbe  gilt  für  jeden  beliebigen  Punkt  2>|  der  Systemphase  A^B^  C^.  Wir 
ziehen  B^O^,  welche  B^C^  in  P'^  schneidet,  ziehen  ferner  die  Gerade 
^^(b.c)y  die  x^Ä'  in  H^^  trifft;  dann  ist  die  Tangente  d  m  Punkt  D^  der 
betreffenden  Bahncurve  d"  parallel  C,  i7^^,  und  demnach  sind  für  alle  Punkte, 
die  auf  0^/>, ,  also  auf  einer  durch  den  Affinitätspol  gehenden  Geraden 
liegen,  die  entsprechenden  Tangenten  parallel.  Hiernach  kann  man  die 
Tangenten  an  sämmtliche  Bahncurven,  welche  die  Punkte  des  affin-veränder- 
lichen Systems  beschreiben,  leicht  construiren. 

Wir  können  auch  umgekehrt  eine  beliebige  Gerade  d  annehmen ,  die- 
selbe als  eine  Tangente  einer  Bahncurve  betrachten  und  dann  den  Punkt  Z), 
bestimmen,  in  welchem  sie  die  vom  Systempunkt  D  beschriebene  Bahn- 
curve d^  berührt.  —  Zu  dem  Zwecke  ziehen  wir  C,  B^  parallel  rf,  bis  sie  die 
zu  b  parallele  Gerade  k^cB^  in  H^  trifft,  ziehen  ferner  die  Gerade 
B^{b.c),  welche  ^,C,  in  P^  schneidet;  dann  trifft  die  Gerade  (FF^  die 
beliebig  angenommene  Gerade  d  in  dem  Berührungspunkt  2>,. 

Betrachten  wir  die  Gerade  d  als  eine  zur  Systemphase  A^B^C^  ge- 
hörende Gerade,  so  ist  />,  der  Gleitpunkt  dieser  Goraden.  Hieraus  ergiebt 
sich  eine  neue  sehr  einfache  Bestimmung  des  Gleitpunktes  einer  beliebigen 
Geraden.  —  Um  z.  B.  auf  der  Geraden  Ay  B^  den  Gleitpunkt  x«^  zu  be- 
stimmen, ziehen  wir  durch  (7,  parallel  zu  A^  B^  die  Gerade  C^  i7^,  welche  die 
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zu  b  parallele  Gerade  x^iT^  in  H^  trifft,  ziehen  femer  die  Gerade  IH  (6.c), 
die  ^,  C,  in  P^  schneidet;  dann  hegegnet  die  Gerade  O^P^  der  Geraden 
A^B^  im  Gleitpunkt  x«^. 

Da  wir  die  krummlinige  Bewegung  in  einem  unendlich  kleinen  Zeit- 
theil  als  geradlinig  betrachten ,  so  folgt  aus  dem  Satz  V ,  dass  die  Gleit- 
punkte aller  sich  in  einem  Punkt  Qt  schneidenden  Geraden  einer- System- 
phase 5,  eines  krummlinig  bewegten  affin  veränderlichen  Systems  S  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen,  der  durch  den  Affinitätspol  (fl  der  Systemphase  S| 
geht  und  im  Punkt  Oi  die  Bahnrichtung  9,  d.  h.  die  in  Q^  an  die  betreffende 
Bahncurve  gezogene  Tangente,  berührt. 

Geht  ein  krummlinig  bewegtes  affin- veränderliches  ebenes  System  Saus 
einer  Phase  S^  in  eine  unendlich  nahe  Phase  S^  über ,  so  umhüllt  eine  be- 
liebige Systemgerade  A  C  während  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Be- 
wegung ein  Element  der  Parabel,  weiche  von  den  Verbindungsgeraden  der 
entsprechenden  unendlich  nahen  Punktreiben  der  Geraden  ^,  Cf  und  A^^^ 
umschlossen  wird.  Hieraus  folgt,  dass  in  einem  jeden  Moment  die  Bahn- 
richtungen  aller  Punkte  einer  Geraden  Tangenten  einer  Parabel  sind, 
welche  die  Gerade  in  ihrem  Gleitpunkt  berührt.  —  Demnach  erbalten  wir 
a.  B.  zu  einem  Punkt  7,  der  Geraden  Ai  C^  die  Tangente  seiner  Bahncurve, 
wenn  wir  von  T,  an  die  Parabel,  welche  A^  C,  im  Gleitpunkt  Xae  und  ausser- 
dem die  Geraden  a ,  c  berührt ,  eine  Tangente  i  ziehen.  —  Umgekehrt  er- 
giebt  sich,  wenn  die  Bahnrichtnngen  a,  c,  t  dreier  Punkte  Ax  C^  T^  einer  Ge- 
raden i4|C,  gegeben  sipd,  der  Gleitpunkt  x««  dieser  Geraden  als  Berührungs- 
punkt der  von  den  vier  Geraden  A^C^^  a,  c,  i  umschlossenen  Parabel. 

Alle  hier  abgeleiteten  Resultate  behalten  selbstverständlich  ihre  Gil- 
tigkeit,  wenn  das  bewegte  System  ein  ähnlich-veränderliches  oder  starres 
ist.  Diesen  besonderen  Fällen  entsprechen  aber  auch  besondere  Bestim- 
mungen des  Poles  der  Gleitpunkte  und  der  Tangenten  an  den  Babncurven, 
wie  aus  der  ersten  Mittheilung  Seite  161  dieses  Bandes  hervorgeht.  Bringen 
wir  aber  die  angegebene  allgemeine  Bestimmung  mit  der  besonderen  in 
diesen  Fällen  zusammen,  so  führen  beide  au  demselben  Ziel  und  daraus  er- 
giebt  sich  eine  Fülle  interessanter  geometrischer  Beziehungen ,  auf  die  wir 
aber  nicht  näher  eingehen  können,  weil  die  Darlegung  der  fundamentalen 
Beziehungen  der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  ist. 

Bewegen  sich  drei  Punkte  Ay  B,  C  eines  affin-veränderlichen  ebenen 
Systems  resp.  auf  den  drei  gegebenen  Bahncurven  a,  h\  c  und  kennen  wir 
in  jedem  Moment  die  Geschwindigkeiten  v^^  v^,  v^  der  drei  Punkte  A^  B,  C, 
so  können  wir  den  Affinitätspol ,  die  Tangenten  aller  Bahncurven  und  die 
Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Systempunkte  leicht  bestimmen.  —  Wir 
nehmen  an,  dass  in  Fig.  0  die  Punkte  A^B^C^  einer  Systemphase  5,  sich  in 
der  Richtung  der  betreffenden  Tangenten  a,  by  c,  der  Bahncurven  mit  den 
Geschwindigkeiten  »«  =  ^,  A^^  v^  =  5, ^^,  »«  =  Cj C^  fortbewegen ,  dann  ist 
das  System  in  der  Zeiteinheit  aus  der  Phase   A^B^Ci  in  die  Phase  jf-B^C^ 
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gelangt.  Und  wenn  wir  nun  für  diese  geradlinige  Bewegung  den  durch  die 
Phasen^ v^,  B^  C^  und  A^  B^C^  bestimmten  Affinitätspol  0^  in  der  Seite  470  ge- 
gebenen Weise  construiren,  so  ist  derselbe  auch  der  Affinitätspol  der  Phase 
S,  für  die  krummlinige  Bewegung.  —  Construiren  wir  zu  einem  beliebigen 
Pankt  i>|  in  der  Systemphase  A^  B^  C^  den  entsprechenden  Punkt  D^  in  der 
affinen  Phase  A^  B^  C^y  so  ist  Z>,  If^  im  Punkt  D,  die  Tangente  an  der  durch 
den  Systempunkt  D  wahrend  der  krummlinigen  Bewegung  beschriebenen 
Bahn  cur  ve  d'  und  die  Strecke  t^ii  =:./>,  2>^  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes />  iD  der  Systemphase  S^, 
Hieraus  folgt  der  Satz : 

X.   Die  Verbindungsgeraden  A^A^^   B^B^,  C,C^,...der 

entsprechenden     Punkte     der   beiden    affinen    ebenen 

Systeme  AyB^C^  ...und  -4^/?^(7^...reprä8entirendieGrö8se 

and  Rieh  tu  ng  der  Geschwindigkeit  der  Punkte>^,,^i,C|,... 

and   sind    in   diesen    Punkten  Tangenten  an  den  Bahn- 

curven  derselben. 

Die  Punkte  der  Systemphase  5|,  welche  mit  einem  bestimmten  System^ 

pankt  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  liegen  nach  dem  Satze  VII  Seite  472 

aaf  einer  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt  der  Affinitätspol  ist. 

Sind  in  Fig.  0  die  drei  Bahncurven  a\  b\  c\  auf  denen  sich  die  System- 
pankte  A^  By  C,  bewegen  und  die  zwei  Uüllbahnen  x'«^  x'^  der  Geraden  AB, 
BC  gegeben,  so  können  wir,  wenn  wir  für  einen  Punkt  C^  in  einer  System- 
phase Ai  B^  Ci  die  Geschwindigkeit  Ve  als  bekannt  betrachten,  die  Geschwin- 
digkeiten der  übrigen  Punkte  und  die  Tangenten  an  den  Bahncurven  der- 
selben leicht  ermitteln.     Denken  wir  uns  die  Punkte  Bi ,   C^  mit  der  Ge- 
schwindigkeit, welche  sie  in  der  Systemphase  Ai  B^  G^  besitzen,  auf  den  Tan- 
genten 6,  c  fortbewegt,   so  umhüllt  die  Gerade  BC  eine  Parabel,  welche 
die  Gerade  B^  C^  im  Gleitpunkt  x»«  und  ausserdem  die  Geraden  6,  c  berührt; 
der  Punkt  C,  ist,  wenn  wir  C,  C^  =  Vc  machen,  in  der  Zeiteinheit  von  C,  nach 
C^  gelangt,  und  die  Gerade  B^  C,  ist  in  die  Lage  B^  C^  übergegangen,  welche 
eine   Tangente   der  genannten    Parabel   ist.     Wir  erhalten  diese  Parabel- 
tangente bekanntlich,  wenn  wir  zu  /?,  C,  durch  C^  eine  Parallele  6'^/^  ziehen, 
welche  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  x^e  und  des  Punktes  b.c  in  F- 
trifiFt,  ferner  FI  parallel  zu  a  ziehen  und  /  mit  C^  verbinden;  dann  ist  C^I, 
welche  b  in  B^  schneidet,  die  Parabeltangente  und  B^  B^^=Vj,  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  B^  in  der  Phase  A^  B^  C,.     In  gleicher  Weise  erhalten 
wir  für  den  dritten  Punkt  A^  die  Geschwindigkeit  A^  A^  =  v«.     Construiren 
wir  nun  zu  den  Punkten  2>|,  &i,...  des  Systems  AfB^  C^  die  entsprechenden 
Pankte  />^,   E^,.,.    im   affinen   System  A^B^C^,   so  geben   die  Strecken 
/>ji)i=rii,  iS,  Ä^  =  r^,...  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeiten 
der   Punkte   />j ,   E^.,.  der  Systemphase  A^  i?|  Ct  für  die  krummlinige  Be- 
wegung, und  Z>,  Z>^,  Et  E^y.,,  sind  die  Tangenten  in  den  Punkten  D,,  ^t  i  •  •  • 
an  den  Bahncurven  derselben. 
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Bevor  wir  unsere  theoretische  Entwickelnng  weiter  fortsetzen,  wollen 
wir  die  praktische  Nützlichkeit  der  erhaltenen  allgemeinen  Ergebnisse  bei- 
spielsweise an  dem  Watt* sehen  und  Lipki naschen  Parallelogramm  zeigen, 
welche  beide  ganz  specielle  Fälle  eines  bewegten  affin  veränderlichen 
Systems  sind. 

Durch  das  Watt 'sehe  Parallelogramm  ist  eine  krummlinige  Bewegung 
eines  affin- veränderlichen  ebenen  Systems  gegeben.  Zwei  Punkte  A  und  B 
(Fig.  10)  dieses  Systems  bewegen  sich  auf  den  cQucentrischen  Kreisen  a',  b\ 
um  deren  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt 0  sich  die  Systemgerade  AB  dreht; 
ein  dritter  Systempunkt  C  bewegt  sich  auf  einem  Kreis  c\  dessen  Mittel- 
punkt mit  M  bezeichnet  ist.  In  diesem  speciellen  affin-veränderlichen 
System  sind  die  Längen  der  Strecken*^  ^  und  BC  unveränderlich,  folglich 
ist  der  Drehpunkt  0  fester  Affinitätspol  für  alle  Systemphasen,  und  die  auf 
den  Geraden  AB^  BC  und  auf  Parallelen  zu  denselben  liegenden  Punkt- 
reihen  sind  starr.  Nehmen  wir  an,  es  sei  A^B^C^  ein  Systemphase  und  ein 
Punkt,  etwa  Axy  bewege  sich  momentan  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit 
Ax  ^  auf  dem  Kreis  a',  so  ist  die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  des  Punktes 
By  gleich  der  Strecke  B^B^^  welche  die  Gerade  0 A^  auf  der  zu  A^  jf  pa- 
rallelen Kreistangente  B^B^  abschneidet.  Um  die  Geschwindigkeit  des 
dritten  Punktes  Cj  zu  erhalten,  könnte  man  die  obenan  gegebene  allgeuieine 
Construction  anwenden;  da  aber  die  Strecke  B^C^  starr  ist,  so  führt  die  fol- 
gende Bestimmung  rascher  zum  Ziel :  Wir  tragen  vom  Durchschnitt  Sl  der 
Geraden  itfC,  und  Ä^B^  die  Strecken  SlB^^SlB^  auf,  ziehen  di^  parallel 
zur  Kreistangente  C^  C^  und  machen  Bfi=Bx  B^,  dann  schneidet  Slr^  auf  der 
Kreistangente  C^C^  die  Geschwindigkeit  C^C}  des  Punktes  C,  ab.  Denken 
wir  uns  die  Punkte  A,  B,  C  einem  vollständig  affin  -veränderlichen  ebenen 
System  angehorig  und  geradlinig  mit  den  entsprechenden  Geschwindig- 
keiten anf  den  Tangenten  fortbewegt,  so  geht  das  System  nach  einet  Zeit- 
einheit aus  der  Phase  A^  B^  Cj  in  die  Phase  A^  B^  C^  über.  Bestimmen  wir 
nun  zu  dem  vierten  Eckpunkt  Z>]  des  Parallelogramms  den  entsprechenden 
Punkt  i>^,  so  ist  DtD^  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  B^  in  der  Phase  A^B^Cx  und  2>,  D^  ist  zugleich  die  Tangente  in  D^ 
an  der  Bahncurve  desselben.  In  gleicher  Weise  können  wir  für  jeden  be- 
liebigen Systempunkt  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  und  die  Tangente  an 
seiner  Bahncurve  construiren.  Es  ergeben  sich  hiermit  auf  einmal  nicht 
nur  für  die  Punkte  auf  den  Seiten  des  Parallelogramms,  sondern  für  alle 
Punkte  des  unendlich  grossen  affin-veränderlichen  Systems  die  Geschwin- 
digkeiten ,  sowie  die  Tangenten  an  den  Bahncurven ,  und  wir  erhalten  hier* 
mit  eine  leicht  übersehbare  bildliche  Darlegung  der  Grösse  und  Richtung 
der  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte. 

Diejenigen  Systempunkte,  welche  mit  einem  Punkt,  etwa  mit  ^,,  gleich- 
zeitig dieselbe  Geschwindigkeit  besitzen,  liegen  nach  dem  Satze  VII  anf 
einer  leicht  zu  construirenden  Ellipse,  die  durch  den  Punkt  A^  geht  and 
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deren  Mittelpunkt  der  ffste  Af6nitfttspol  0  iHt.  Wird  ftlr  einen  beliebigen 
Ponkt,  etwa  für  />,,  nur  die  Tangente  der  Bahncurve  verlangt,  so  läset  sich 
diese,  weil  BC  starr  ist,  sehr  leicht  construiren.  Wir  ziehen  die  Gerade 
DjO^  welche  BiCt  im  Punkt/*,  schneidet;  für  diesen  Punkt  ist  die  Tangente 
senkrecht  /*, Ä,  und  da  für  alle  Punkte,  welche  auf  einer  durch  den  Affini- 
tätspol  gehenden,  Geraden  liegen,  die  Tangenten  parallel  sind,  so  ist  die 
Tangente  Di  Iß  für  den  Punkt  2?,  senkrecht  auf  F^Sl. 

Das  Lipki^n'scbe  Parallelogramm*  ABCD  (Fig.  II),  dessen  vier 
starre  Seiten  von  gleicher  Lftnge  sind,  von  dem  zwei  gegenüberliegende  Eck- 
punkte A,  B  sich  auf  demselben  Kreis  ab'  bewegen,  bestimmt  die  Bewegung 
eines  af^n-verttnderlicben  ebenen  Systems,' wenn  die  Bahncurve  eines  dritten 
Eckpunktes  gegeben  ist.  —  Bewegt  sich  der  Eckpunkt  C  auf  einem  Kreis, 
der  durch  den  Mittelpunkt  ^f  des  Kreises  a'b'  geht,  8o  bewegt  sich  der  gegeo- 
überliegende  Eckpunkt  D  auf  einer  Geraden;  bewegt  sieb  Canf  einer  Curve 
c',  so  beschreibt  D  eine  zu  c  kreisverwandte  Curve  «T. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  der  Phase  A^  B^C^Di  ^^^  Geschwindigkeit  des 
Punktes  C^  «uf  der  Curve  e  gleich  C^C^\  dann  erhalten  wir  die  Geschwin- 
digkeiten der  beiden  Systempnnkte  ^|,  ^j,  weil  die  Strecken  ^Cund  BC 
starr  sind ,  in  folgender  Weise :    Wir  ziehen  im  Berührungspunkt  C^  auf  die 
Tangente  6',  C^  der  Curve  c  die  Senkrechte,  die  Curvennormale  des  Punktes 
C,  ,  welche  die  Radien  MA^^  M By  resp.  in  52«,  Sii,  trifft,  machen  auf  .0«^, 
die  Strecke  Äo6a  =  «Äo^i  ""^   «uf  ß^  ^,  die  Strecke  Sl^d^^Sl^Ct,  ziehen 
8«  »?a  =  ^1  ^^  parallel  der  Kreistangente  A^  A^  und  6^  174  =  C,  C^  parallel  der 
Kreistangente  B^B^,   dann  schneidet  ^aVa^^^AyA^  die  Geschwindigkeit 
AA^    des    Punktes    Ay   und   ßj  i?*    auf   ByB^    die   Geschwindigkeit  B^B^ 
des    Punktes    5,    ab.     Bestimmen    wir  nun    zu   einem   beliebigen  Punkt, 
etwa   zu   /),    im  System  A^ByC^  den  entsprechenden  Punkt  Ifi-  im  affinen 
System  jfi-  B^  C^,  so  ist  Z>,  D^  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  />,  und  2?,  D^  ist  auch  die  Tangente  in  Punkt  /),  der  zur  Curve 
/  kreisverwandten  Curve  rf'.     Wenn  die  Curve  c    ein  durch  M  gebender 
Kreis  ist,  so  ist,  wie  schon  erwähnt,  die  Bahn  (f  eine  Gerade  und  D^D^  re- 
präsedtirt  dann  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Z>|  io  der  Phase  Af  Bf  Cf 
auf  der  Geraden  (t.     Der  Affinitfttspol  der  Phase  A^  By  67,  Z>,  ergiebt  sich, 
wenn  wir  durch  die  Schnittpunkte  U,  V  und  CT,  V  der  entsprechenden  Pa- 
rallelseiten  der   Parallelogramme    A^ByC^D^  und  jfiB^C^ß^  die  Geraden 
UV,   If  V'  ziehen;   diese  schneiden  sich  in  dem  Affinitätspol  (fi-  der  Phase 
A^  BxC^Dy.    Wollen   wir  die  auf  Seite  476  abgeleitete  Constniction  des  Affi- 
nitätspnles  anwenden ,  bei  der  die  Punkte  A^^y  ^,^,  C,^,  D^  nicht  erforder- 
lich sind ,  so  müssen  wir  noch  von  Sla  A^f  A^  Cf  und  von  Sl^  auf  B^  C^  Senk- 
rechte ziehen,  dann  sind  die  Fusspunkte  auf  A^Ct  und  ^,C,  die  Gleitpunkte 


•  fiuU.  de  St.  Petersbowrg  XFl,  57—60,  1871.     Reime  unweraelle  1871,  II.  p.  HS, 
Deutsebe  Bauzeitong  Nr.  12,  Jahrg.  1872. 

z.iu.hrift  r.  M.th«..ik  ..  PhTrik.  X.X.  «.  ^,^,^,^|i^^ Google 


482  Kinematisch  -  geometrische  Untersuchungen  etc. 

dieser  Geraden.  Die  für  die  verschiedenen  Systemphasen  constrnirten 
AffinitAtspole  bilden  die  Affinitätspolbahn  ,  und  die  entsprechenden  Punkte 
in  einer  bestimmten  Systempbase  bilden  die  Affin itätspolcnrve. 

Ein  sehr  interessantes  Beispiel  liefert  anch  der  Fall,  wenn  drei  System - 
punkte  sich  auf  demselben  Kreis  so  bewegen,  dass  ihre  Geschwindigkeiten 
in  einem  constanten  Verhältniss  stehen;  dann  ist  die  HüUbahn  jeder  der 
Systemgeraden  ABy  BC,  CB  eine  Epicycloide  oder  Uypocycloide  und  zu- 
gleich die  Bahncurve  eines  bestimmten  Punktes  der  betreffenden  System- 
geraden. 

Die  Behandlung  des  zweiten  Falles  der  allgemeinen  Bewegung  eines 
affin- veränderlichen  ebenen  Systems,  wenn  drei  UüUbahnen  und  swei  Bahn- 
cnrven  gegeben  sind,  erfordert,  dass  wir  auf  die  Bestimmung  des  Affinitäts- 
poles  zweier  Systemphasen  noch  näher  eingehen.  Es  seien  in  Fig.  6  zwei 
Phasen  ^i  ^, C,  und  A^B^C^  eines  geradlinig  bewegten  affin-veränderlichen 
ebenen  Systems.  Nach  der  auf  Seite  467  angegebenen  Bestimmung  erhalten 
wir  den  Affinitätspol  0,  wenn  wir  2u  einer  Bahngeraden,  etwa  zu  c,  eine  Pa- 
rallele ziehen,  welche  A^B^  und  A^B^  in  gleichem  Verhältniss  theilt.  Die 
erhaltenen  Theilpunkte  resp.  mit  C|  und  C,  verbunden  liefern  zwei  Gerade, 
deren  Durchschnitt  der  Affinitätspol  0  ist.  Statt  der  Geraden  c  können 
wir  aber  eine  beliebige  andere  Bahngerade  wählen  and  als  solche  zeigt  sich 
eine  Seite  des  Dreiecks  A^B^C^  am  zweckmässigsten;  deshalb  nehmen  wir 
in  unserer  Figur  die  Gerade  ß,C,  als  Bahngerade,  welche  B^C^  im  Punkt 
K^e  scbneidet.  Dieser  Schnittpunkt  »^  ibt  in  der  Phase  A^B^C^  die  Lage 
des  sich  auf  der  Bahngeraden  B^C^  bewegenden  Systempunktes.  Wir  legen 
nun  eine  Tangente  parallel  zu  B^C^  an  die  von  den  Geraden  A^B^ ,  ^t^i, 
a,  b  umschlossene  Parabel,  indem  wir  durch  den  Schnittpunkt. x^a  der  Ge- 
raden Ay  B^y  AfB^  zu  a  eine  Parallele  ziehen,  die  B^C^  in  B"  trifft;  dann 
geht  die  genannte  Parabeltangente  durch  den  Punkt  P'\  in  welchem  die 
Gerade  Ä"(«.6)  die  Gerade  A^B^  schneidet,  und  der  Affinitätspol  0  liegt 
auf  der  Geraden  P"^^  Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  A^B^C^  und  A^B^Cf 
zwei  unendlich  nahe  liegende  Systempbasen,  so  behält  die  Bestimmung  der 
Geraden  P" H"  ihre  Giltigkeit,  «1er  Punkt  tt^c  ist  dann  der  Gleitpunkt  der 
Geraden  B^  C„  der  Punkt  x«»  der  Gleitpunkt  der  Geraden  A^  B^  und  die  ge- 
dachte Parabel  berührt  die  Geraden  a,  b  und  die  Gerade  A^  B^  in  dem 
Punkt  %^.  In  der  angegebenen  Weise  kann  man  mit  Benutzung  des  Gleit- 
|)anktes  x««  der  Geraden  A^  C^  noch  eine  zweite  Gerade  P'%ae  bestimmen,  auf 
der  der  AffinItKtspol  0  liegt  und  dann  ist  der  Durchschnitt  der  Geraden 
P"%u  und  P'%at  der  Affinitätspol  0  der  Phase  ^,  5,  C,. 

In  Fig.  8  sind  die  Hüllbahnen  x'*c»  »'«<?»  ^'ab  der  Systemgeraden  BC, 
ACy  AB,  und  die  Bahncurven  a\  b'  der  Systempunkte  A^  B  gegeben. 
Um  ntn  den  Affinitätspol  0  einer  Systemphase  At  B^C^,  für  welche  %^  %at^ 
Utk  die  Gleitpunkte  der  Geraden  F|  C, ,  A^Cty  A^  B^  und  a,  b  die  Tangenten 
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in  ^1 ,  ß,  an  den  Bahncnrven  a\  b'  sind,  ziehen  wir  dnrch  Kab  zn  ^  eine  Pa- 
rallele, welche  i?,  (7,  in  ff"  schneidet,  darch  die  Puftkte  ff"  nnd  a.b  eino  Ge- 
rade, die  A^B^  in  P"  trifft;  dann  enthält  die  Gerade />"xftc  den  AffinitHtspol. 
Ferner  ziehen  wir  dnrch  Xab  zQ  b  eine  Parallele,  welche  >4, C,  in  ff' 
schneidet,  durch  die  Pnnkte  ff'  nnd  a.b  eine  Gerade,  die  A^ßt  in  P'  trifft; 
dann  geht  auch  die  Gerade  P'xae  durch  den  Affinitätspol ;  folglich  ist  der 
Durchschnitt  (fi  der  Geraden  P"%hej  P'^ac  der  Affinitätspol  der  System- 
phase A^  B^C^. 

Durch  Rückwärtsgehen  des  ehen  dargelegten  Constrnctionsweges  er- 
halten wir  die  Tangente  c  im  Punkt  C,  an  der  nicht  gegebenen  Bahncnrve  c 
des  Systempunktes  C.  Man  ziehe  die  Gerade  (fi- Xaet  welche  B^  (7,  in  Q'  trifft, 
ferner  an  b  die  Parallele  x*«/,  die  A^  C^  in  /begegnet,  dann  schneidet  (>' 7' 
die   Gerade  b  in  dem  Punkt  6.c,  durch  den  die  Tangente  c  geht.  —  Diese 
Tangente  kann  auch  ohne  Benutzung  des  Affinitätspoles  mit  Hilfe  des  spe- 
eialisirten  Pas caT sehen  Satzes  bestimmt  werden.  In  einem  unendlich  klei- 
nen Zeittheil  kann  man  die  Bewegung  der  Punktet,  B  als  geradlinig  und 
die  Bewegung  der  Geraden  BC,  AC,  AB  als  Drehung  um  die  betreffenden 
Pnnkte  jc*^,  Xaci  ^ab  betrachten,  dann  erzeugt  der  Punkt  C  ein  Element  eines 
Kegelschnittes,   der  durch  die  Punkte  x^ci  ^aci  ^'b  hindurchgeht  und  die 
Bahncnrve  c\  sowie  die  Tangente  c  im  Punkte  C,  berührt.     Demnach  er- 
halten wir  die  Tangente  in  Fig.  12,  indem  wir  den  Schnittpunkt  Fder  Ge- 
raden   Hbe^üh    nii*    ö>    den  Schnittpunkt  G    der  Geraden  %ae*ab  niit  b  be- 
stimmen, hierauf  xac^»  ^^i»  ^1©  sich  in  L,  und  Xac^»  ^^n  die  sich  in  iT  treffen, 
ziehen;  dann  geht  die  Tangente  c  von  C^  durch  den  Schnittpunkt  ^  der  Ge- 
raden LK  und  %ae*he'    Statt  der  Punkte  F,  G  kann  man  auch  ebenso  leicht 
die  Kegelschnitt-Tangenten  u,  v  in  den 'Punkten  Kaa  ^be  bestimmen,  welche 
resp.   die  gegenüberliegenden   Seiten   des    Dreiecks  Hac^heCt  in   U  und  V 
treffen;  dann  schneiden  sich  die  Geraden  ÜV  und  Hae^bc  im  Punkt  iV,  durch 
den  die  Tangente  c  geht.      Sind  die  drei  Tangenten  a,  b,  c  und  die  beiden 
Gleitpunkte  Xa*?,  x«*  gegeben,  so  kann  man  den  Gleitpunkt  x^«  der  Geraden 
B^Cf   ohne   Hilfe   des    Affinitätspoles   ermitteln,    indem    man  den   zweiten 
Durchschnitt  xjc  der  Geraden  ^,  (7,  mit  dem  durch  G„  (7,,  x«c,  a.6  gehenden 
Kegelschnitt  bestimmt,  der  c  in  C|  berührt.     Wegen  Angabe  anderer  Be- 
stimmungen  des  Gleitpnnktes  einer  Systemgeraden  und  anderer  Constrnc- 
tionen  der  Tangente  einer  Bahncnrve  verweisen  wir  auf  Seite  477i  Als  ein 
hierher  gehörendes   einfaches  Beispiel  erwähnen  wir  den   speciellen  Fall, 
wenn  die  Htillbahnen  x'jci  ^'aey  ^'ab  Punkte  und  die  Bahncnrven  a\  b'  ge- 
rade  Linien  sind. 

n.   CoUinear- veränderliche  ebene  Systeme. 

Nachdem   wir   die   fundamentalen  Beziehungen    der  Bewegung  affi  n 
veränderlicher  ebener   Systeme  abgeleitet  haben,  gelangen  wir,   geführt 
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durch  die  AnalogieD,  leichten  Schrittes  zu  den  Grnndgesetzen  der  Bewegang 
collinear-veränderlicher  ebener  Systeme. 

Zwei  collineare  ebene  Systeme  besitzen  bekanntlich  entweder  drei 
reelle  selbstentsprechende  Pnnkte  nnd  drei  durch  diese  Punkte  gehende 
selbstentsprechende  Gerade  oder  einen  reellen  und  zwei  imaginäre  selbst- 
entsprechende Punkte ,  eine  reelle  nnd  zwei  imaginäre  selbstentsprecheode 
Gerade.  Die  Schnittpunkte  der  homologen  Strahlen  zweier  entsprechender 
Büschel  bilden  einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  eelbstentsprechenden 
Punkte  hindurchgeht,  und  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
zweier  entsprechenden  geraden  Pnnktreihen  umhüllen  einen  Regelschuitt, 
der  die  selbstentsprechenden  Geraden  berührt.  Hiernach  erhalten  wir  die 
selbstentsprechenden  Punkte  und  Geraden  auf  zweierlei  Weise :  drei  Schnitt- 
punkte der  durch  zwei  Paare  entsprechender  Strahlenbüschel  erzeugten 
Kegelschnitte  liefern  die  drei  selbstentsprechenden  Punkte  nnd  mit  diesen 
die  drei  selbstentsprechenden  Geraden;  drei  gemeinschaftliehen  Tangenten 
der  durch  zwei  Paare  entsprechender  gerader  Punktreihen  erzengten  Kegel- 
schnitte liefern  die  drei  selbstentsprecbenden  Geraden  und  mit  diesen  die 
drei  selbstentsprechenden  Punkte. 

In  Fig.  18  sind  durch  vier  Paare  entsprechender  Pnnkte  A^  B^  (7,  D^  und 
A^BtCfBf  zwei  collineare  ebene  Systeme  S^  und  S^  gegeben,  für  welche  die 
Gerade  r  eine  selbstentsprechende  Gerade  sein  möge.  Zu  dem  gesammten 
ebenen  Gebilde  in  Fig.  13  der  beiden  Systeme  S^  und  5,  mit  den  Verbin- 
dungsgeraden ihrer  homologen  Punkte,  welches  wir  mit  £  bezeichnen 
wollen,  denken  jvir  uns  ein  collineares  Gebilde  If  construirt,  so  dass  der 
selbstentsprecbenden  Geraden  r  in  ^  die  unendlich  ferne  Gerade  in  ^'ent- 
spricht; dann  sind  die  entsprechenden  ebenen  Systeme  S^,-  und  S^,  in  £' 
affin  und  können  als  zwei  Phasen  eines  geradlinig- bewegten  affin-verAn- 
derlichen  System  S"  betrachtet  werden.  Der  Bewegung  des  affin-veränder- 
lichen ebenen  Systems  S"  in  Z',  dessen  Punkte  ähnliche  Punktreihen  er- 
zeugen, entspricht  die  Bewegung  eines  collinear-veränderlichen  Systems  S 
in  J?,  dessen  Pnnkte  collineare  Punktreihen  beschreiben.  Da  nun  während 
der  geradlinigen  Bewegung  des  Systems  S"  nach  ^atz  I  drei  Systempunkte 
fest  bleiben,  von  denen  zwei  im  Unendlieheu  liegen,  so  bleiben  auch  während 
der  Bewegung  des  Systems  S  drei  Punkte  und  somit  die  drei  durch  sie  hin- 
durchgehenden Geraden  unbeweglich.  Diese  Punkte,  die  im  Allgemeinen 
im  Endlichen  liegen  und  von  denen  auch  zwei  imaginär  sein  können,  wollen 
wir  die  Collineationspole,  und  die  genannten  Geraden,  von  denen  auch 
zwei  imaginär  sein  können,  wollen  wir  die  Oollineati  unsgeradeu 
nennen.  Es  ergeben  sich  demnach,  weil  durch  vier  Punkte  oder  vier  Ge- 
rade die  Phasen  eines  collinear-veränderlichen  Systems  bestimmt  sind,  mit 
Berücksichtigung  der  reciproken  Beziehungen  folgende  Sätze: 

XI       Bewegen      sich      vier  XIa.      Bewegen     sich     vier 

Pnnkte   eines   collin  ear- ver-       G.erade   eines^ollinjöar-ver- 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  L.  Bübmbstbe.  485 


änderlicben  ebenen  Systems  änderli  eben  «benen  Systems 
derart,  dass  sie  vier  colli-  derart,  dass  sie  vier  colli- 
neare  gerade  Pnnktreiben  neare  Strablenbüscbel  er- 
erzeugen,  von  denen  vier  zeugen,  von  denen  vier  ent- 
entsprechende Pnnkte  auf  sprechende  Strahlen  sich  in 
einer  selbstentsprechenden  einem  selbstentsprechenden 
Geraden  zweier  Systempha-  Punkt  zweier  Systemphasen 
sen  liegen,  so  bleiben  drei  schneiden,  so  bleiben  drei 
S jstempunkte,  die^Collinea-  Systemgerade,  die  Collinea- 
tionspole,  und  die  drei  durch  tionsgeraden,  und  die  drei 
sie  bestimmten  Geraden,,  die  durch  sie  bestimm  ten  Schnitt- 
Collineationsgeraden,  fest;  pnnkte,  die  Collineations- 
alle  beweglichen  System-  pole,  fest;  alle  beweglichen 
punkte  erzeugen  collineare  Systemgeraden  erzeugen  col - 
gerade  Punktreihen,  von  lineare  Strahlenbüschel,  von 
denen  entsprechende  Punkte  denen  entsprechende  Strah. 
auf  denColl  ineationsgeraden  len  durch  die  Collineations- 
liegen  und  derenTräger  die  pole  gehen  und  derenMittel- 
Verbindungsgeraden  homo-  punkte  die  Schnittpunkte  ho- 
loger  Punkte  zweier  System-  mologer  Geraden  zweier  Sy- 
phasen  sind;  alle  beweg-  stemphasen  sind;  alle  beweg- 
lichen Systemgeraden  um-  liehen  Systempunkte  erzeu- 
hüllen  Kegelschnitte,  welche  gen  Kegelschnitte,  welche 
die  drei  Collineationsgera-  durch  die  Collineationsp  ole 
den  berühren;  alle  auf  einer  hindurchgehen;  alle  durch 
beweglichen  Systemgeraden  einen  beweglichen  System- 
liegenden Punkte  bewegen  punkt  gehenden  Geraden  um- 
sich  auf  den  Tangenten  des  hüllen  die  Pnnkte  des  von 
von  dieser  Systemgeraden  diesem  Systempunkt  be- 
umhüllten  Kegelschnittes.  schriebenen    Kegelschnittes. 

Die  Bewegnngsform,  welche  aus  dem  linksstehenden  Satze  hervorgeht, 
wollen  wir  die  geradlinige  Bewegung,  und  die,  welche  der  rechts- 
stehende Satz  enthält,  die  kegelschni  ttlinige  Bewegung  eines  col- 
linear -veränderlichen  Systems  nennen.  Im  ersten  Fall  sollen  die  Geraden, 
auf  denen  sich  die  Systempunkte  bewegen,  die  Bahngeraden  heissen,  und 
im  zweiten  Fall  sollen  die  Kegelschnitte,  welche  die  bewegten  Systempunkte 
beschreiben,  die  Bahnkegelschnitte  genannt  werden. 

Bei  der  geradlinigen  Bewegung  entspricht  jedem  Systempunkt  eine 
dnrch  ihn  gehende  Bahngerade  und  jeder  Geraden  als  Bahngeraden  ein  auf 
ihr  liegender  Systempnnkt.  Bei  der  kegelschnittlinigen  Bewegung  entspricht 
jedem  Systempunkt  ein  durch  ihn  und  durch  die  drei  Collineationspole 
gehender  Bahnkegelschnitt,   und  jedem  durch  die  drei  Collineationspole 
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gehenden  Kegelschnitt  als  Bahnkegelschnitt  entspricht  ein  auf  ihm  liegender 
Sjbtempnnkt. 

Blicken  wir  aaf  die  für  affin  •  veränderliche  ebene  Systeme  geltenden 
Sätze  zurück,  welche  S.  469  ff.  abgeleitet  wurden,  so  ergeben  sich  die  folgen- 
den allgemeineren  Sätze  für  die  Bewegung  eines  collinear  •  veränderlichen 
ebenen  Systems. 

XII.  Die  Strahlen  eines  Sy-  Xlla.  Die  Punkte  einer  Sy- 
stembüschels  umhüllen  bei  stemgeraden  erzeugen  bei 
der  geradlinigen  Bewegung  der  kegejschnittlinigen  Be- 
eines  collinear  -  veränderli  •  wegung  eines  collinear-ver 
eben  ebenen  Systems  eineKe  anderlichen  ebenen  Systems 
gelschnittsch  aar,  für  welche  ein  Kegelschnittbtischel,  für 
die  drei  Collineationsgera-  welches  die  drei  Oollinea- 
den  und  die  Bahngerade  des  tionspole  und  der  von  der  Sy- 
Büschelmittelpunktes  ge-  stemgeraden  umhüllte  Punkt 
meinschaftlicbe  Tangenten  gemeinschaftliche  Schnitt- 
sittd.                                                             punkte  sind. 

XIII.  Alle  Systempunkte,  Xllla.  Alle  Systemgeraden» 
welche  sich  bei  der  gerad-  welche  bei  der  kegeltichnitt- 
linigen  Bewegung  eines  col  linigen  Bewegung  eines  col- 
linear  -  veränderlichen  ehe-  linear  -  veränderlichen  ebe- 
nen Systems  auf  Bahngera-  neu  Systems  Punkte  umhül- 
den  bewegen,  die  sich  in  len,  die  auf  einer  Geraden 
einem  Punkte  schneiden,  lie-  liegen,  umhüllen  in  jeder 
gen  in  jeder  Systemphase  Systemphase  einen  Kegel- 
auf einem  Kegelschnitt,  der  schnitt,  der  von  dieser  Ge- 
durch  diesen  Punkt  \^nd  durch  raden  und  von  den  drei  Col- 
die  drei  Collineationspole  lineation^geraden  berührt 
geht.                                                             wird. 

XIV.  Bei  der  geradlinigen  XlVa.  Bei  der  kegelschnitt- 
Bewegung  eines  collinear-  linigen  Bewegung  eines  colli- 
veränderlichen  ebenen  Sy-  near- veränderlichen  ebenen 
stems  liegen  die  Gleitpunkte  Systems  umhüllen  die  Gleit- 
der  Strahlen  eines  Büschels  strahlen  der  Büschel,  deren 
in  einer  Systemphase  auf  Mittelpunkte  auf  einer  Sy- 
einem  durch  die  Collinea-  stemgeraden  liegen,  in  einer 
tionspole  gehenden  Kegel-  Systemphase  einen  von  den 
schnitt,  der  die  Bahngerade  Collineationsgeraden  berübr- 
des  Büschelmittelpunktes  be-  ten  Kegelschnitt,  der  durch 
rührt                                                           den    von    der   Systemgeraden 

umhüllten  Punkt  geht. 
Nehmen   wir  in  einem  geradlinig  bewegten,  collinear- veränderlichen 
ebenen  System    ein   Netz    von  Systemkegelschnitten   an,   die  durch  die 
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^rei  Oollineationspole  gehen  und  auf  denen  collineare  kramuie  Panktreihen 
liegen,  welche  die  Oollineationspole  entsprechend  gemein  haben,  so  be- 
wegen sich  die  Pankte  dieser  Reihen  auf  Bahngeraden ,  welche  collineare 
StrahleDbüschel  bilden.  Denken  wir  uns  nun  sämmtliche  Kegelschnitt- 
phatsen  erstarrt,  dann  können  wir  die  Gesammtheit  aller  entsprechenden 
Strahlen  der  Büschel  als  die  Phasen  eines  collinear- veränderlichen  ebenen 
Sjstems  betrachten,  dessen  Punkte  sich  auf  den  erstarrt  gedachten  Phasen 
jener  KegelNchnitte  bewegen  und  auf  diesen  collineare  krumme  Punktreihen 
ersengen.  Im  ersten  Falle  umhüllt  jeder  Systemkegelschuitt,  abgesehen 
von  den  Collineationspolen,  einen  Punkt;  im  zweiten  Falle  umhüllt  jede 
Sjstemgerade  einen  Punkt,  und  so  erhalten  wir  in  beiden  Fällen  dasselbe 
aas  Funkten  bestehende  Hüllgebilde.  Demnach  ist  in  diesem  Falle 
die  kegelschnittlinige  Bewegung  die  Umkehrung  der  gerad- 
linigen Bewegung  eines  collinear- ireränderlichen  ebenen 
Systems. 

Bei  der  krummlinigen  Bewegung  ^ines  collinear- veränderlichen  ebenen 
Systems  nennen  wir  die  Curve,  welche  ein  Systempunkt  beschreibt,  die 
Bahncurve  desselben,  und  die  Curve,  welche  von  den  Phasen  einer 
Systemcurve  oder  Hüllcurve  umhüllt  wird,  die  Hüllbahn  dieser  System- 
carve.   Aus  der  Anschauung  ergiebt  sich  dann  der  Satz: 

XV.    Die  Hüllbahn,  welche  von  einer  Systemcurve 
während   der  krummlinigen  Bewegung  eines  collinear- 
veränderlichen    ebenen    Systems    erzeugt    wird,    wird 
auch  von  den  Bahncurven  umhüllt,   welche  die  Punkte 
der  Systemcurve  beschreiben. 
Betrachten  wir  m  einem  geradlinig  bewegten,  collinear- veränderlichen 
ebenen  System  zwei  Phasen  Cj*  und  C,"  einer  Systemcurve  C"  der  n**"  Ord- 
nung,  so   umhüllen   die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte   von 
(7,"    und   C,"  die  Hüllbahn  der  Systemcurve  C*.    Herr  Idilinowski  hat 
in  Cr  eile's  Journal  Bd.  78  S.  175  den  Satz  abgeleitet:  „Die  Verbindungs- 
geraden homologer  Punkte  auf  zwei  Curven  67|"  und  C,"  der  n^®°  Ordnung, 
welche  sich  in  collinearen  Systemen  entsprechen ,  werden  von  einer  Curve 
K  der  2«*«**  Classe  und  «(n  +  l)*«"  Ordnung  eingehüllt,  welche  jede  der  Cur- 
ven (7,*-und  (7,"  in  2n(w  — l)  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden,  welche 
in  den  collinearen  Systemen  sich  selbst  entsprechen,  zu  »fachen  Tangenten 
hat.*^    Hieraus  folgen  mit  Beachtung  der  reciproken  Beziehungen  die  Sätze : 
XVI.     Die   Hüllbahn    einer  XVIa.     Der    Ort    der   HüU- 

Curve  n^"^  Ordnung  eines  ge-  punkte  eines  Strahlenbü- 
radlinig  bewegten,  collinear-  schels  n^^^  Ordnung  eines 
veränderlichen  ebenen  Sy-  kegelschnittlinig  bewegten, 
Sterns     ist     eine    Curve    2n^^'^  collinear  -  veränderlichen 

Classe  und  n[n^if^^  Ordnung,  ebenenSystemsisteineCurve 
welche  jede  Curvenphase.in       2n^^^   Ordnung  und   ft(ft-|»  1)^^' 
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2n(ft  —  l)  Punkten  berührt  und  Classe,  welche  jede  Büschel - 
die  drei  Collineationsgera-  cnrvenphase  in  2ft(n— l)  Punk - 
den  als  n fache  Tangenten  be-  ten  berührt  und  die  drei  Ool- 
sitst.  lineationspole      als      nfacbe 

Punkte  besitzt. 

Nehmen  wir  in  Fig.  13  drei  beliebige  Gerade  r,  «,  (  als  CoUineations- 
gerade  an,  und  bestimmen  wir  auf  vier  beÜebigen  Bahngeraden  a,  fr,  c,  </, 
welche  die  Gollineationsgeraden  r,  5,  ^  resp.  in  den  Punkten  ÄrA^Äty 
BrBgBt^  CrC,Ct^  DrD^Dt  schneiden,  colÜDeare  Piinktreihen,  die  von  den 
ÜoUineationsgeraden  in  entsprechenden  Punkten  geschnitten  werden,  do 
bestimmen  die  entsprechenden  Puuktgruppen  J^B^C^D^^  A^B^C^D^  u.  s.  w. 
die  Phasen  eines  geradlinig  bewegten ,  colliuear  veränderlichen  ebenen 
Systems.  Die  Sjbtempunkte  ABCD  durchschreiten  jede  der  Gollineations- 
geraden gleichzeitig  und  in  jedem  dieser  Momente  schrumpft  das  colliuear- 
veränderliche  ebene  Punktsystem  in  eine  der  Gollineationsgeraden  zusam- 
men. Alle  Punkte  einer  durch  einen  Gollineationspol  gehenden  System - 
geraden  bewegen  sich  atif  Bahngeraden ,  die  sich  in  einem  Punkte  auf  der 
durch  die  beiden  anderen  Pole  gehenden  Gollineationsgeraden  schneiden. 

Die  allgemeine  krummlinige  Bewegung  eines  colliuear  vt^räoderlichen 
ebenen  Systems  ist  in  folgenden  beiden  Fällen  bestimmt : 

1.  wenn  vier  Gurven  als  Bahncurven  von  vier  Systempuukten  und  drei 
Gurven  als  Hüllbahnen  von  dreien  der  Verbindungsgeraden  dieser 
Punkte  gegeben  sind; 

2.  wenn  vier  Gurven  als  Hüllbahnen  von  vier  Systemgeraden  und  drei 
Gurven  als  Bahncurven  von  dreien  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden 
gegeben  sind. 

In  Fig.  14  sind  a\  b\  c\  öt  vier  gegebene  Bahncurven  für  vier  System* 
punkte,  welche  ip  einer  Phase  5,  eines  colliuear  veränderlichen  ebenen 
Systems  S  resp.  die  Lage  AxB^C^D^  habou;  ferner  sind  %at%  x'^ci  x'cd  die 
drei  gegebenen  Hüllbahnen  der  Geraden  A^B^^  B^  t^,,  6\  D^  und  x«^,  x^c>  ^ed 
die  Gleitpunkte  derselben.  In  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  können 
wir  die  krummlinige  Bewegung  des  Systems  S  als  eine  geradlinige  Be 
wegung  ansehen,  für  welche  die  Tangenten  a,  fr,  c,  d  der  Bahncurven  Bahn- 
gerade  sind.  Um  nun  den  nicht  gegebenen  Gleitpunkt  %^i  der  Geraden 
^, />,  zu  bestimmen,  betrachten  wir  die  Gleitpunkte  Hhe  ^nd  %cd  &1^  Mittel- 
punkte zweier  collinearer  Strahlenbüschel,  welche  zu  einer  Punktreihe  der 
Geraden  c  perspectivisch  liegen  und  beziehungsweise  auf  den  Geraden  fr,  d 
zwei  collineare  Punktreihen  erzeugen,  deren  Verbindungsgeraden  einen 
Kegelschnitt  umhüllen.  Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  Gerade  B^Di  in 
dem  Gleitpunkte  x^«  den  man  leicht  mit  Hilfe  des  specialisirten  Brian- 
chon*schen  Satzes  bestimmen  kann.  Hierauf  construiren  wir  den  Kegel- 
schnitt A^,  der  durch  die  Punkte  x^,  Xa6,  %hd  go^^  ^^d  die  Gerade  fr  im 
Punkte  B^'  berührt.     Dies   ist  der  Gleitpunkt  Kegelschnitt  der  durch  By 
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gehenden  Strahlen,  und  aaf  ihm  liegen  die  Collineationspole  der  Sjstem- 
phase  Sf  Ferner  bestimmen  wir  den  Gleitpunkt  x««  dor  Geraden  A^  Ci^ 
indem  wir  x^,  x«*  als  Mittelpunkte  zweier  Büschel  betrachten,  welche  zu  einer 
Punktreihe  aaf  &  perspectivisch  liegen  undresp.  auf  den  Geraden a,|c  zwei  col- 
lineare  Punktreihen  erzeugen,  deren  Verbindungsgeraden  einen  die  Gerade 
A^  C|  im  Gleitpunkt  xa«  berührenden  Kegelschnitt  umhüllen.  Ist  der  Punkt  %ae 
mittels  des  Briancho naschen  Fünfseits  bestimmt,  dann  construiren  wir 
den  durch  x^,  Xc<i,  i^ae  gehenden  Kegelschnitt  K^^  der  die  Gerade  c  in  C^ 
berührt  und  der  Gleitpunkt -Kegelüchnitt  der  durch  C,  gehenden  Strahlen 
ist.  Beide  Kegelschnitte  K^  und  Kc  schneiden  sich  ausser  im  Punkte  xj^  in 
den  drei  Collineationspolen  Or,  0«,  Ot  der  SjstemphMse  S,,  die  verbunden 
die  drei  CoUineatiousgeraden  r,  ^,  t  dieser  Phase  liefern.  Construiren  wir 
in  der  angegebenen  Weise  für  verschiedene  Systemphasen  die  zugehörigen 
Collineationspole,  so  bilden  diese  Pole  in  der  festen  Ebene  eine  dreitheilige 
Polbahn,  und  bestimmen  wir  in  einer  angenommenen  Systemphase  S^  zu 
den  erhaltenen  Collineationspolen  die  entsprechenden  Punkte,  so  erhalten 
wir  eine  dreitheilige  Collineationspolcurve  in  der  Ebene  des  veränderlichen 
Systems.  Das  Analoge  gilt  von  den  Collineationsgeraden ;  sie  erzeugen  in 
der  festen  Ebene  eine  aus  drei  Theilen  bestehende  Hüllbahn,  und  die  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  SyHtemphase  S^  umhüllen  ebenfalls  eine  aus 
drei  Theilen  gebildete  Curve. 

Die  Constructionen  der  Tangenten  an  den  Bahncurven  der  System* 
punkte  und  die  Bestimmungen  der  Gleitpunkte  der  Systemgeraden,  welche 
wir  bei  der  Bewegung  der  affin- veränderlichen  Systeme  kennen  gelernt  und 
in  Fig.  8  ausgeführt  haben,  finden  auch  hier  ihre  Anwendung;  und  es  ist 
nur  zu  beachten,  dass  bei  der  allgemeinen  Bewegung  coUinear  veränder- 
licher Systeme,  wenn  ein  Collineationspol  bei  der  Construction  benutzt 
wird,  anstatt  des  beim  affin- veränderlichen  System  vorkommenden  Parallel- 
Ziehens  zweier  Geraden  hier  einschneiden  der  betreffenden  beiden  Geraden 
in  der  dem  benutzten  Collineationspol  gegenüberliegenden  Collineations- 
geraden eintreten  muss.  Da  es  gleichgiltig  ist,  welchen  Collineationspol  wir 
bei  der  Construction  der  Tangenten  oder  Gleitpunkte  verwenden ,  so  kann 
jede  dieser  Constructionen,  die  wir  bei  der  Bewegung  eines  affin- veränder- 
lichen Systems  kennen  gelernt  haben,  hier  auf  dreierlei  Art  zur  Ausführung 
gebracht  werden. 

Um  z.  B.  in  Fig.  14  für  einen  beliebigen  Punkt  E^  der  Systemphase  S, 
die  Tangente  e  der  betreffenden  Bahncurve  zu  construiren ,  ziehen  wir  von 
E^  durch  einen  Collineationspol,  etwa  durch  0«,  eine  Gorade,  welche  eine 
mit  ihrem  Gleitpunkt  gegebene  Gerade,  etwa  B^  C^  in  P'  schneidet,  verbin- 
den /^  mit  a,b  und  ferner  den  Gleitpunkt  x^o  ^^^  ^^^  Schnittpunkte  B,  der 
bekannten  Tangente  b  und  der  Collineationsgeraden  s;  beide  Verbindungs- 
geraden treffen  sich  in  einem  Punkte  B'^  dieser  giebt  mit  C|  verbunden 
eine  Gerade,  die  s  in  Eg  schneidet,  dann  ist  E^Ei  die  Tangente  elj^  Bf  an 
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i&r  Babocorve  des  SystempaukUs  £.  Wir  können  auch  von  %^  eiae  Ge- 
rade  durch  den  Punkt  C,  asiehen,  die  P'a.b  in  B,  trifft;  dann  liefert  B^  H^ 
auf  4  denaelbeii  DiurchsobnittjE^.  —  Ebenso  wie  E^  umgekehrt  als  Gleitpunkt 
der  Geraden  £,  ist  auch  x^«  als  Gleitpunkt  der  Geraden  AxDi  construirt. 

Betrachten  wir  die  Gera4«  e  als  zur  Systempbase  5,  gehörend,  so  ist 
El  d«r  Gleitpunkt  dieser  Geraden,  und  demnach  erbalten  wir  su  einer  be 
liebigen  Geraden  e  den  entsprechenden  Gleitpunkt  ^, ,   wenn  wir  obigen 
Otinstroctionsweg  rückwärts  durchachreilen. 

Wir  inüsseji  wegen  der  Collineationspole  noch  den  Fall  besonders  her- 
vorheben, wenn  die  drei  Gleitpunkte  %ab\  ^hct  ^hd  gegeben  sind,  welche  auf 
Geraden  liegen,  die  sich  in  einem  Punkte  B^  schneiden.  In  diesem  Falle 
ist  der  Kegelschnitt  Kk%  der  durch  die  drei  gegebenen  Gleitpunkte  geht  und 
die  Gerade  b  in  B^  berührt,  vollständig  bestimmt.  Aber  für  den  zweiten 
Kegelschnitt  Ko  i^t  noch  die  Bestimmung  der  beiden  aicht  gegebenen  Gleit- 
punkte »Mt  »041  ler/arderlich.  Den  Punkt  Xa«  erhalten  wir,  wenn  wir  x^c  ^Q^ 
X«*  als  Mittelpunkte  zweier  zu  einer  Fuuktreihe  auf  6  perspectiv isch  liegender 
Strahl enbüschel  betrachten,  die  resp.  auf  a  und  c  coUineare  Punktreihen 
erzeugen^  deren  Verbindungsgeraden  einen  die  Gerade  A^  C^  im  Gleitpunkte 
%^  berührenden  Kegelschnitt  umhüllen.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  der 
Gleitpunkt  Hcd  der  Geraden  C^  D^  und  demnach  können  wir  den  durch  x^, 
Xm;,  X0ii  gebenden  Kegelschnitt  ÜT«,  der  die  Gerade  c  in  6'|  berührt,  con- 
atr«trea. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  in  Fig.  14  die  vier  Hüllbahoen  x'«»,  x'^,  x'edi 
k'ai  der  Geraden  A^  B^,  B^C^  ^x^u  ^lAt  ^^^  *vier  Gleitpunkte  Xo»,  x^  x«d« 
Kna  «nd  die  drei  Bahncorven  a\  b\  c  nebst  den  Tangenten  a,  6,  c  in  den 
Punklen  A^^  Bx%  C^  gegeben,  so  brauchen  wir  in  der  oben  angegebenen 
Weise  nur  den  Gleitpunkt  Xae  SQ  bestimmen;  dann  können  wir  den  durch 
^«t  Miei  »etf  gehenden  Kegelschnitt  jf«,  der  c  in  C^  berührt,  und  ebenso  den 
durch  x««,  Kab%  ^4a  gehenden  Kegelschnitt  ^«i  der  a  in  A^  berührt,  constrairen. 
Diese  beiden  Kegelschnitte  schneiden  sich  ausser  in  dem  Punkte  x««  in  den 
drei  Oollineationspolen.  Bei  einem  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  System 
aiiid  die  Kegelschnitte  AT^  und  E^  Kreise ;  und  wir  gelangen  dann  in  diesem 
apeciellen  Falle  zu  derselben  Construction  des  Aehnlicbkeitspoles  einer 
Bystemphase,  welche  wir  in  der  ersten  Mittheilung  ausgeführt  haben. 

Nehmen  wir  in  Fig.  14  die  Kegelschnitte  Et  und  Ee  im  Voraus  beliebig 
an,  ziehen  wirdie  CoUineationsgeraden  r,  «,  t  und  durch  den  vierten  Schnitt- 
punkt /x^e  von  £Ci  und  Ec  ^^^^  beliebige  Gerade ,  welche  die  Kegelschnitte 
in  ^,<und  C}  trifft,  so  sind  die  Doppel  Verhältnisse  der  vier  Punkte  BrB^B^Bi 
und  CrCfC^Ct  auf  den  in  Bi  und  C^  an  Et  und  Et  gelegten  Tangenten  gleich. 

Zum  Schluss  wollen  wir  .beispielsweise  noch  einen  ganz  spaoiellen 
Fall  betrachten.  Wir  nehmen  an,  es  bewegen  sich  in  Fig.  16  auf  den  Kreisen 
a\  h\  deren  Mittelpunkte  0^  und  0«  sind,  die  beiden  starr  verbundenen 
.PuidktB  A  und  B\  dann  bestimmen  die  vier  Punkte  A^  B^  Or^  0«,  von  denen 
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die  beiden  Intssteii  fest  sind,  ein  bewegtes,  coUinear  -  veränderliches  ebe- 
nes System,  für  welches  die  Pnnkte  Or,  0,  zwei  feste  Collineationspole 
sind  and  die  durch  sie  hindurchgehende  Gerade  t  eine  feste  Collineations- 
gerade  ist.  Um  den  veränderlichen  dritten  Collineationspol  0|  zu  ermitteln, 
können  wir  in  diesem  besondern  Falle  in  folgender  Weise  verfahren.  Wir 
bestimmen  zunächst  die  Tangente  c  der  Bahncnrve  des  Systempunk tes  (7, 
des  Durchschnittes  der  Systemgeraden  Oj.A^  O^B^  im  Punkte  C, ;  zu  diesem 
Zwecke  fällen  wir  von  C^  auf  ^i  B^  eine  Senkrechte,  dann  ist  der  Fasspunkt 
%ah  derselben  der  Gleitpunkt  der  Geraden  A^  B^ ;  diesen  betrachten  wir  als 
den  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels ,  welches  auf  den  Kreistangenten  a 
und  b  collineare  Punktreihen  erzeugt,  zu  denen  resp.  die  Strahlenbüschel, 
deren  Mittelpunkte  0^,  0»  sind,  perspectivisch  liegen.  Diese  Bttsche}  erzeu- 
gen einen  Kegelschnitt,  der  die  zu  bestimmende  Tangente  c  in  C^  bertthrt. 
Ziehen  wir  die  Gerade  Xab^tt  welche  6  in  v  trifft,  und  die  Gerade  Hat  Bt%  die 
a  in  u  schneidet,  so  sind  OrU  und  OgV  Tangenten  des  genannten  Kegel- 
schnittes in  den  Punkten  Or  und  0«.  Diese  Tangenten  schneiden  die  gegen- 
überliegenden Seiten  0«{7,  und  OrC^  in  den  Punkten  u  und  v\  und  dann 
geht  nach  einem  bekannten  Satze  die  Tangente  c  von  Cf  durch  den  Schnitt- 
punkt Ct  <ier  Gentden  uv  und  L  Deor  Schnittpunkt  der  beiden  Tangeaten  a 
and  c  gtebt  mit  0«  verbanden  die  Collineationt^erade  r  und  der  Sekoit^fMuikt 
der  Tangenten  b  und  c  liefert  »it  0^  verbiiDden  die  Oollineationsgerade  s; 
dann  ist  der  Schnittpunkt  Ot  von  r  und  s  der  veränderKche  dritte  Collinea- 
tionspol. Da  sich  bekanntlich  die  Gleichheit  der  Winkel  Og  C^  €%  und 
Or  Ci  2>|  nachweisen  lässt,  die  auch  aus  der  ausgeführten  Construction  folgt, 
so  wird  die  Construction  der  Tangente  c  sehr  vereinfacht  und  die  Bestim- 
mung des  Poles  Ot  ausserordentlich  erleichtert.  In  diesem  besondern  Falle 
besteht  die  Collineationspolbahn ,  sowie  die  Collineationspolcurve  aus  einer 
einzigen  Curve  und  zwei  isolirten  Punkten;  und  die  Hüllbahn  der  CoUinea- 
tionsgeraden  in  der  festen  Ebene ,  sowie  die  entsprechende  umhüllte  Curve 
in  einer  bestimmten  Systemphase  degenerirt  zu  einer  Geraden  und  zu  zwei 
anf  ihr  liegenden  Punkten.  . 

Für  die  erste  Mittheilung  S.  100  dieser  Zeitschrift  müssen  wir  noch  be- 
richtigen, dass  die  in  Fig.  14,  Tafel  II,  gegebene  Bewegung  nicht  die  all- 
gemeinste Bewegung  eines  ähnlich  -  veränderlichen  ebenen  Systems  ist  und 
dass  die  Mittelpunkte  a,  ß  nur  in  einem  ganz  speciellen  Falle  auf  einem 
durch  0  und  P  gehenden  Kreise  liegen. 

Um  die  Grenzen  einer  zeitschriftlichen  Abhandlung  nicht  zu  überschrei- 
ten, müssen  wir  die  weitere  Betrachtung  specieller^äUe  der  Bewegung  col- 
linear- veränderlicher  ebener  Systeme  unterlassen.  Die  nächste  Fortsetzung 
dieser  Untersuchungen  wird  uns  zu  der  allgemeinen  Bestimmung  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte  der  Bahncurven  und  Hüllbahnen  und  schliesslich  zu  der 
Bewegung  collinear  •  veränderlicher  räumlicher  Systeme  führen. 
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üeber  einige  Ealer'sche  Sfttze  auB  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen. 

Von 

Dr.  F.  Grübe 

in  Schleswig. 


§    «. 

üeber  die  Zahlen,  welche  lich  höohitens  auf  eine  Art  dnreh  irgend 
eine  sweigliedrige  qaadratisohe  Form  von  negativer  Determinante 

danteilen  lassen. 

I.  Jede  Primzahl  und  das  Doppelte  jeder  Primzahl  IftBSt  sich  höchstens 
auf  eine  Art  darch  irgend  eine  zweigliedrige  Form  ma?  +  ny*  von  nega- 
tiver Determinante  darstellen. 

Beweis:  Die  Determinante  der  Form  sei  — /?,  so  dass  D  =  mn,  Im 
Folgenden  soll  der  Buchstabe  q  immer  eine  ungerade  Primzahl ,  und  der 
Buchstabe  6  irgend  einen  Factor  der  Determinante  bedeuten.  Es  sei  die 
Zahl  A  entweder  von  der  Form*  q  oder  von  der  Form  2^  und  durch  die 
Form  mx*  +  ny*  darstellbar.  Jede  Darstellung  der  Zahl  A  ist  (nach  der 
Bezeichnung  von  Gauss)  jedenfalls  eine  eigentliche,  d.h.  die  darstellenden 
Zahlen  x  und  y  sind  relative  Primzahlen.  Deshalb  gehört  jede  Darstellung 
der  Zahl  A  zu  irgend  einem  Werth  des  Ausdrucks  j/^  D  {mod^  A) 
(Art.  155).*"^  Derselbe  hat  aber  nur  zwei,  und  zwarentgegengesetzteWerthe 
(Art.  104,  106);  diese  seien  +  v.  Nach  der  Vorau'tsetznng  existirt  jeden- 
falls eine  Darstellung  der  Zahl  A  durch  die  Form  mx^  +  nt^.  Diese  ge- 
höre zu  dem  Werthe  e.  Dann  ist  die  Form  mx*'-|-  ny*  eigentlich  äquivalent 

mit  der  Form  (A,  p,  — - — j.   Eine  eigentliche  Transformation  der  ersteren 

Form  in  die  zweite  sei  dies^  ^^  ß^  y%  ^*     ^^^  ^^^*  l^  ergiebt  sich:  Wenn 


*  Das  Wort  „Form**  wird  hier  in  2wei  verschiedenen  Bedeutungen  gebrauchL 
**  Die  Citate  beliehen  sich  auf  Gauss,  Diäqvisiiwnei  arühmeticae, 

Digitized  by  VjOOQIC 


üeber  einige  Ealer'sche  Sfttze  etc.     Von  Dr.  F.  Geubb.  493 

D>\^  80  wird  es  keine  anderen  za  v  gehörigen  Darstellungen  geben,  als 
diese  ewei:  a:=  +  a,  y=  +  y;  wenn  aber  />=  1,  so  giebt  es  ausser  diesen 
beiden   noch  folgende  zwei:  a?=  +  y,  y=  +  «.     Da  die  Form  mx^  +  ny' 

eine  Anceps  ist,  so  ist  sie  auch  mit  der  Form  (a,  —  v,         — ]  eigentlich 

äquivalent,  und  geht  in  diese  ttber  dnrch  die  Substitution  a,  —  ^,  —  y»  ^« 
Hierans  ergeben  sieb ,  wenn  Z>  >  1 ,  noch  zwei  andere  Darstellungen  der 
Zahl  A  durch  die  Form  ms^  +  ny^^  die  zu  —  v  gehören,  nämlich  x=  +  a^ 
y=  ^  y;  and  wenn  />=  I,  ausser  dieaen  beiden  noch  folgende  zwei  zu  — v 
gehörige:  ^=  +  0,  y=  +  y'  Ausser  diesen  vier,  resp.  acht  Darstellungen 
ier  Zahl  j4  giebt  es  keine;  da  dieselben  jedoch  alle  mit  dieser  einen  Dar- 
stellung A  =  ma*  +  nY*  zusammenfallen,  so  können  wir  sagen:  Jede  Zahl  A 
von  der  Form  g  oder  2q  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Art  durch  irgend  eine 
zweigliedrige  Form*  darstellen. 

IL  Aber  auch  irgend  ein  Product  oder  doppeltes  Prodnct  einer  Prim- 
zahl in  irgend  einem  Factor  der  Determinante  irgend  einer  zweigliedrigen 
Form  ma^  +  ny*  lässt  sich  höchstens  auf  eine  Art  durch  dieselbe  darstellen. 

Denn  es  sei  A  ^=  ma*  +  n  6',  und  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
der  beiden  Zahlen  A  und  />;  ferner  sei,  wenn  A'=^hÄy  Ä  entweder  von  der 
Form  q  oder  2g.  Der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  der  beiden  Zahlen 
A  und  m  sei  b^  d',,  und  der  beiden  Zahlen  A  und  n,  h^  d't,  so  dass  6',  und  i\ 
keinen  quadratischen  Factor  enthalten,  und  endlich  sei  m=3dt'6'|m', 
n  s  ^  X^  n.  Die  Zahlen  tn  und  n  können  der  Allgemeinheit  unbeschadet 
als  relative  Primzahlen  vorausgesetzt  werden;  dann  ist  klar,  dass  a  den 
Factor  d^  ^'t  ^^^  ^  <^®"  Factor  6^  ii\  enthalten  muss.   Wenn  also  a  =  d,^',/»', 

6  =  6,  Ä'i  h\  so  ist  ,         y        ''•!•''  i/t 

Existirte  nun  noch  eine  zweite  Darstellung  der  Zahl  A  durch  die  Form 
tn^-f-ny',  so  würde  sich  ans  dieser  ebenso  noch  eine  zweite  Darstellung 
der  Zahl  a'  durch  die  zweigliedrige  Form  ö\  m'rr'  +  d'i  n'y*  herleiten  lassen. 
Nach  I  lässt  sich  aber  A'  höchstens  einmal  durch  irgend  eine  zweigliedrige 
Form  darstellen. 

Durch  Zusammenfassung  von  1  und  II  ergiebt  sich:  Jede  Zahl  von 
der  Form  6q  oder  2ög  (wo  ö  auch  1  sein  kann)  lässt  sich  höch- 
stens einmal  durch  eine  z  weiglied  rige  Form  darstellen. 

§2. 
Die  Enler'iohen  Zahlen. 

Wenn  eine  Zahl  A  durch  eine  zweigliedrige  Form  Fnur  auf  eine  Weise 
dargestellt  werden  kann,  aber  dann  so,  dass  diese  eine  allein  ezistirende 


*)  Der  Zusatz  „von  negativer  Determmante**  soll  fortan  als  selbstverständlich 
weggelassen  werden. 
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Darstellnng  dareb  relative  Primzahlen  erfolgt,  so  wollen  wir  der  Kürze 
wegen  sagen,  die  Zahl  A  werde  dnrch  die  Form  f*primitiv  dar- 
gestellt. Die  Zahl  500  wird  z.  B.  dnrch  die  Form  lAct^  +  t^  primitiv 
dargestellt;  denn  es  ezistirt  nnr  diese  eine  Darstellung  590=  14.1' +  24*, 
nnd  die  darstellenden  Zahlen  1  und  24  sind  relative  Primzahlen.  Die  Zahl  16 
wird  dnrch  die  Form  a:'+  I5y"  dargestellt,  aber  nicht  primitiv;  denn  ausser 
dieser  Darstellung  I6=15.l'+l't  ^i®  freilich  dnrch  relative  Primzahlen 
erfolgt,  existirt  noch  eine  zweite  16  =  15.0'  +  4*.  Ebenso  wird  die  Zahl  395 
durch  die  Form  3^'  +  ^  nicht  primitiv  dargestellt:  es  existirt  freilich  nnr 
diese  eine  Darstellnng  325  =  3 .  10*  +  5',  aber  die  darstellenden  Zahlen  10 
nnd  5  haben  den  gemeinschaftlichen  Factor  5.  « 

Eni  er  hat  zuerst  bemerkt,  dass  es  Formen  giebt,  für  welche  der  all- 
gemeine, -am  Schluss  des  $  1  aufgestellte  Satz  i^ich  umkehren  Iftsst.  Wenn 
daher  eine  Form  so  beschaffen  ist,  dass  alle  durch  dii^selbe  primitiv  dar- 
stellbaren Zahlen  entweder  von  der  Form  öq  oder  von  der  Form  2iq  sind, 
so  wollen  wir  jene  Form  eine  Eni  er' sehe  Form  nennen.  Es  giebt  auch 
solche  Formen,  dass  alle  dnrch  eine  derselben  primitiv  darstellbaren  Zahlen 
entweder  eine  der  beiden  genannten  Formen  haben  oder  auch  die  Form 
d.2^;  auch  solche  sollen  Eni  er*  sehe  genannt  werden.  Eine  solche  ist  z.  B. 
15:9*  +  ^';  durch  dieselbe  werden  unter  anderen  diese  beiden  Zahlen  von 
der  Form  6.2*,  16  und  24,  primitiv  dargestellt  (I6t=15.  l*+l*,  24=15 .  l*+3*), 
während  alle  Übrigen  nicht  in  der  Form  6.2*  enthaltenen  und  durch  die 
Form  ISaf'  +  y*  primitiv  darstellbaren  Zahlen  eine  der  beiden  Formen  dy 
und '26g  haben.  Die  Definition  einer  Enler'schen  Form  ist  demnach 
folgende : 

Eine  Form  soll  dann  und  nur  dann  eine  Enler'scbe 
heissen,  wenn  alle  durch  dieselbe  primitiv  darstellbaren 
Zahlen  keine  andere  Form  haben  als  eine  dieser  drei:  Öq^ 
2iq,  6.2*. 

Eni  er  selbst  nannte  eine  solche  Form  formnla  idonea  oder  congrua, 
deshalb,  weil  sie  geeignet  ist,  um  zu  prüfen,  ob  eine  Zahl  eine  Primzahl  sei 
oder  nicht.  In  Bezug  auf  die  En  1er* sehen  Formen  heben  wir  zunächst 
folgenden,  von  Eni  er  aufgestellten  Satz  hervor: 

Wenn  irgend  eine  Form  ma:* +  ny*  der  Determinante/)  eine  Eul  er 'sehe 
ist,  so  ist  jede  andere  (zweigliederige)  derselben  Determinante  gleichfalls 
eine  solche. 

Dies  ist  der  Enler'scbe  Beweis. 

I.    Voraussetzung:  mn(B'-('y' ist  eine  Enler'scbe  Form. 

Behauptung:  ma^  +  ny*  ist  eine  Enler'scbe  Form. 

Wäre  m^-f-ny'  keine  Enler'scbe  Form,  so  gäbe  es  wenigstens  eine 
dnrch  dieselbe  primitiv  darstellbare  Zahl  C,  die  nicht  in  einer  der  drei  For- 
men 6g,  2dq,  62*  enthalten  wäre.  Es  sei  e=ma*  +  nb\;  hieraus  fol^t 
nC=mna*  +  (nby.   Die  Zahl  nC  wäre  also  durch  die  Form  mnap*  +  ^*  dar 
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gtellbar.  Dieselbe  könnte  aber  auch  nnr  auf  eine  Art  dnrcb  diese  Form 
darstellbar  sein.  Denn  wäre  ancb  nC=mfta,'+ (n5i)',  so  würde  daraas 
folgen  C^ma^^  +  nb^*;  es  wäre  also  C  anf  awei  Arten  dnrcli  die  Form 
mx'-f-iiy'  darstellbar,  was  der  über  C  gemaebten  Annahme  widerstreitet. 
Es  könnte  also  nC  wirklich  nnr  auf  eine  Art  dnrch  die  Form  mnx^  +  y* 
darstellbar  sein;  dann  würde  aber  diese  Form  keine  Eni  er*  sehe  sein, 
waa  gegen  die  Voranssetznng  ist.  Die  Form  mo[^'^'ny'  mass  also  eine 
Ealer'sche  sein. 

n.  Ebenso  zeigt  man,  dass,  wenn  ma^  +  ny*  eine  Ealer*sche  Form 
ist,  dann  auch  mnj^  +  y*  eine  solche  sein  mnss,  mithin  aach  mV  +  ft^t 
wenn  m'n  =sinn. 

Der  aufmerksame  Leser  wird  bemerkt  haben ,  dass  dieser  Beweis  nur 
für  den  Fall  giltig  ist,  dass  wenigstens  eine  der  beiden  Zahlen  m  and  n 
keinen  quadratischen  Factor  hat.  Ein  allgemeiner  Beweis  dieses  Satzes 
wird  sich  ans  dem  Folgenden  ergeben  fS  8  am  Ende). 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  können  wir  die  Determinante  einer 
Eni  er 'sehen  Form,  positiv  genommen,  also  die  Zahl  — Dzsmn  passend 
eine  Enler'sche  Zahl  nennen.     (Eni er  nannte  sie  numerus  idoneus.) 

Eni  er  hat  ein  Criterinm  aufgestellt,  um  zu  entscheiden,  ob  eine  be- 
liebig gegebene  Zahl  eine  Euler'sche  ist  oder  nicht,  und  mit  Hilfe  dessel- 
ben alle  Eule  raschen  Zahlen,  die  zwischen  1  und  10000  enthalten  sind, 
wirklich  gefunden.  Das  Criterium  findet  sich  zuerst  ohne  Beweis  in  einer 
kurzen  Notiz  von  Euler  in  den  Nouv,  Mem.  de  VAc,  de  Berlin  1776,  pag,  838. 
Eine  grössere  Abhandlaug  von  Euler  über  diesen  Gegenstand,  die  bald 
darauf  erschien  {Nova  acta  Petr,  Xllt)  „Z>c  varüs  modis  numeros  praegrandes 
examinandi,  utrum  sint  primi  necne^^  enthält  auch  einen  Beweis  dieses  Crite-» 
rinms.  Der  Eule  rasche  Beweis  i«t  aber  entschieden  als  ungenügend  zu 
bezeichnen.  In  einer  zweiten  Abhandlung  über  die  Eule  raschen  Zahlen 
(gleichfalls  in  den  Nov.  ad,  Petr.)  „De  formtdis  speciei  ma^  +  ny*  ad  numeros 
primos  explorandos  idoneis  earumque  mirabilibus  proprietatibus^^  stellt  Euler 
eiDe  Reihe  von  Eigenschaften  der  Eule  raschen  Zahlen  auf;  aber  auch  deren 
Beweise  sind  theilweise  mangelhaft.  Ich  werde  zunächst  die  im  Eni  er- 
sehen Beweise  des  Criteriums  enthaltenen  Mängel  aufdecken  und  dann 
einen  strengen  Beweis  eines  von  dem  E  nie  raschen  etwas  abweichenden 
Criteriums  geben,  welcher  auf  der  Gauss^schen  Eintheilnng  der  Formen 
einer  Determinante  in  Geschlechter  und  Classen  beruht.  Darauf  werde  ich 
auch  die  Eul  er 'sehen  Beweise  der  Eigenschaften  der  Eul  er 'sehen  Zahlen, 
in  wie  weit  dieselben  mangelhaft  sind,  durch  strenge  Beweise  ersetzen, 
welche  auf  demselben  Princip  beruhen.  Der  Beweis  des  Euler*schen 
Criteriums  ist  mir  bisher  nicht  gelungen,  obleich  Gauss  dasselbe  demon- 
straiu  facile  nennt  (Art.  303). 

Dem  erwähnten  Criterium  hat  Eni  er,  wie  schon  bemerkt,  alle  Zahlen 
▼on  1  bis  iOOOO  unterworfen.     Unter  diesen  haben  sich  nur  05  Zablen  als  j 
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Eni  er*  sehe  erwiesen,  von  welchen  1848  die  letzte  ist  Dies  ist  allerdings 
eine  äusserst  merkwürdige  Erscheinnng,  and  es  scheint  hiernach,  dass  die 
Reihe  der  Enler^^chen  Zahlen  mit  der  genannten  Zahl  wirklich  abbricht. 
Ealer  selbst  sagt  hierüber:  Postquam  omnes  numeros  idoneos  sive  congruos 
exhibuerim,  primo  quidem  hoc  phaenomenon  maxime  mirandum  se  obtulüy  quod 
mulMudo  ittorum  numerorum  neutiquam  in  infiniium  excrescai,  vefum  adeo  non 
plures  quam  65  hujusmodi  numeros  complectatur.  Folgendes  sind  die  von 
Ealer  gefundenen  05  numeri  idonei: 


1 

16 

48 

120 

312 

2 

18 

57 

130 

330 

3 

21 

58 

133 

345 

4 

22 

60 

165 

357 

5 

24 

70 

168 

385 

6 

25 

72 

177 

408 

7 

28 

78 

190 

462 

8 

30 

85 

210 

520 

9 

33 

88 

232 

760 

10 

37 

93 

240 

840 

12 

40 

102 

253 

1320 

13 

42 

105 

273 

1365 

15 

45 

112 

280 

1848. 

Es  ist  interessant,  zu  verfolgen,  wie  Euler  während  der  Ausarbeitung 
der  ersten  Abhandlung  gleichzeitig  mit  einem  wahren  Feuereifer  die  Arbeit 
des  Aufsnchens  der  numeri  idonei  immer  weiter  geführt  hat.  Zuerst  heisst 
es:  neque  posi  hunc  {numerum  1848)  uUum  alium  majorem  mihi  quidem  invenire 
licuity  postquam  istum  lahorem  usque  ad  3000  et  ultra  sum  ea-seculusi  an  einer 
späteren  Stelle :  cum  enim  hanc  investigationem  usque  ad  4  millia  essem  prose- 
cutuSy  in  toto  hoc  intervallo  ne  unicus  quidem  numerus  idoneus  se  mihi  obtulerat: 
und  endlich:  postquam  autem  hunc  calculum  usque  ad  10000  essem  prosecutus, 
nullus  novus  numerus  se  mihi  obtulit,  praeter  illos  quos  tabula  superior  exhihuü 
ex  quo  ista  tabula  omnes  plane  numeros  idoneos  in  se  complecti  videtur, 

§3. 
Das  Euler'iohe  Criterinm 
lautet  folgendermansen : 

Tn  dem  Ausdruck  D  +  n*  substituire  man  für  n  der  Reihe  nach  alle 
ganzen  Zahlen  von  1  an,  die  zu  D  relative  Primzahlen  sind,  bis  der  Aus- 
druck /)  +  «*  grösser  wird  als  4Z>.  Den  Complex  der  hieraus  resultirenden 
Zahlen  wollen  wir  durch  Sl  bezeichuen. 

I.  Wenn  Sl  auch  nur  eine  Zahl  enthält,  die  eine  andere  Form  hat  als 
eine  dieser  vier : 

dann  ist  2>  keine  Euler'sche  Zahl. 
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II.  Umgekehrt,  wenn  alle  in  Sl  enthaltenen  Zahlen  irgend  eine  jener 
vier  Formen  haben,  dann  ist  D  eine  £aler'8che  Zahl. 

Eni  er  erlftatert  diese  Regel  an  mehreren  Beispielen,  von  denen  ich 
einige  anführe. 

1.  Beinpiel.  Zu  prüfen,  ob  14  eine  Euler^Hche  Zahl  i<tt.  Man  hat  also 
in  dem  Ansdrnck  14 -{-n*,  da  14  +  7'  schon  grösser  als  4.14  ist,  für  n  alle 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  6  za  setzen,  die  mit  14  keinen  gemeinsamen  Factor 
haben. 

14  +  1',  3',  5« 
15,  23,  30 
Hier  sind    die   beiden   Zahlen   15  nnd  30  in  keiner  der  vier  Formen 
9i  2^,  9%  2^  enthalten;  mithin  ist  14  keine  Eni  er 'sehe  Zahl. 

2.  Beispiel.    Untersnchnng  der  Zahl  13. 

13+1»,  2«,  3',  4',  5»,  6* 
14,  17,  22,  20,  38,  40 
Alle  diese  Zahlen  haben  eine  der  drei  Formen  ^,  2^,  ^;  die  Zahl  13  ist 
demnach  eine  Eni  er 'sehe. 

3.  Beispiel.    Untersnchnng  der  Zahl  U. 

11  +  1»,  2*,  3*,  4»,  5* 
12,  15,  20,  27,  36      ' 
Hier  ist  keine  der  resnltirenden  Zahlen  in  einer  jener  vier  Formen  ent- 
halten; folglich  ist  11  keine  Enler'sche  Zahl. 

4.  Beispiel.    Untersuchung  der  Zahl  1848. 

1848+   l»=1840=43*=^*        1848  + 31*= 2800=  Ö3*=,^* 


+  5»=  1873 

=9 

+  37*=3217           =q 

+  13»=2017 

=9 

+4l*=3520           =g 

+  17«=2137 

=  9 

+43*=3607           =g 

+ 10*=2200= 

=47'=^* 

+47*=4057           =9 

+  23'=2377 

=9 

+53'=4657  •        =q 

+  25*=2473 

=9 

+50*=5320=73*=9' 

+  >7»=.2680 

=  q. 

+6l'=5560          =g. 

Hieraas  geht  die  Zahl  1848  als  Eni  er 'sehe  Zahl  hervor. 

§4. 
Heber  den  Enler'ichen  Beweis  dea  CriteriiuiiB. 

Die  in  dem  Criterium  in  I  aufgestellte  Behauptung  will  Eoler  fol- 
gendermassen  beweisen. 

Wenn  sich  in  dem  Complex  Sl  eine  Zahl  J  befindet,  die  keine  Quadrat- 
zahl  ist  nnd  die  keine  dieser  drei  Formen  q,  2^,  2^,  also  auch  keine  dieser, 
drei  dg,  2öq,  d.2^,  hat,  da  alle  Zahlen  Sl  relative  Primzahlen  za  D  sind 
so  ezistirt  wenigstens  eine,  nicht  in  einer  der  drei  Formen  dq^  26 q^  6.2^ 
enthaltene  Zahl,  nämlich  J^  welche  primitiv  durch  die  Form  Dx*  +  y*  dar- 
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stellbar  ist;  mithin  kann  D  keine  Ea]er*8che  Zahl  sein  Da&s  A  durch  die 
Form  Dx*+  y*  wirklich  primitiv  darstellbar  ist,  sieht  man  leicht;  denn  dar- 
stellbar ist  A  durch  diese  Form,  da  alle  Zahlen  Sl  von  der  Form  D  +  n* 
sind;  ferner  sind  die  darstellenden  Zahlen  relative  Primzahlen,  da:i;c=al 
ist;  endlich  kann  A  nur  einmal  darstellbar  sein,  denn  setzt  man  d;=sO,  so 
erhält  man  aus  der  Form  Da^  +  y*  nur  Quadratzahlen;  nimmt  man  aber 
x^i,  so  giebt  die  Form  Dx*'\-y*  Zahlen,  die  grösser  als  \D  sind;  in 
keinem  Fall  kann  also  die  Zahl  A  erzeugt  werden. 

Exisirt  aber  in  dem  Complex  Sl  keine  Zahl  A  von  der  ebengenannten 
Beschaffenheit,  aber  wohl  eine  Zahl  A\  die  das  Quadrat  einer  Primzahl  ist, 
^=3  q^^  so  kann  deshalb  die  Form  Di^  +  y*  noch  immerhin  eine  Eule  rasche 
sein;  denn  die  Zahl  j'  ist  freilich  von  keiner  der  drei  Formen  ög^  2dq,  d.2\ 
wird  aber  auch  nicht  primitiv  durch  die  Form  D x*  +  y^  dtirgeBlMiy  da  diese 
Form  sie  zweimal  darstellt;  i/c=i>.i*+ n*^ />.0*  +  ^.  Eul er  übersieht 
hierbei,  dass  ganz  dasselbe  gilt,  wenn  in  Sl  keine  Zabl  wie  A  existirt ,  aber 
eine  Zahl  A\  die  das  Quadrat  irgend  einer  Zahl  z  wäre,  die  nicht  grade 
eine  Primzahl  zu  sein  braucht.  Mithin  hat  Euler  nur  bewiesen:  wenn  in 
Sl  auch  nur  eine  Zahl  existirt,  die  eine  andere  Form  hat  als  eine  dieser  vier: 
g,  2g,  2^,  2*,  dann  ist  Z>  keine  Eul  er 'sehe  Zahl;  während  er  behauptet 
hatte,  wenn  auch  nur  eine  der  Zahlen  keine  dieser  vier  Formen  g,  2g,  2^,  g* 
hätte,  dann  sei  schon  D  keine  Euler'sche  Zahl.  Eul  er  hätte,,  um  die  Be- 
hauptung aufrechthalten  zu  können,  zeigen  müssen,  dass  eine  Quadratzahl, 
deren  Wurzel  keine  Primzahl  und  keine  Potenz  von  2  ist,  sich  durch  eine 
Euler'sche  Form,  wenn  einmal,  so  dass  x  und  y  relative  Primzahlen  sind, 
dann  zweimal  so  darstellen  lässt,  dass  o;  nicht  Null  ist.  Dieser  Nachweis  fehlt 
aber  bei  Eni  er;   aus  dem  Folgenden  wird  sich  diese  Behauptung  ergeben. 

Es  folgt  der  Eul  erwache  Beweis  für  die  in  dem  Criteriam  unter  II 
aufgestellte  Behauptung: 

Wenn  alle  in  Sl  enthaltenen  Zahlen  eine  der  vier  Formen 
9f^9y9^f^   haben,  dann  ist  D  eine  Euler^sche  Zahl. 

Wäre  D  keine  Eul  er' sehe  Zahl,  dann  roüsste  wenigstens  ein  Product 
^  =  gjo  (g  >  2,  p  >  2)  existiren,  welches  primitiv  durch  die  Form  2)  j?*4  if* 
darstellbar  und  zu />  relative  Primzahl  ist*.  Eul  er  will  nun  zeigen, 
dass  dann  in  Sl  wenigstens  eine  Zahl  enthalten  sein  müsste,  die  von  keiner 
der  vier  Formen  g,  2g,  g*,  2^  sein  könnte.  HLiesse  sich  dies  zeigen,  dann 
wäre  offenbar  die  Behauptung  bewiesen. 


*  Schon  dieser  Schluss  ist  nioht  gerechtfertigt;  denn  die  Zahl  D  wäre  anch 
dann  schon  keine  Euler'sche,  wenn  nur  irgend  eine  Zahl  von  der  Form  ^gp,  die 
mit  D  den  Factor  d  gemeinsam  hätte,  durch  die  Form  Dx^-\-y^  primitiv  daratellbar 
wäre.  Es  existiren  freilich,  wenn  />  keine  Euler 'sehe  Zahl  ist,  sogar  nnendtich 
viele  Produete  gp,  die  zu  D  relative  Primzahlen  sind  und  sich  primitiv  durch  die 
Form  D^^-^y^  dHrstellen  lassen  (s.  §  6);  aber  der  Nachweis  hiervon  fehlt  bei  Euler. 
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Aas  dftr  Existenz  des  Prodncte«  A=qp  ergiebt  sich zunMchst Folgendes: 

a)    Wenn   eine   gleichfalls    durch   q  theilbare  Zahl  J'=q.r,  welche 

kleiner  als  A  ist,  sich  auch   durch  die  Form  Do;' -{- ^' darstellen  Iftsst,  und 

zwar,  wenn  auch  nicht  primitiv,  doch  jedenfalls  durch  relative  Primzahlen, 

so  kann  r  weder  q,  noch  1,  noch  2  sein. 

Es  sei  nämlich 

1)  A  =  qp  =  Da^  +  b\ 

2)  ^^qr^Dr  +  g\ 
Hierans  folgt  _ 

,)  ,.>»(??.±.y)-+(^tif): 

Multiplicirt  man  1)  mit  Dp  und  2)  mit  6*  und  subtrahirt,  80  erhält  man 

4)  g(j^Dr-b')-=D'a'r-g'b'  =  {Daf+gb)(Daf^gb). 

Da  nun  q  eine  Primzahl  ist,   so  muss  jedenfalls  einer  der  beiden  Fac- 

toren  Daf^  g  h  nnd  Daf—gb  durch  q  theilbar  sein.    Nehmen  wir  an,  dass 

der  zweite  durch  q  theilbar  ist  (wäre  es  der  erste,  so  werden  die  folgenden 

Schlüsse  dadurch  nicht  afficirt),  so  ist,  wie  aus  3)  ersichtlich,  auch  aq  +  bf 

dnrcb  q  theilbar.     Setzen  wir  also 

ag  +  bf  Daf'-'bg 

q  q 

so  wird 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  r  nicht  gleich  q  sein  kann,  denn  dann  wäre 
pq  =  Dft^  +  k*,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  der  zufolge  nur  die 
eine  Darstellung  ar  =  «,  y  =  b  der  Zahl  pq  durch  die  Form  Da^  +  y*  existirt. 
Dass  nämlich  wirklich  a,  b  von  A,  k  resp.  verschieden  sind ,  ergiebt  sich 
leicht.     Denn  aus 

würde  folgen  «  dass  bf  durch  a  theilbar  sein  mOsste,  d.  h.  /"  durch  a,  da  a 
und  b  relative  Primzahlen  sind.     Ebenso  folgt  aus 

dass  Daf  durch  b  theilbar  sein  müsste,  d.  h.  /" durch  6,  da  auch  J)  und  b  re- 
lative Primzahlen  sein  sollen.  Es  müsste  also  f  durch  ah  theilbar  sein, 
d.  h.  f=fab.   Da  nun  f  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  /"  >  1  sein.  Dann 

könnte  aber 

^=/>/^  +  ^«  =  Z>r«a'&«  +  ^« 

nicht  kleiner  als  A=iDa^  +  6'  sein. 

Aus  2)  nnd  5)  folgt 

6)  r^pq  ==D{fk±  gKf+{Dfh  +  gk)' 

Die  Zahlen  h  nnd  k  sind  beide  von  Null  verschieden.     Wäre  nämlich 

A  =  0 ,  so  müsste  a^  =  +  &/*  sein.    Da  aber  a  und  6,  sowie  auch  f  und  g  re- 
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latiye  Primzahlen  sind ,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass  f^s^a  nnd 
^  =  6  ist.  Dann  wäre  aber  A  =  jf.  WÄreA:  =  0,  so  müsste  Z>a/=  +  6 fir 
sein;   da   aber  h  mit  D  und  a  keinen  gemeinsamen  Factor  bat,  so  müsste 

ns---  eine  ganze  Zahl  sein,   nnd  g  =  Da,n.     Da  aber  ^^  Ä^  so  müsste 

anch  />/^ +/>■«*«•<  i>a*  + 6*  sein,  was  offenbar  anmöglich  ist.  Da  nun 
h  und  k  beide  von  Null  verschieden  sind ,  so  gebt  ans  der  Gleichung  6)  auf 
der  Stelle  hervor,  dass  r  nicht  gleich  l  sein  kann;  denn  dann  wärep^  zwei- 
mal durch  die  Form  D^  '\'y*  darstellbar. 

Ebenfalls  aus  6)  ist  ersichtlich,  dass  r  nicht  gleich  2  sein  kann.  Denn 
ans  2J  und  5)  folgt  ähnlich,  wie  4)  aus  l)  und  2) 

r(ph^q^fp)^{Dfh4rgk){pfh^gk\ 
Wäre  nun  r  =  2,  so  müsste  zunächst  einer  der  Factoren  auf  der  rechten 
Seite  durch  2  theilbar  sein;  ist  es  aber  der  eine,  so  ist  es  auch  der  andere. 
Hieraus  und  aus  6)  folgt  weiter,  dass  auch  die  beiden  Zahlen /"^-l-^A  und 
fk  —  gh  durch  2  theilbar  sein  müssten.  Denn  sonst  müsste  wogen  6)  D  durch 
4  theilbar  sein;  dies  ist  aber,  wenn  r  =  2,  wegen  2)  unmöglich.  Es  wäre  also 
wegen  (S)  pq  wieder  auf  zwei  Arten  durch  die  Form  /^rc'  +  y*  darstellbar, 
was  der  Voraussetzung  widerstreitet.  Somit  ist  die  Behauptung  o)  erwiesen. 
Nun  leitet  Eni  er  aus  der  Gleichung 

A  =  qp=^Da^  +  b^ 
ein  anderes  Product  ^r  ab,  welches  gleichfalls  den  Factor  q  enthält  und 
dnrch  die  Form  Dd^  +  V'  darstellbar  ist,  indem  er 

a:  =  «a  +  fig'  =  ^ 
y  =  nb  +  vq  =  g 
setzt  und  die  Zahlen  n^  ^,  v  so  bestimmt,  dass  das  neue  Prodact  ^r  kleiner 
als  das  ursprüngliche jd^  wird.     Es  ist  nämlich 

l>r  +  9'^ß(na  +  (,qy+[nb  +  vqy 

wo 

P=D(i*q  +  2nfiaD  +  2nvb+v^qf 

folglich,  wenn  man  n*p  +  F  =  r  setzt, 

qr^.nr  +  g'' 

Für  die  folgenden  Schlüsse  ist  es  nothwendig,.  dass /"  und  (^relative 
Primzahlen  sind.  Euler  hebt  dies  nicht  besonders  hervor,  hat  dies  aber 
offenbar  im  Sinne,  indem  er  es  als  zwekmässig  empfiehlt,  n  und  fi  so  zu  be- 
stimmen, dass  /"=  1  wird,  was  offenbar  immer  möglich  sei.  Dann  geht  aus 
a)  hervor,  dass  r  weder  qy  noch  1,  noch  2  werden  kann.  Der  kleinste  in 
qr  enthaltene  Primfactor,  welcher  grösser  als  2  ist,  sei  q\  also  qr=^q'P' 
Aus  der  Gleichung  q'p'=  Df*  +•  g^  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  wieder  ein 
neues  Product  q'r  ableiten,  welches  gleichfalls  in  der  Form  i>a:*  +  y*  ent- 
halten  ist.     Aber  von  diesem  Product  können  wir  scbon^nicht  mehr  be- 
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haopten,  dass  der  Factor  r  weder  q\  noch  1^  noch  2  sein  könne.  Denn  die 
Bebaaptnng  a),  dass  r  weder  q^  noch  1,  noch  2  sein  könne,  beruhte  wesentlich 
anf  folgenden  zwei  Voraussetzan^en :  erstens  dass  das  ursprüngliche  Pro« 
doct  zu  D  relative  Primzahl  sei,  zweitens  dass  dasselbe  nur  einmal  darstell- 
bar sei.  Was  den  ersten  Punkt  anbetrifft,  so  hätte  Euler  also  zeigen 
müssen,  dass  g  so  bestimmt  werden  könne,  dass  es  relative  Primzahl  zu  D 
werde;  allein  dies  erw&hnt  er  gar  nicht  einmal,  viel  weniger  untersucht  er, 
ob  dies  immer  möglich  sei.  Ebenso  fehlt  der  Nachweis ,  dass  das  aus  dem 
ersten  Frodnct  qp  abgeleitete  Product  qr  immer  so  bestimmt  werden  könne, 
dass  es  gleichfalls  nur  auf  eine  Art  durch  die  Form  />a:'4~^  ^ Abstellbar  sei, 
ip  dem  Eu  1er' sehen  Beweise  gänzlich:  E u I e r  behauptet  eben  nur,  dass 
auch  das  neue  Product  so  bestimmt  werden  könne,  dass  es  nur  einmal  durch 
die  Form  Da^+y*  darstellbar  sei.  Der  letzte  Schluss  des  Euler*schen 
Beweises  ist  nun  illusorisch.  Euler  fährt  nämlich  fort:  so  könne  man 
immer  kleinere  Producte  entwickeln,  die  weder  von  der  Form  ^  (unter  ^ 
irgend  eine  Primzahl  verstanden ,  nicht  gerade  die  in  dem  ersten  Product 
enthaltene),  noch  von  der  Form  2q]  noch  von  der  Form  ^  seien*,  bis  man 
zu  einem  solchen  Producte  gelange,  welches  kleiner  als  4j9,  also  gewiss  von 
der  Form  D  +  w'  sei. 

Man  erhält  übrigens  in  der  That  aus  dem  ursprünglichen  Product  pg 
durch  die  von  Euler  angegebene  Substitution  gar  nicht  immer  ein  neues 
Product,  welches  gleichfalls  nur  einmal  in  der  Form  Dx^-^y*  enthalten  ist. 
Dies  soll  uns  das  folgend^  Beispiel  zeigen.  Das  Product  813.047=3  202511 
lässt  sich  durch  die  Form  110?*+ y*  darstellen,  und  zwar,  wie  die  Induction 
ergiebt,  nur  auf  eine  Art.     Es  ist  nämlich 

313 .  647  =  202Ö11  =  11.1»+  4Ö0». 
In  der  Gleichung 

/*:==  na  4- ^9  =  n  +  313  fi 

bestimmen  wir  n  und  ^  so,  dass  /"=  1  wird;  dies  wird  erreicht,  wenn  wir 
n  =  314,  fA  =  ^  1  setzen.     Dann  wird 

^  =  «  6  +  V  g  =  314 .  450  +  V .  313  =  450  +  v'.  313. 

Soll  das  neue  Product  kleiner  als  das  ursprüngliche  werden ,  kann  v 
nur  =  — 1  oder  =  —  2  gesetzt  werden,  woraus  ^,  resp.  137  oder  176  wird. 
Der  Werth  176  ist  zu  verwerfen,  da  er  durch  11,  d.  i.  durch  D  theilbar  ist 
Der  Werth  g  =  137  liefert  das  neue  Product 

11.1»+  137»=  18780  =  313.60. 

Es  ist  aber  dies  Product  in  der  That  noch  auf  eine  zweite  Art  in  der 
Formll «'+  y»  enthalten,  nämlich  18780  =  11 .  37«+  61». 


*  Von  der  Form  2^  kann  das  neue  Product  offenbar  auch  nicht  sein,  da  es  immer 
einen  Ton  1  und  2  verschiedenen  Primfaotor  enthalten  muss. 
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Es  ist  schon  hervorgehoben,  dass  aus  Ea]er*s  Beweis  nicht  ersichtlich 
ist,  warum  in  den  neneu  Prodacten  und  namentlich  in  dem  letzten  Prodnct, 
welches  also  von  der  Form  ö  +  «'  ist,  die  Zahl  n  mit  D  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  zu  haben  brauche,  warum  dieses  letzte  Product  also  eine  der 
Zahlen  Sl  sein  müsse.  Ich  bemerke  hierzu  noch  Folgendes.  Gerade  in  dem 
Beispiel,  welches  Euler  zur  Erläuterung  seinen  Beweises  giebt,  hat  die 
Zahl  n  mit  D  wirklich  einen  gemeinsamen  Factor.  In 'demselben  ist  />  =  14 
und  qp  =3  dO.  131.  Dies  Product  ist  in  der  That  nur  auf  eine  Art  in  der  Form 
140?*+/  enthalten:  50. 131  =  14.6'+ 85^  Hieraus  entwickelt  Euler  das 
neue  Product  69. 10  =  14. 1*+  24*,  und  daraus  schliesslich  10. 3  =  14  .  1*-|-  4", 
welches  kleiner  als  4Z>  ist.  Hier  ist  n  =  4,  hat  also  mit  D  den  Factor  2  ge- 
meinsam, und  folglich  ist  das  Product  10.3  gar  nicht  unter  den  Zahlen .fö 
enthalten.  In  diesem  Beispiel  hätte  Euler  dies  freilich  leicht  vermeiden 
können,  wenn  er  aus  dem  ersten  Prodnct  dies  neue  59.117  =  14.  l*-h  83' 
s=3.2301  entwickelt  hätte,  und  hieraus  3.5  =  14. l'+ 1*.  Dies  Product  ist 
auch  kleiner  als  4/>  und  ;i  =  1  ist  zu  14  relative  Primzahl.  Aber  es  bleibt 
doch  fraglich,  ob  das  letztere  immer  erreicht  werden  kann. 

Es  scheint,  dass  Euler  später  selbst  der  Meinung  gewesen,  n  brauche 
nicht  relative  Primzahl  zu  D  zu  sein.  Denn  in  der  zweiten  vorhin  erwähn- 
ten Abhandlung  stellt  er  ein  etwas  anderes  Criterium  auf,  welches  sich  von 
dem  ersten  gerade  dadurch  unterscheidet,  dass  man  in  dem  Ausdruck  />  +  n' 
für  n  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,.. .  setzen  soll,  nicht  blos 
diejenigen,  welche  zu  D  relative  Primzahlen  sind.  Er  theilt  sämmtlicbe 
Zahlen  in  Bezug  auf  D  in  zwei  Classen ,  von  denen  die  erste  alle  Prim- 
zahlen und  solche,  „die  als  Primzahlen  anzusehen  sxwdi^^  {instar  primorum 
8pectandi)y  die  zweite  alle  „wirklich  zusammengesetzten**  (revera  composiii) 
umfasst.  Zu  der  ersten  Classe  rechnet  Euler  alle  Zahlen,  die  in  einer 
dieser  Formen  enthalten  sind :  g,  2^,  öq^  q^^  2^,  zu  der  zweiten  alle  übrigen. 
Darauf  stellt  er  folgende  Regel  auf. 

„In  dem  Ausdruck  2>  -(-  ^'  setze  man  für  n  der  Reihe  nach  alle  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  u«  s.  w. ,  bis  man  zu  einer  Summe  gelangt,  die  grösser 
als  4  2>  ist;  wenn  die  auf  diese  Weise  resultirenden  Zahlen  entweder  Prim- 
zahlen (g)  sind,  oder  %q  oder  öq  oder  auch  Potenzen  von  2  oder  Quadrate 
von  Primzahlen,  so  ist  die  Zahl  D  eine  „geeignete**,  wenn  sich  darunter  aber 
auch  nur  eine  einzige  wirklich  zusammengesetzte  Zahl  befindet,  dann  ist  D 
keine  geeignete  Zahl.** 

Eni  er  hebt  aber  gar  nicht  besonders  hervor,  dass  dies  Criterium  von 
<i«m  ersteren  abweiche;  er  recapitulirt  hiermit  nur  ein  „früher  von  ihm  be- 
wiesenes Criterium**. 

Zur  Erläuterung  dieser  Regel  giebt  er  selbst  folgendes  Beispiel. 

„Wir  wollen  diese  Regel  an  der  Zahl  48  erläutern;  wenn  wir  die  Qua- 
drate der  Zahlen  von  1  bis  12  addire»,  so  erbalten  wir  folgende  Zahlen,  die 
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entweder  Primsahlen  siad,  oder  doch  solche,  die  als  Primaahlen  sa  be* 
trachten  sind: 

48  +  1  ss=49r=5r«  48+    7*=   97  =^  q 

+  2«  =  52  =  4.l3  =  a^  +    8»=:112a=:lö.  1^6g 

+  3»  =  57c=3.19  =  «g  +   9»=129=   8.43  =  d? 

+  4»  =  64==2*  +10«==148=    4.37  =  d^ 

+  5«  =  7»«jr  +11"«  169a::  13.13  =  ^'. 

+  6*  =  84=s«^ 
Hiemach  ist  48  offenbar  eine  geeignete  Zahl." 

Während  wir  die  Eichtigkeit  des  ersten  £nl  er 'sehen  Criteriams  noch 
bezweifeln  müssen,  ist  dieses  zweite  offenbar  falsch.  Denn  hiernach  wäre 
z.  B.  die  Zahl  33  keine  Euler^sche  Zahl,  während  sie  docb  in  der  That 
eine  solche  ist  und  sich  auch  in  der  Eu  1er 'sehen  Tafel  befindet.  Es  ist 
nämlich  33  +  3'  s^  42.  Die  Zahl  42  ist  aber  von  keiner  der  Formen  q,  2  g, 
^?>  ?'?  2^«  sondern  vielmehr  von  der  2^^.  JBbenso  finden  wir  für  die 
Enler'sche  Zahl  72: 

72 +  3»=  81, 
die  also  hiernach,   da  81   von  der  Form  ö.q^  ist,  auch  keine  Eni  er*  sehe 
Zahl  sein  würde. 

§5- 
Die  einelassigen  Formen. 

Im  Folgenden  muss  die  Bekanntschaft  mit  der  von  Gauss  eingeführten 
Eintheilong  der  Formen  einer  Determinante  in  Ordnaugen,  Geschlechter 
und  Classen  vorausgesetzt  werden.  Wenn  in  jedem  Gesohlecht  der  eigent- 
lich primitiven  Ordnung  einer  Determinante  nur  eine  Classe  vorhanden  ist, 
so  soll  diese  Determinante  eine  einclassige  Determinante  oder  (positiv  ge- 
nommen)  eine  einclassige  Zahl  genannt  werden.  Irgend  eine  zweigliedrige 
Form  mx^  +  nt^  der  eigentlich  primitiven  Ordnung  einer  einelassigen  Deter- 
minante soll  eine  einclassige  Form  heissen. 

Bekanntlich  ist  die  Anzahl  der  Geschlechter  sowohl  der  eigentlich,  als 
auch  der  uneigentlich  primitiven  Ordnung  für  jede  Determinante  gleich  der 
Anzahl  der  Ancepsclassen  der  eigentlich  (Art.  258,  I),  mithin  auch  der  nn- 
eigentlich  primitiven  Ordnung  (Art.  259)#     Hieraus  folgt: 

1.  Für  eine  einclassige  Determinante  enthält  die  primitive  Ordnung 
nur  Ancepsclassen. 

2.  Wenn  die  primitive  Ordnung  einer  Determinante  nur  Ancepsclassen 
enthält,  dann  ist  die  Determinante  einclassig. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  die  einelassigen  Zahlen  und  Formen 
mit  den  Eule  raschen  identisch  sind.  Gauss  hat  zuerst  auf  diesen  Zu- 
sammenhang der  Eul  er 'sehen  und  einclassige^  Zahlen  aufmerksam  ge- 
macht; er  sagt  von  den  letzteren  (Art.  803):  Celerum  üdem  05  numeri  (sub  ca- 
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pectu  paulMum  diverso  et  cum  criierio  demonstraiu  facili)  Jam  ab  ill,  Eulero  ira- 
diu  sunt,     Noiw,  Mem.  de  VAc.  de  Berlin  1776  p.  338. 

Um  die  Identität  der  Eni  er*  sehen  und  einclassigen  Formen  zn  zeigen, 
beweisen  wir  zunächst: 

§6.  • 

Jede  Euler*Behe  Form  ist  eine  eincUuisige. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gründet  sich  auf  folgendes  Lemma,  von  dem 
wir  auch  in  der  Folge  Gebrauch  machen  werden. 

Wenn  D  keine  einclassige  Zahl  ist,  so  giebt  es  (sogar  unendlich  viele) 
aus^zwei  ungeraden  Primfactoren  zusammengesetzte  Zahlen  aa\  die  belie- 
bige Primfactoren  q ,  q\  , .  nicht  enthalten ,  welche  nur  einmal  durch  eine 
primitive  Form  ma;'+  ny*  der  Determinante  —  D  darstellbar  ist. 

Beweis.  Weil  D  keine  einclassige  Zahl  ist,  so  giebt  es  wenigstens  in 
einem  Geschlecht  der  eigentlich  primitiven  Ordnung  auch  solche  Classen,  die 
nicht  Ancipites  sind.  Eine  solche  Classe  sei  C,  Die  Classe,  der  die  Form 
ma^+  ny^  angehört,  sei  IC,  Es  giebt  immer  eine,  aber  auch  nur  eine  solche 
Classe,  die  mit  C  zusammengesetzt  Jäf  li  er  vorbringt  (Art.  240);  diese  sei  £, 
so  dass  L  +  C=  K.  Die  der  Classe  C  entgegengesetzte  Classe  sei  (T,  und 
L  +  C'^=^ K^.  Dann  ist  K^  verschieden  von  K\  denn  durch  die  Zusammen- 
setzung verschiedener  Classen  {C  und  C)  mit  einer  und  derselben  eigentlich 
primitiven  Classe  (Z)  entstehen  verschiedene  Classen  (Art.  240).  Jede 
eigentlich  primitive  Form  stellt  unendlich  viele  Primzahlen  dar  (Schering, 
.,die  Fnndamentalclassen  der  zusammengesetzten  arithmetischen  Formen^^ 
im  14.  Band  der  Abb.  d.  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen);  es  seien  also  a,  d 
zwei  ungerade ,  durch  die  Formen  der  Classen  C  und  L  resp.  darstellbare 
Primzahlen,  die  beide  von  g,  g^  .  .  .  verschieden  sind.  Dann  ist  a  auch 
durch  die  Formen  der  Classe  C'  darstellbar,  mithin  die  zusammengesetzte 
Zahl  aa  durch  die  Formen  beider  Classen  K  und  A",.  Der  Ausdruck  ]/—  D 
(mod.  aa)  hat  nur  zwei  nicht  entgegengesetzte  Werthe,  iV  und  iV|.     Eine 

der  beiden  Formen  {aa\  iV, ; —  j  und  (  aa\  iV, ,  — — -, —  J  gehört  also  nur 

der  Classe  K  an,  da  die  andere  der  Classe  K^  angehören  muss,  die  von  K 
verschieden  ist.  Eine  derselben  kann  also  auch  nur  mit  der  Form  mxc'-l-  ny^ 
eigentlich  äquivalent  sein;  mithin  existirt  auch  nnr  eine  eigentliche  Dar- 
stellung der  Zahl  aa  durch  die  Form  mx*'\-ny^  (vgl.  §  1),  also  Überhaupt 
nur  eine,  da  die  Zahl  aa  keine  quadratischen  Factoren  enthält. 

Wäre  nun  eine  Eul er' sehe  Form  mx'-l-^//' ^^in®  einclassige,  so  gäbe 
es,  wenn  man  für  die  Zahlen  9,  q. .  .  des  Hilfssatzes  die  Primfactoren  von 
D  setzt,  Zahlen,  die  keine  der  Formen  6q^  26q^  6.^  haben,  welche  nur  ein- 
mal durch  die  Form  mx^+ny*  darstellbar  wären;  folglich  wäre  diese  Form 
keine  Eu  1er 'sehe,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
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Um  sn  zeigen,  dass  auch  umgekehrt  Jede  einclassige  Form  eine 
Enler'fiche  ist,  schicken  wir  erst  folgende  Sätze  über  die  einclassigen 
Zahlen  voran. 

§7. 
Zwei  Sätie  Aber  die  einolassigen  Zahlen. 

1.  Es  giebt  nur  drei  einclassige  Zahlen,  für  welche  aach  die  nneigent- 
hch  primitive  Ordnung  existirtj  oder  (weil  2>  von  der  Form  4n  +  8  sein 
mnss,  wenn  für  die  Determinante  — D  die  aneigentiich  primitive  Ordnung 
existirt)  welche  von  der  Form  4fi  +  3  sind,  nämlich  3,  7,  15. 

Denn  für  die  Determinanten  —  1 1 ,  —  19,  —  23,  —  27,  —  31 , ...  —  (4n4-3) 
existiren  resp.  die  reducirten  Formen  (3,  1,  4),  (4,  1,  5),  (4,  1,  0),  (4,  1,  7), 
(4.  1,  8)...(4, 1,  n  +  1),  welche  sämmtlich  keine  Ancipites  sind,  und  entweder 
der  eigentlich  oder  der  uneigentlich  primitiven  Ordnung  angehören.  Für 
alle  diese  Determinanten  enthält  die  primitive  Ordnung  also  auch  Classen, 
die  keine  Ancepsclassen  sind;  folglich  sind  nach  S  5  alle  diese  Deter- 
minanten keine  einclassigen.  Es  können  also  unter  den  Zahlen  von  der 
Form  4n-|-3  höchstens  diese  drei,  3,  7,  15,  einclassige  Zahlen  sein;  diese 
sind  es  aber  auch  wirklich,  wie  man  findet,  wenn  man  für  dieselben  (nach 
Art.  I74j  alle  reducirten  Formen  aufstellt  und  die  »ich  daraus  ergebenden 
Classen  nach  Geschlechtern  ordnet. 

2.  Wenn  A't  eine  einclassige  Zahl  ist,  so  ist  auch  i  eine  solche. 
Wenn  nämlich  A't  eine  einclassige  Zahl  ist,  so  enthält  die  eigentlich 

primitive  Ordnung  der  Determinante  — A't  nur  Ancepsclassen.  Deshalb 
kann  die  Ordnung  0  dieser  Determinante,  die  abgeleitet  ist  aus  der  eigent- 
lioh  primitiven  Ordnung  der  Determinante  —  t,  auch  nur  Ancepsclassen  ent- 
halten. Denn  jede  Classe  der  Ordnung  0  kann  angesehen  werden  als  zu- 
sammeugesetzt  aus  der  Classe  dieser  Ordnung,  welcher  die  Form  (il,  0,  At) 
angehört  (also  einer  Ancep8),mit  einerClasse  der  eigentlich  primitivenOrdnung 
(also  einer  Anceps)  (Art.  251).  Wenn  aber  eine  Anceps  mit  einer  Anceps 
zusammengesetzt  wird ,  so  entsteht  immer  eine  Anceps  (Art.  249).  Da  nun 
die  Ordnung  0  nur  Ancipites  enthält,  so  kann  auch  die  eigentlich  primitive 
Ordnung  der  Determinante  —  t  nur  Ancipites  enthalten ;  mithin  ist  t  eine 
einclassige  Zahl. 

§8. 
Jede  eindassige  Form  ist  eine  Buler'sohe. 

Voraussetzung:  mx^-\-ny^  ist  irgend  eine  einclassige  Form  der 
Determinante  —  D. 

Behauptung:  mcc*+ny»  ist  eine  Euler'sche  Form. 

Beweis:  Wir  zeigen  zunächst,  dass  jede  nicht  in  einer  der  drei  For- 
men g,  2g  und  2^entha]tene  Zahl,  die  mit  2>  keinen  Factor  gejQaein- 
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8 am  hat,  sich  darch  die  Form  mx^  +  ny' wemgBtens  auf  zwei  Arten  dar- 
stellen lässt,  wenn  sie  durch  dieselbe  überhaupt  und  zwar  durch  relative 
Primzahlen  darstellbar  ist.  Eh  sei  A  =  ^  abc.  eine  solche  Zahl ;  a,  6,  c . . . 
bedeuten  ungerade  Primzahlen  oder  Potenzen  von  solchen ;  die  Anzahl  der- 
selben sei  fi. 

I.    D  ist  von  3,  7,  15  verschieden. 

Man  beachte,  dass  in  diesem  Fall  die  uneigentlich  primitive  Ordnung 
nicht  existirt. 

Die  Zahl  l  mnss  entweder  0  oder  1  sein:  der  Fall  1  >  2  Icann  nicht  vor- 
kommen. Denn  wenn  k  nicht  Null  ist,  so  muss  D  nothwendig  ungerade 
sein  (weil  D  und  A  relative  Primzahlen  sein  sollen);  da  ferner  —  DBA  sein 
muss,  so  rouss  auch  —  DR2^  sein ;  da  —  Z>  aber,  wenn  ungerade,  nach  der 
Voraussetzung  von  der  Form  4Ar-|-8  int,  so  ist— 2>iV2*,  wenn  1^2irt 
(Art.  103). 

Wir  unterscheiden  die  beiden  Fälle  fi=  1  und  ^>  1. 

l.  fi  =  1.     Dann  ist  A  entweder  =  g^  oder  =  2g'''.(r  >  l). 

a.  A  =  q^.  Ist  rc=2Ä,  so  ist  A  ein  Quadrat  und  von  der  Form8w  +  l; 
die  Form  mx*-^  ny^^  durch  welche  A  darstellbar  ist,  muss  also  dem  Haupt- 
geschlecht  angehören ,  mithin ,  da  die  Determinante  einclassig  sein  soll ,  die 
üauptform  Z>a?'4~y'  fi^ii^«  Dann  existirt  offenbar  ausser  dereinen,  nach  der 
Voraussetzung  stattfindenden  Darstellung  durch  relative  Primzahlen  in  allen 
Fällen  noch  diese  zweite  a;  =  0,  y=  9*.  Ist  aber  Ar  >  1,  dann  existirt  noch 
eine  dritte  Darstellung  der  Zahl  A  durch  die  Form  2>a:*+^',  in  welcher  a- 
von  Null  verschieden  ist;  denn  A  hat  denselben  Charakter,  den  ^  hat,  es 
muss  sich  also  auch  q*  durch  die  Form  Dx^+y*  mittels  relativer  Prim- 
zahlen darstellen  lassen,  da  die  Glasse,  der  diese  Form  angehört,  die  ein- 
zigste ihres  Geschlechtes  ist :  es  sei  §'*=2>a*+  6*,  dann  lat  A=q*i=D{aq''''^)* 
+  (^fi'*~M'*  —  Ist  r  =  2/f  +  1 ,  dann  hat  A  denselben  Charakter,  den  q  hat, 
es  muss  sich  also  auch  q  durch  die  Form  ma^+ny*  darstellen  lassen,  da  D 
einclassig  ist.  Es  sei  q  =  ma*+  nb*\  dann  existirt  ausser  der  nach  der  Vor- 
aussetzung stattfindenden  Darstellung  der  Zahl  A  durch  relative  Primzahlen 
noch  diese  zweite  As=m  {aq^y'i'n{bq^y.  Man  beachte  noch,  dass  auch 
bei  dieser  zweiten  Darstellung  x  nicht  Null  ist.  Dies  wird  sich  auch  in 
allen  übrigen  Fällen  zeigen;  nur  für  den  Fall  As=q*  existirt  keine  andere 
zweite  Darstellung,  als  solche,  wo  x  Null  ist. 

b)  A  =  2g*'.  In  diesem  Fall  muss  D  ungerade  sein.  Ist  r  =  2Ar,  also 
Ai=2q^'^y  dann  hat  A  denselben  Charakter  in  Bezug  auf  alle  Primfactoren 
von  D,  den  2  hat;  wenn  sich  also  A  durch  die  Form  ma^  +  ny^  darstellen 
läset,  so  muss  sich  auch  2  durch  dieselbe  darstellen  lassen.  Denn  wenn 
i>  s=  4  Ar  -|-  1,  so  giebt  es  keine  zwei  Genera,  also  auch,  da  D  einclassig,  keine 
zwei  Classen,  die  in  Bezug  auf  alle  Prinifsctoren  von  />  denselben  Charak- 
ter haben.    (8.  Dirichlet  Zahlentheorie,  herausgegeben J^>n  Dedekind, 
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$  123,  wo  gezeigt  wird,  dass  der  Totalcharakter  einer  jeden  Form  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  dort  durch  TIC  bezeichnete  Grösse  stets  =s  1 ,  und 
niemals  = —  1  wird.)  Da  aber  D  ungerade  ist,  so  lässt  sich  2  durch  keine 
andere  zweigliedrige  Form  darstellen,  als  durch  diese:  ^'^y^\  mit  dieser 
QiDss  also  die  Form  mx'+'^y'  identisch  sein.  Dann  existirt  aber  ausser 
der  nach  der  Voraussetzung  stattfindenden  eigentlichen  Darstellung  der 
Zahl  A  noch  diese  uneigentlicbe  -^  =  (s'*)'+ (s'*)*.  —  Ist  r  =  2Ar  +  l,  also 
j  =  29^^  +  ^,  so  hat  2q  in  Bezug  auf  alle  I'rimfactoren  von />  denselben 
Charakter,  den  A  hat;  es  muss  sich  also  auch  2q  durch  die  Form  mx^  +  ny^ 
darstellen  lassen :  es  sei  2  j'  =  ma'+  n  6*,  dann  ist  A=^m  [aq^y  +  n  {bq^y. 
Diese  Darstellung  ist  wieder  von  der  nach  der  Voraussetzung  stattfindenden 
(eigentlichen)  verschieden. 

2.  fi^l.  Mussten  wir  in  dem  Fall  |ii=l  zu  uneigentlichen  Dar- 
stellungen unsere  Zuflucht  nehmen,  um  wenigstens  zwei  Darstellungen  aaf- 
weisen  zu  können,  so  wird  sich  zeigen,  dass,  wenn  fi  >  1,  immer  wenigstens 
zwei  eigentliche  Darstellungen  existii^n.  £s  ist  —  2>J?^,  der  Über  ^  ge- 
machten Voraussetzung  zufolge.  Die  Werthe  des  Ausdrucks  Y—  D  {mod.  A) 
seien  +  ^,  +  iV'  u,  s.  w. ;  die  Anzahl  derselben,  die  wir  durch  m  bezeich- 
nen wollen,  ist  2/*  (Art.  104,  105),  also  mindestens  gleich  4.  Da  nun  die 
Olasse,  welcher  die  Form  mx*+ny^  angehört,  die  einzigste  ihres  Ge- 
schlechtes ist  und  die  uneigentlich  primitive  Ordnung  nicht  existirt,  so  ist 

die  Form  Ia,N  — - — j  nothwendig  der  Form  mx^+ny^  eigentlich  äqui- 
valent; denn  erstere  kann  keiner  derivirten  Ordnung  angehören,  weil  ^ 
mit  D  keinen  gemeinsamen  Factor  hat;  ferner  gehört  sie  demselben  Ge- 
schlecht an,  dem  die  Form  mx*+ny^  angehört,  da  beide  die  Zahl  A  dar- 
stellen. Ist  daher  o,  j3,  y,  ö  eine  eigentliche  Substitution,  durch  welche 
die  letztere  in  die  erstere  übergeht,  so  existirt  ausser  dieser  nur  noch  die 
andere  — a,  — j5,  — y,  — d,  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Es  giebt 
daher  zwei  verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  A  durch  die  Form  irat* 4- ny'i 
die  zu  der  Wurzel  iV  gehören,  nämlich  diese  beiden  «,  y;  — a,  — y.  Das- 
selbe gilt  von  jeder  andern  Wurzel;  im  Ganzen  giebt  es  daher  2m  (eigent- 
liche) Darstellungen  der  Zahl  A  durch  die  Form  moB^+ny*,  Man  erkennt 
ferner  leicht,  dass,  wenn  die  beiden  Darstellungen  +  a,  +  y  zu  der  Wurzel 
N  gehören,  die  beiden  Darstellungen  +  a,  ±  y  zu  der  Wurzel  —  iV 
gehören.  Je  vier  der  2  m  Darstellungen  sind  mithin  als  i^d entisch  an- 
zusehen;  es  giebt  daher  — ,  d.  h.  wenigstens  zwei  wirklich  verschiedene 
eigentliche  Darstellungen  der  Zahl  A  durch  die  Form  ma;*+«y*» 

II.  />=  3.  Wenn  />  von  der  Form  8n-|-3  ist,  so  hat  keine  Classe  der 
eigentlich  primitiven  Ordnung  mit  irgend  einer  Classe  der  uneigentlich  pri- 
mitiven Ordnung  denselben  Charakter  (Art.  264,  £[).    Die  Zahl  A  kann-also      t 
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jedenfalls  nicht  darch  irgend  eine  Form  der  uneigentlich  primitiven  Ordnung 
dargestellt  werden.  Nachdem  dies  festgestellt  ist,  lässt  sich  der  Beweis 
ganz  fthnlich  wie  vorhin  führen,  für  den  Fall  fi  ^  1.  Wenn  aber  |ii  =  I,  so 
ist,  da  für  />  =  8,  A  entweder  0  oder  2  sein  muss,  je  nachdem  eine  der  beiden 
Zahlen  x  und  y  gerade,  die  andere  ungerade,  oder  beide  ungerade  sind, 
Ä  entweder  =S''"  oder  =4^''',  Im  zweiten  Fall  ist  der  Beweis  wie  für  I,  2; 
im  ersten  wie  für  I,  1,  a. 

III.    />  =  7,  16. 

Ist  A  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  der  Beweis  ebenso  zu  führen,  wie  für  I, 
da  eine  ungerade  Zahl  nicht  durch  eine  Form  der  eigentlich  primitiven 
Ordnung  dargestellt  werden  kann. 

Ist  aber  die  durch  die  Form  ma:*+ny' der  Determinante  —  ö=— (8«+7) 
darstellbare  Zahl  A  gerade,  so  muss  A  den  Factor  8  enthalten,  wie  leicht 
erNichtlich  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  darstellenden  Zahlen  x  und  y 
relative  Primzahlen  und  deshalb  beide  ungerade  sind.  Wenn  also  ^  =  2^a, 
so  dasH  a  ungerade,  so  ist  "k  wenigstens  3.  Bs  iniiss  —DR(2^a)  sein;  der 
Ausdruck  ]/—  D  {mod.  2^a)  hat,  wenn  nur  a  von  1  verschieden  ist,  d.  h.  wenn 
nur  A  nicht  eine  Potenz  von  2  ist,  wenigstens  acht  Werthe:  +  iV, ,  +N^, 
+  iV,,  +N^.  benn  der  Ausdruck  j/— />  {mod.  2^)  hat,  da  iL>3,  vier 
Werthe;  nennen  wir  einen  ©,  so  sind  die  übrigen  —  f>,  +  (2^~^  —  v) 
(Art.  104);  der  Ausdruck  j/—  D  {mod.  a)  hat,  da  a  von  1  verschieden  und 
relative  Primzahl  zu  D  ist,  wenigstens  zwei  Werthe,  +  Ar.  Aus  den  beiden 
Werthen  v  und  2^~'  —  ©  des  Ausdrucks  y—TD  {mod,  2^)  und  aus  den  beiden 
Werthen  +  k  des  Ausdrucks  y —  D  (mod.  a)  ergeben  sich  nach  Art.  105  die 
folgenden  vier  verschiedenen  und  auch  nicht  entgegengesetzten  Werthe 
des  Ausdrucks  ^—  D  (mod.  2^  a): 

Nt=^Zi+v,     A,  =  2*  2,  +  2^-^  —  » , 

in  denen  die  Grössen  z, ,   z,,  z„  z^  so  zu  bestimmen  sind,  dass  iV,  ^ /r, 
A, ^Ar,  iVj.:=  — Ar,  N^"^^  k{mod.  a)  wird.    Bilden  wir  nun  folgende  vier 
Formen,  so  dass  die  Determinante  einer  jeden  —  D  wird  * 
-    {A,N,,x,),     {A,  A,,x,) 
"^  (A,N,,x,),     {A,N^,x^), 

so  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  von  den  beiden  Grössen  o:,  und  x^  und  ebenso 
von  den  beiden  Grössen  x,  und  x^  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade 
sein  muss.     Denn  aus 

-^  Z?  =  iV,»—  2*  ax^  =  iV,'—  2*  axt 
^^*^'  2^a(^.-a:0  =  ^.'-iV.^ 

oder  nach  Substitution  der  für  iV,  und  N^  aufgestellten  Werthe  und  Division 

durch  2^ :  /  v  n 

tf{Är,-ar,)  =  2Ä-p, 
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wo  R  eine  von  Z] ,  z^  und  v  abhängige  ganze  Zahl  ist.  Hieraas  geht  hervor, 
da  V  ungerade  ist,  dass  anch  x,  —  o;,  ungerade  ist,  d.  h.  dass  von  den  beiden 
Zahlen  ar,  und  or,  die  eine  gerade,  die  andere  angerade  ist.  Dasselbe  wird 
ebenso  von  x^  and  x^  gezeigt.  Von  den  vier  Formen  a)  gehören  also  zwei 
der  eigentlich,  zwei  der  aneigentlich  primitiven  Ordnung  an.  Zwei  der  vier 
Formen  a)  müssen  also  der  Form  mx^+nt^  eigentlich  äquivalent  sein,  da 
die  Classe,  der  diese  Form  angehört,  die  einzige  ihres  Oeschlechtes  ist, 
and  da  alle  jene  vier  Formen  denselben  Charakter  haben,  welchen  die  Form 
mx^-i-nf^  hat,  weil  sie  alle  fünf  die  Zahl  ^  darstellen,  die  za  D  relative 
Primzahl  ist.  Dann  ergiebt  sich  aber  aas  jeder  der  beiden  Transforma- 
tionen der  Form  mx*+  ny^  in  je  eine  der  beiden  Formen  a),  die  mit  dieser 
äquivalent  sind,  eine  Darstellung  der  Zahl  A  durch  diese  letztere,  und  zwar 
aus  jeder  eine  andere.  Es  existiren  also  wenigstens  zwei  eigentliche  Dar- 
stellungen der  Zahl  >#  durch  die  Form  mj?*+fiy'. 

Ist  aber  a=l  oder  A  eine  Potenz  von  2,  so  hat  y^—  D  (mod.  A)  nur 
vier  Werthe,  nämlich  +  v,  ±  (2*""*  — ^)»  ""d  statt  der  vier  Formen  a) 
haben  wir  jetzt  nur  zwei,  nämlich : 

(2*,  »,ir,),  (2^2^-*-p,i^,), 
von  denen,  wie  vorhin,  die  eine  der  eigentlich ,  die  andere  der  uneigentlich 
primitiven  Ordnung  angehört,  so  dass  für  jede  Potenz  von  2  höchstens  eine 
eigentliche   Darstellung  durch   irgend   eine   einclassige  Form   der  Deter- 
minanten —  7  und  —  15  existirt. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  auch  jede  Zahl  A^  die  mit  D  einen 
gemeinschaftlichen  Factor  d  hat  {8  sei  'der  grösste)  und  die  nicht 
von  einer  der  Formen  dg,  d.2g,  ^2^  ist,  wenigstens  auf  zwei  Arten  durch 
die  einclassigo  Form  mj?'-|-  nt^  dargestellt  werden  kann,  wenn  ^überhaupt 
durch  diese  Form  und  zwar  so  dargestellt  werden  kann,  dass  x  und  y  rela- 
tive Primzahlen  sind. 

Es  sei  also 

A  =  ma^+  nb*. 

Femer  sei,  wie  in  S  1,  A=:6A'\  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
den  beiden  Zahlen  A  und  m:  d|'6',  und  der  Zahlen  A  und  n:  ^t'd'ji  so  dass 
6\  nnd  ^,  keinen  quadratischen  Factor  enthalten;  und  endlich 

1)  m  =  Va',m',     «  =  Vd',n', 

80  dass  A'  und  tn  und  auch  A"  und  n  relative  Primzahlen  sind.  Es  ist  klar, 
dass  a  den  Factor  df^D  ^"^  ^  ^^^  Factor  diö\  enthalten  muss;  wenn  also 

2)  a  =  a,d',ö',     b^d,6\b\ 
so  ist 

3)  A'^i'^ma'^+d\nb\ 

Die  Zahlen  a  nnd  b'  sind  relative  Primzahlen ,  weil  a  und  b  es  sind. 
Die  Determinante  der  Formd',m'x*  +  ^i  «'y'  sei  — />',  sodass D'^=s^^  d^^rnn, 
ly  und  A^  können  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben.    Denn  zunächst 
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ist  klar,  dass  A  und  m  ri  relative  Primzahlen  sind.  Aber  auch  Ä  und  S ^ 
können  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben;  denn  hätten  sie  einen,  so 
müsste  wegen  3)  auch  b\  wenigstens  mit  einer  der  Zahlen  h\^  m\  a  einen 
gemeinschaftlichen  Factor  haben.  Hätten  nun  S^  und  h\  einen  gemein- 
schaftlichen Factor ,  so  hätten  nach  2)  auch  a  und  b  einen  solchen ;  hätten 
^,  und  m  einen,  so  hätten  nach  3)  auch  Ä  und  m  einen;  hätten  endlich  ^^ 
und  d  einen,  so  hätten  nach  2)  auch  a  und  h  einen.  Ebenso  zeigt  man, 
dass  auch  X  und  S^  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben  können. 
Also  sind  If  und  Ä  relative  Primzahlen.  Es  ist  2>  =  2>' (d,  d,)*.  Da  nun  D 
eine  einclassige  Zahl  ist,  so  ist  nach  $  7,  2  auch  D'  eine  solche,  also 
Ä't»»'^+  S\  w'y*  eine  einclassige  Form.  Da  ferner  a!  weder  ^,  noch  2^^,  noch 
if-  ist  und  nach  3)  durch  die  einclassige  Form  S^ ^m  x^ -{- Si  ^n  y^  mittels  re- 
lativer Primzahlen  darstellbar  ist,  so  ist  A\  wie  vorhin  bewiesen,  wenigstens 
zwei  Mal  durch  diese  Form  darstellbar.  Wenn  also  auch  A=^6\rna^^ 
+  Ä',n'ft'*, ,  80  folgt  hieraus  durch  Multiplication  mit  d  =  d,*V^'i^ti  ^^^^ 
A  =  mdf*d^*^a*i  +  n i*t^\ 6'*, ,  oder  wenn  man  tf, d', a\  =  a,  und  5, ö\  b\  =  6, 

setzt , 

A  =  mai*+nbi*y 

wo  a, ,  bf  von  a,  b  resp.  verschieden  sind.  Mithin  ist  die  Zahl  A  durch  die 
Form  mn^+ny*  wenigstens  zweimal  darstellbar. 

Somit  ist  die  Behauptung  bewiesen,  dass  jede  einclassige  Zahl  eine 
Euler*sche  Zahl  iet.  Da  nun  in  S  6  bewiesen  ist,  dass  jede  Eule  rasche 
Zahl  eine  einclassige  ist,  so  haben  wir  das  Eesnltat: 

Die  Euler'schen  Zahlen,  resp.  Formen  sind  mit  den  ein- 
classigen  identisch. 

Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  ein  sehr  einfacher  Beweis  des  in  S  3  er- 
wähnten Satzes:  „Wenn  mns=mn  (m\  n  als  relative  Primzahlen  voraus- 
gesetzt),  und  die  Form  ma:*+  wy*  eine  E  u  1  e  t '  sehe  ist,  so  ist  auch  mx*+  ny* 
eine  solche."  Wenn  nämlich  ma^-^ny  eine  Euler^sche  Form  ist,  so  ist 
sie  auch  eine  einclassige.  Mithin  ist  auch  rnx^'^'nt^  eine  einclassige  Form ; 
denn  für  die  verschiedenen  Geschlechter  derselben  Determinante  ist  die 
Glassenzabl  dieselbe.  Wenn  aber  die  Form  mV+^V  ^^^^  einclassige  ist, 
80  ist  sie  auch  eine  Euler'sche. 

§9. 
Criteriam  der  Euler'sohen  Zahlen. 

Um  also  ein  Griterium  der  Euler\scben  Zahlen  zu  haben,  brauchen 
wir  uns  nur  nach  dem  Griterium  der  einclassigen  negativen  Determinanten 
umzusehen.  Eine  negative  Determinante  ist -dann  und  nur  dann  einclassig, 
wenn  sämmtliche  Glassen  Ancipites  sind.  Sämmtlicbe  redncirte  Formen 
der  Determinante  —  D  erhält  man  (Art.  171) ,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 
/>  +  n'  für  n  alle  ganzen  Zahlen  von  0  an  setzt ,   welche  nicht  grösser  als 
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yY^  sind,  and  für  jede  eineelne  dieser  Zahlen  den  Ausdruck  />  +  n*  auf 
alle  möglichen  Arten  in^Bwei  Factoren  auflöst,  welche  beide  nicht  kleiner 
als  2n  siud.  Die  hieraus  resultirenden  Classen  werden  dann  und  nur  dann 
sammtlich  Ancipites,  wenn  dies  nicht  anders  geschehen  kann,  als  dass  der 
kleinere  Factor  gleich  2n  wird  oder  dass  beide  Factoren  gleich  werden. 
Hieraus  ergiebt  sich  also  folgendes  Criterium  für  die  Euler'schen  Zahlen: 

Um  zu  untersuchen,  ob  eine  Zahl  D  eine  Euler*sche  Zahl  ist,  setze 
man  in  dem  Ausdruck  D  +  n^  für  n  alle  ganzen  Zahlen  von  1  an ,  welche 
Dicht  grösser  als  "/^D  sind,  und  für  jede  einzelne  dieser  Zahlen  zerlege 
man  den  Ausdruck  ß  +  n*  in  zwei  Factoren,  welche  beide  nicht  kleiner  als 
211  sind.  Wenn  dies  nicht  anders  geschehen  kann,  als  dass  der  kleinere 
Factor  gleich  2n  wird  oder  dass  beide  Factoren  gleich  werden,  dann  ist  die 
Zahl  D  eine  Eule  rasche,  sonst  nicht. 

Später  werden  wir  diesem  Criterium  noch  eine  andere  Form  geben. 

§  10. 
Die  Enler'sohen  Sätie  über  die  Bnler'Bohe&  Zahlen. 

In  aehn  Sätzen  hat  Eni  er  eine  Keihe  bemerkenswerther  Eigenschaften 
der  Ealer'schen  Zahlen  aufgestellt;  aber  seine  Beweise  dieser  Sätze  sind, 
wie  schon  bemerkt,  theilweise  mangelhaft;  auch  lassen  einige  dieser  Sätze 
eine  Verallgemeinerung  zu.  Ich  habe  mir  erlaubt,  die  Reihenfolge  derselben 
etwas  SU  ändern. 

!•  Wenn  Vi  eine  Euler'sche  Zahl  ist,  so  ist  auch  t  eine 
Euler'sche  Zahl. 

Der  Eule  rasche  Beweis  ist  unrichtig,  er  lautet  wörtlich: 

„Weil  A't  eine  geeignete  Zahl  ist,  wird  es  zusammengesetzte  Zahlen  C 
geben.  .od«,8  c=i'.««+6«=i».c»+d'. 

Setzen  wir  Aas/*,  Ac»^,  so  wird  sein 

Hieraus  erkennt  man  zur  Gentige,  dass  auch  t  eine  geeignete  Zahl  ist«** 

Eni  er  beweist  nur,  dass  diejenigen  zusammengesetzten  Zahlen,  welche 
durch  die  Form  il*ta;*-|~y'  dargestellt  werden  können,  durch  die  Form 
iix^+  y^  auf  zwei  Arten  dargestellt  werden.  Er  zeigt  aber  nicht,  dass  jede 
zusammengesetzte  Zahl,  die  sich  durch  die  Form  ia^+y*  darstellen  lässt, 
sich  immer  auf  zwei  Arten  durch  diese  Form  muss  darstellen  lassen ;  denn 
die  zweite  Form  stellt  auch  solche  Zahlen  dar,  die  sich  nicht  durch  die  erste 
darstellen  lassen. 

Der  strenge  Beweis  ergiebt  sich  aus  S  7,  2  und  dem  Schluss  von  S  8. 

Ich  bemerke,  dass  dieser  Satz  sich  im  Allgemeinen  nicht  umkehren 
lässt.  Die  speciellen  Fälle,  in  denen  die  Umkehrung  gestattet  ist,  sind  in 
den  folgenden  vier  Sätzen  enthalten« 
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2.  Wenn  teine  Ealer'scheZafalvonder  Form  4o —  1  ist, 
80  ipt  auch  4t  eine  Enler'sche  Zahl. 
Der  Eni  er 'sehe  Beweis  ist  strenge;  er  lautet: 

WSre  4t  keine  Ealer^sche  Zahl,  so  müsste  es  zusammengesetzte 
Zahlen  geben  (nnd  zwar  anch  solche,  die  zu  4t  relative  Primzahlen  sind*), 
die  nnr  anf  eine  Art  durch  die  Form  4ij:'+^'  darstellbar  wftren.  Sei  C 
eine  solche  Zahl,  so  dass 

c=4ir+ft* 

Die  Zahl  C  ist  also  anch  durch  die  Form  ia^+y*  darstellbar,  nnd  zwar 
so,  dass  X  eine  gerade  Zahl  ist.     Dnrch  diese  Form,  als  Ealer*sche,   ist 
dann  aber  C  noch  auf  eine  zweite  Art  darstellbar,  es  sei  also  anch 
2)  C-iy+rf*. 

Ich  behaupte ,  dass  auch  g  eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Denn  wftre  g 
ungerade,  so  müsste,  da  C,  als  relative  Primzahl  zu  4t,  ungerade  ist,  d  ge- 
rade sein.  Da  dann  ferner  ^  von  der  Form  4o+  1  wSre,  also  i^  von  der 
Form  4a— 1,  so  mttsste  auch  tp^-|- //*,  d.  i.  C,  von  der  Form  4o—  1  sein, 
während  nach  1)  C  von  der  Form  4a  +  1  ist.  Es  muss  also  g  gerade  sein  ; 
es  sei  (ft=2e,  so  ist  nach  2)  C  =  4tc'+«f.  C  wäre  also  durch  die  Form 
Aia^+y^  noch  auf  eine  zweite  Art  darstellbar.  Dies  ist  gegen  die  An- 
nahme, nach  der  C  nur  auf  eine  Art  dnrch  diese  Form  darstellbar  sein  sollte. 
Folglich  giebt  es  keine  solche  Zahl  C;  mithin  ist  4t  eine  Eule  rasche  Zahl. 
8.  Wenn  teine  Euler'sche  Zahl  von  der  Form  4«  +  ^  ist« 
so  ist  auch  4t  eine  solche. 

Der  Euler^sche  Beweis  ist  strenge;  er  lautet: 

Wäre  4t  keine  Eni  er  ^  sehe  Zahl,  so  würde  es  eine  zusammengesetzte 

Zahl  C  geben,  die  sich  nur  anf  eine  Art  durch  die  Form  4ta:'+  ^  darstellen 

Hesse.     Es  sei 

C  =  4 1/»  +  6»=  i{2fy+  &«=  ta»+  6«. 

Da  sich  nun  C  überhaupt  durch  die  Form  ta:*-|-y'  darstellen  Iftsst,  so 
iSsst  sich  dieselbe  Zahl  noch  auf  eine  andere  Weise  durch  diese  Form  dar- 
stellen, da  ia^-\'y^  eine  Euler  *sche  Form  ist;  es  sei  also  auch  C=tc*+d*. 
Weil  t  gerade  ist,  so  sind  die  Zahlen  b  und  d  ungerade,  und  deshalb  ihre 
Quadrate  von  der  Form  80+  If  ^^^^  ^i^  Differenz  derselben,  6* — «f,  durch 
8  theilbar.  Es  ist  aber  6*—  dFs=i{c*^  4f*),  Da  nun  t  nur  durch  2,  nicht 
durch  4  theilbar  ist,  so  muss  c' — 4/**  durch  4  theilbar  sein,  also  c  gerade 
sein.  Wenn  also  css2^,  so  ist  C=t(2^)'+rf*=  4ty+d*.  Also  ist  C 
anch  durch  die  Form  4ta;'4~j(*  zweimal  darstellbar.  Dies  steht  im 
Widerspruch  mit  der  Annahme  n.  s.  w. 


*)  Dies  hat  Euler  freilich  nicht  gezeigt  (vgl.  die  Note  §  4);  es  ergiebt  sich  aber 
aus  dem  Lemma  in  §  0. 
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4.  Wenn   t  ungerade  nnd  4f   eine  Enler'sche  Zahl  ist, 
so  ist  auch  10t  eine  Enler'sche  Zahl. 

Der  Enler'sche  Beweis  ist  dem  vorigeD  Beweis  ähnlich. 

5.  WennissSa—l  eine  Enler'sche  Zahl  ist,  so  ist  auch  9t 
eine  solche. 

Der  Enler'sche  Beweis  ist  streng  nnd  lantet: 

Wäre  9t  keine  E  n  1  er 'sehe  Zahl,  so  gähe  es  zusammengesetzte  Zahlen, 
die  nnr  auf  eine  Art  durch  die  Form  9t«'4~^  darstellbar  wären.  Sei  C 
eine  solche,  die  zugleich  nicht  durch  3  theilbar  ist  (auch  solche  müsste  es 
geben  nach  S  6;  vergl.  die  Note  zu  1),  und  zwar  sei 

,.  ^=r9ty+6« 

wo  a=:8^.  C  ist  also  auch  durch  die  Form  ice^  +  y^  darstellbar.  Da  diese 
Form  eine  Enler'sche  sein  soll,  so  ist  C  noch  auf  eine  andere  Art  durch 
dieselbe  Form  darstellbar;  es  sei  also  auch  C=sif*+ijp.  Ich  behaupte, 
fmnsa  durch  3  theilbar  sein.  Denn  da  C  nicht  durch  8  theilbar  ist,  so  ist 
auch  b  nicht  durch  3  theilbar,  also  C  von  der  Form  3o-(~  1.  Wäre  nun  f 
nicht  durch  3  theilbar,  so  wäre  /*  von  der  Form  3flf  +  1 ,  also  t/^  von  der 
Form  3a  —  1«  und  if*+  t^j  d.  i.  C,  entweder  von  der  Form  Za  (wenn  (f  nicht 
durch  3  theilbar)  oder  von  der  Form  3a —  1  (wenn  d  durch  3  theilbar).  Es 
muss  also  auch  /'durch  3  theilbar  sein;  es  sei  also  fe=Zc,  so  ist  67=t(3c)* 
+  d»=9tc*+d'.  Es  wäre  also  C  zweimal  durch  die  Form  9ta:*  +  y*  dar- 
stellbar; dies  steht  im  Widerspruch  mit  der  Annahme  u.  s.  w. 

6.  Wenn  t  eine  Enler'sche  Zahl  von  der  Form  4a -fi  ist, 
80  ist  4t  keine  Enler'sche  Zahl. 

Euler's  Beweis  ist  unrichtig;  er  lautet  wörtlich: 

„Man  betrachte  diese  Gleichung  C=ia^+  6'=  ic*  +  d*,  und  setze  darin 
a  =  2f,  so  dass  C^=4if*-^b^.  Wenn  es  nun  nicht  durchaus  nothwendig  ist^ 
dasa  auch  c  eine  gerade  Zahl  sein  muss,  so  wird  die  Zahl  4t  keine  ge- 
eignete Zahl  sein.*^ 

Dieser  Schluss  kann  doch  nur  so  lauten :  „so  würde  die  Behauptung, 
dass  auch  4t  eine  geeignete  Zahl  sein  müsse,  sich  jedenfalls  nicht  ebenso 
beweisen  lassen,  wie  Satz  2'*. 

Eni  er  fährt  fort:  „Betrachten  wir  also  den  Fall,  wo  c  eine  ungerade 
Zahl  ist,  dann  wird  c*  von  der  Form  4a  +  1  sein,  und  deshalb  ic*  von  der 
Form  4a+  1;  da  nu"n  d  gerade  sein  muss,  so  wird  ii^+d^  von  der  Form 
4a  +  l  sein;  hieraus  geht  hervor,  dass  c  nicht  nothwendig  eine  gerade  Zahl 
zu  sein  braucht,  und  eben  dies  zeigt,  dass  die  Zahl  4t  keine  geeignete  ist.*^ 

Der  Schlnss  müsste  wieder  lauten :  „und  eben  dies  zeigt,  dass  der  Be.- 
weis  der  Behauptung,  4t  müsse  auch  eine  geeignete  Zahl  sein,  jedenfalls 
nicht  wie  vorhin  {ad  2)- geführt  werden  kann".  ^^  , 
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Ich  bemerke  zu  Satz  6,  daas  derselbe  emer  YerallgemeiQerung  föhig 
ist  and  so  lauten  muss : 

d'.  Die  Zahl  4  ausgenommen,  giebt  es  überhaupt  keine 
Enler'scbe  Zahl  von  der  Form  4(4a4-l)i 
oder : 

Wenn  t=:4a+l,  so  ist  4i  nie  eine  Euler'scbe  Zahl, 
einerlei  ob  t  eine  solche  ist  oder  nicht,  ausgenommenden 
Fall  1=1. 

Wenn  nftmlich  t  von  der  Form  4a +  1  und  nicht  gleich  1  ist,  so  ist  t 
wenigstens  gleich  5.  Deshalb  ist  jede  der  Formen  (1,  0,  4i)  und  (4,0,  t) 
eine  reducirte  Form  der  Determinante —4t,  und  beide  gehören  offenbar 
dem  Hauptgeschlecbte  an,  ohne.ftqui]7aieiit  sm  sein;  dies  enthält  also  min- 
destens zwei  Olassen.     Mithin  kann  4  t  keine  Eni  er' sehe  Zahl  sein. 

7.  Wen^  t  ungerade  und  8t  eine  Euler'sche  Zahl  ist,  so 
ist  a2t  keine  Euler*sche  Zahl. 

8.  Wenn  t  ungerade  und  16t  eine  Enler'scfie  Zahl  ist,  so 
ist  64t  keine  Euler'sche  Zahl. 

Von  den  Eule  raschen  Beweisen  dieser  beiden  Sätze  gilt  dasselbe,  wie 
für  den  Beweis  des  Satzes  6;  Eni  er  beweist  eigentlich  wieder  nur,  dass 
sich  die  entgegengesetzten  Behauptungen,  dass  nämlich  82t  und  04tre8p. 
auch  Euler'sche  Zahlen  seien,  nicht  wie  Satz  4  würden  beweisen  lassen. 
Uebrigens  sind  diese  beiden  Sätze  wieder  einer  Verallgemeinerung  fähig 
und  lassen  sich  in  diesen  einen  Satz  zusammenfassen: 

(7  und  sy.  Es  giebt  überhaupt  keine  Euler'sche  Zahl 
von  der  Form  32t. 

Es  ist  nämlich  jede  der  beiden  Formen  (1,  0,  32t)  und  (4,  2,  8t  + 1) 
eine  reducirte  Form  der  Determinante  —32t,  und  beide  gehören  dem  Haupt- 
geschlecht  an ,  ohne  äquivalent  zu  sein ;  dies  enthält  also  wenigstens  zwei 
Classen.     Mithin  kann  82t  keine  Euler* sehe  Zahl  sein« 

9.  Wenn  t  eine  Enler*sche  Zahl  von  irgend  einer  Form 
ist,  und  i  +  a'=p',  wo  p  eine  Primzahl  bedeutet,  deren  Qua- 
drat kleiner  als  4t  ist,  so  ist  4t  keine  Euler*sche  Zahl. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  allgemeiner  fassen  und  lautet  dann  so: 
O'.  Wonnp  irgend  eine  ungerade  Zahl,  einerlei  ob  Prim- 
zahl oder  nicht,  und  p'--a'=t,  so  ist4t  keine  Euler*sche  Zahl. 
Denn  aus  t  =  p' — a*,  wo  p  ungerade  ist,  folgt,  dass  t  entweder  von  der 
Form   8n,   oder  von  der  Form  4»  +  ^  ist.     Im  ersten  Fall  kann  ^t  nsch 
(7  und  8'),  im  zweiten  Fall  nach  6'  keine  Euler' sehe  Zahl  sein. 

10.  In  der  Reihe  der  Euler'schen  Zahlen  kommen  keine 
anderen  Quadrate  vor  als  diese:   1,  4,  0,  16,  25. 

Auch  dieser  Satz  \H  einer  Erweiterung  fä)ki|p« 
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10^  Ealer'sche  Zahlen  können  nur  diese  fünf  qnadra- 
tisehen  Divisoren  enthalten:  1,4,9,16,25. 

Durch  9  theilhare  Eni e  r 'sehe  Zahlen  giebt  es  ansser  der  Zahl  9  selbst 
nur  noch  diese  drei:  18,  45,  72. 

Durch  25  theilbar  ist  anter  allen  En  1er 'sehen  Zahlen  nur  die  eine 
Zahl  25  selbst. 

unter  den  Eni  er 'sehen  Zahlen,  welche  durch  4  und  durch  keine 
höhere  Potenz  von  2  theilbar  sind ,  kommen  ausser  der  Zahl  4  selbst  nur 
noch  diese  drei  vor :  12,  28,  ÖO. 

Durch  16  theilbare  Euler'^sche  Zahlen  giebt  9s  ausser  der  Zahl  16 
selbst  nur  noch  diese  drei :  48,  112,  240. 

Beweis:    I.  Wenn  Ar  >  1 ,  g  eine  ungerade  Primzahl  und  />==  Arg*  ist, 
und  wenn  wir  die  Zahl,  die  angiebt,  wie  viel  mal  die  Anzahl  aller  Classen 
der  eigentlich  primitiven  Ordnung  für  die  Determinante  —  D  grösser  ist  als 
für  die  Determinante  —  A:  durch  n  bezeichnen,   so  ist  (Art.  256.  11;  oder 
Dir  i  Chiefs  Zahlentheorie  S  100): 
n  =  5r  4-1,  wenn  ~-kNq^ 
n=iq        ,  wenn  k  durch  q  theilbar, 
n  =  g  —  1 ,  wenn  —  kBq  und  k  nicht  durch  q  theilbar. 

Die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  viel  mal  die  Anzahl  aller  Classen  in 
jedem  Geschlecht  der  eigentlich  primitiven  Ordnung  der  Determinante 
—  D  grösser  ist  als  für  die  Determinante  —  Ar,  wollen  wir  durch  m  bezeich- 
nen.    Wir  unterscheiden  zwei  Fälle. 

1.  Ar  ist  nicht  durch  q  theilbar;  dann  hat  offenbar  die  eigentlich  primi- 
tive Ordnung  der  Determinante  —  J)  zweimal  so  viel  Geschlechter  als  die 
der  Determinante  —  Ar.     Mithin  ist 


2 


-,  wenn  ^kNq^ 


m=^^ ,  wenn— ArÄj'. 

2 

2.  Ar  ist  durch  q  theilbar;  dann  ist  die  Anzahl  der  Geschlechter  der 
eigentlich  primitiven  Ordnung  für  die  beiden  Determinanten  —  D  und  —  Ar 
dieselbe ,  mithin  m^=q. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Zahl  tn  nur  dann  gleich  1  werden 
kann,  wenn  ^  =  8  und  zugleich  —  A:Ä3,  d.  h.  A:  von  der  Form  3o  +  2  ist, 
dass  mithin  eine  Zahl  von  der  Form  kq\  wo  Ar  >  1  und  q  eine  ungerade 
Primzahl  (>  1) ,  nur  dann  eine  Euler 'sehe  Zahl  sein  kann ,  wenn  g  =  3 
und  Ar  von  der  Form  Za  +  2  ist,  und  dass  sie  ferner  dann  wirklich  eine 
solche  ist,  wenn  ausserdem  noch  Ar  eine  ist.  (Das  Letztere  stimmt  mit  Satz'5 
überein.)  Hiernach  könnten  also  durch  9  theilbare  Euler 'sehe  Zahlen 
diese  sein:  9.2,  9.5,  9.8,  9.11,  9.14  u.  s.  w.  Man  überzeugt  sich  leicht 
(mit  Hilfe  des  S  ^  angegebenen  Criteriums),  dass  die  drei  ersten  9.2,  9.5, 
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9.8  oder  18,  45,  72  wirklich  Eni  er 'sehe  Zablen  sind,  weil  n&mlich  2,  5,  8 
Kolche  sind.  Ferner  ist  klar,  dass  die  übrigen  alle,  nftmlicbO.il,  9.14 
n.  s.  w. ,  keine  Enler'scben  Zablen  sein  können,  weil  nämlich  11,  14. .  • 
^a  + 2  keine  Bind.  Denn  wenn  a  ^  2  ist ,  kann  3a +  2  keine  Enler* sehe 
Zahl  «ein,  weil  dann  die  Form  (3,  1 ,  a+l)  eine  redacirte  und  keiner  An- 
cepsclasse  angebörige  Form  der  Determinante  —(3a +  2)  sein  würde. 

II.  Wenn  aber  A:==l,  also  Z>  =  ^,  wo  q  wie  vorhin  eine  angerade 
Primzahl  bedeutet,  so  ist  (Art.  256,  V;  oder  Dirichlet  a.  a.  0.)  statt  der 
Grösse  n  in  I  die  Grösse  ^n  zu  setzen,  mitbin  die  Anzahl  der  Olassen  in 
jedem  Geschlecht  der  eigentlich  primiti'^en  Ordnung  für  die  Determinante 

—  D  —mal  grösser  als  für  die  Determinante  —  1,  d.  h.  als  1,  also  diese  An- 
4 

zahl  selbst 

entweder ,  wenn  —  \Nq  oder  ^  &=  4 a  +  3 , 

4 

oder  ^^ ,  wenn  —  lÄ^  oder  3^=3  4a  +  1. 

4 

Die  Ausdrücke und  werden  gleich  1  für  ^  =  3  und  q  =  6 

4  4 

resp.,  in  allen  anderen  Fällen  grösser  als  1.     Also  ausser  der  Zahl  1  selbst 

giebt  es  nur  noch  zwei  Euler'scbe  Zahlen,  welche  Quadrate  ungerader 

Primzahlen  sind ,  nämlich  9  und  25. 

Durch  Zusammenfassung  von  I  und  II  ergiebt  sich : 
Euler^scbe  Zahlen,  die  durch  das  Quadrat  irgend  einer  ungeraden 
Primzahl  (>  1)  theilbar  sind,  giebt  es  nur  diese  fünf: 

9,  18,  25,  45,  72. 

III.  lieber  die  Enler'scben  Zablen,  die  etwa  durch  die  Quadratzahl  4, 
aber  nicht  durch  16  theilbar  sind ,  geben  die  Sätze  1,2,3  und  6'  Auskunft. 
Wenn  t  keine  Euler'scbe  Zahl  ist,  so  ist  auch  4i  keine.  Wenn  aber  t  eine 
Euler'8che  Zahl  von  der  Form  4a—  I  oder  4a  +  2  ist,  so  ist  auch  4i  eine 
solche;  hingegen  giebt  es  keine  Eni  er 'sehe  Zahl  von  der  Form  4(4a-|-'l)f 
mit  Ausnahme  der  Zahl  4.  Da  es  nur  drei  Euler'scbe  Zahlen  von  der 
Form  4a  —  1  giebt  (§7,  1),  nämlich  3,  7,  15,  so  giebt  es  also  auch  nur  vier 
Eni  er' sehe  Zahlen,  welche  durch  4  und  nicht  zugleich  durch  8  theilbar 
sind,  nämlich  diese: 

4,  12,  28,  60. 

IV.  Ueber  die  Enler'scben  Zahlen  endlich,  welche  durch  die  Qua- 
dratzahl 16  theitbar  sind,  geben  die  Sätze  1,  (7  und  8^,  4  Auskunft.  Damit 
16t  eine  Euler'scbe  Zahl  sein  könne,  muss  t  eine  solche  sein  (1),  und  i  un- 
gerade, denn  os  giebt  nach  (7  und  8')  keine  Euler'scbe  Zahl,  welche  durch 
d2  theilbar  ist;  umgekehrt,  wenn  t  ungerade  ist,  und  4t  eine  Euler* sehe 
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Zahl,  so  ist  auch  16i  eine  solche  (4).  Durch  16  theilbare  Euler'sche 
Zahlen  sind  also  diese  vier: 

16,  48,  112,  240 
and  keine  andere  (Tgl.  III). 

§11. 
Ein  anderes  Criterinm  der  Bnler'sohen  Zahlen. 

Mit  Hilfe  der  SMtze  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  dem  in  S  0 
aufgestellten  Cnterinm  eine  etwas  andere  Form  geben,  welche  der  des 
zweiten  £  a  1  e  r '  sehen  Criteriams  sehr  nahe  kommt. 

Für  die  durch  eine  Quadratzahl  theilbaren  Eul  er 'sehen  Zahlen  be- 
darf es  keines  Criteriams  mehr.  Denn  diese  sind  alle  aus  Satz  10'  bekannt, 
bis  auf  die  durch  4  theilbaren  von  der  Form  4(4a  +  2);  die  Zahlen  von 
dieser  Form  sind  aber  dann  Bn  1er 'sehe  Zahlen,  wenn  Aa  +  2  eine  ist,  sonst 
nicht.  Die  übrigen  durch  eine  Quadratzahl  theilbaren  E  u  1  e  r '  sehen  Zahlen 
sind  folgende  dreizehn: 

4,  0,  12,  16,  18,  25,  28,  45,  48,  60,  72,  112,  240. 

Wir  setzen  also  im  Folgenden  voraus,  dass  die  zu  untersuchende  Zahl  D 
keinen  quadratischen  ITactor  enthält. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  2>  eine  Eu  1er 'sehe  Zahl  ist,  dann  der 
Ausdruck 

I)  D  +  n^     («>l.«</i^) 

im  Allgemeinen  keine  andere  Form  haben  kann,  als  eine  von  diesen: 

zu  welchen,  wenn  ß  ein  Vielfaches  von  7  oder  15  ist,  noch  die  Form  8.2^ 

als  möglich  hinzutritt  (S  8).    Denn  alle  in  I  enthaltenen  Zahlen  lassen  sich 

ja  durch  die  Form  J)a^+  y*  darstellen,  und  zwar  so,  dass  x  und  f/  (weil  x  =  X) 

relative  Primzahlen  sind ;  hätten  also  einige  dieser  Zahlen  noch  eine  andere 

Form ,  so  müssten  sich  diese  nach  S  8  wenigstens  zweimal  durch  die  Form 

Dx'+y'  (als  Euler'sche)  so  darstellen  lassen,  dass  x  nicht  Null  ist,  was 

aber  offenbar  unmöglich  ist,  weil  selbst  die  grösste  unter  ihnen  höchstens 

42> 
gleich  —  ist,  und  für  a;  =  2  aus  der  Form  Da^+y*  schon  Zahlen  hervor- 
3 

gingen,  die  wenigstens  gleich  4D  sind. 

Was  nun  die  Form  8^  betrifft,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  8=1  sein 

muss.     Denn  wenn 

J)  +  n*^8q',D  =  D'8, 

so  muss,  da  j,  als  Factor  von  />,  keinen  quadratischen  Divisor  besitzen 
kann,  n=^8n  sein;  substituirt  man  diesen  Werth  für  n,  so  ergiebt  sich 
J/+it/*  =  f.  Die  Determinante  der  Form  Ifx^+8y^  ist  —D'S^  —  D. 
Da  ^  (das  Quadrat  einer  ungeraden  Zahl)  durch  diese  Form  dargestellt 
werden  kann ,  so  gehört  diese  dem  Hauptgeschlecht  der  Determinante  —  A 
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an  ;  dasselbe  würde  also,  wenn  i  von  1  verschieden  wäre,  ausser  der  Haupt- 
classe  noch  eine  zweite  Classe  enthalten,  was,  da  D  eine  £n  1er 'sehe  Zahl 
sein  soll,  unmöglich  ist. 

Was  ferner  die  Form  d^  betrifiBt,  so  zeigt  sich  bei  näherer  Betrachtung, 
dass  sich  dieselbe  auf  die  Form  2^  reducirt.  Dies  lässt  sich  folgender- 
massen  zeigen.     Es  sei  D  eine  £u  1er 'sehe  Zahl,  und 

Da  die  Form  Dx^+y^  die  Zahl  j.2^  eigentlich  darstellt,  so  muss 
—  DB{82^)y  also  auch  —  DR{^)  sein;  folglich  muss  2>,  da  es  keinen  qua- 
dratischen Factor  enthalten  soll,  mithin  auch  nicht  durch  4  theilbar  ist,  von 
der  Form  4n  +  3  sein;  als  Eni  er 'sehe  Zahl  kann  D  also  nur  eine  der 
Zahlen  3,  7,  15  sein.  Für  diese  drei  Werthe  von  D  giebt  der  Ausdruck  I 
aber  folgende  Zahlen : 

für  3  die  eine  Zahl  4, 

»»    '    II      II       11     ®f 

„  15' die  beiden  Zahlen  16,  10. 

Unter  diesen  Zahlen  tritt  also  keine  andere  Form,  ^2^  auf  als  die  Form 
2^  selbst. 

Schliessen  wir,  der  grösseren  Einfachheit  wegen,  ausser  denjenigen 
Euler'schen  Zahlen,  die  einen  quadratischen  Factor  enthalten,  auch  noch 
diese  drei:  3,  7,  15  aus,  so  kann  der  Ausdruck  I  also,  wenn  D  eine  Euler- 
sche  Zahl  ist,  nur  die  Formen  öq^  2^^,  g*  annehmen.  Umgekehrt,  wenn 
der  Ausdruck  I  nur  solche  Werthe  annimmt,  die  in  diesen  drei  Formen 
enthalten  sind,  dann  ist  D  eine  Euler 'sehe  Zahl.  Da  nämlich  n  den  Fac- 
tor j,  der  ja  kein  Quadrat  enthalten  kann ,  haben  muss,  so  lassen  sich  aus 
diesen  Werthen  nur  solche  red ucirte  Formen  bilden,  die  einer  Ancepsclasse 
angehören.  Aus  d^  lässt  sich  nämlich  gar  keine  redncirte  Form  bilden, 
da  d  höchstens  gleich  n  ist;  aus  26 q  entweder  gar  keine  reducirte  Form, 
wenn  n  <  d,  oder,  wenn  w  =  d,  diese  Anceps  (2d,  d,  q)\  aus  q^  endlich  ent- 
weder gar  keine  reducirte  Form,  wenn  2w  >  q,  oder,  wenn  2«  <C  j',  diese 
(ö'j  w,  q),  welche  einer  Ancepsclasse  angehört. 

Das  Criterium  für  diejenigen  Euler'schen  Zahlen,  welche  nicht  mit 
einem   quadratischen  Factor  behaftet  sind    und  welche   von  3,  7,  15  ver- 
schieden sind,  wird  demnach  folgendes  sein: 
Wenn  der  Ausdruck 

/>  +  «'    («5l,n<j/p) 
keine  anderen  Zahlen  enthält,  als  solche,  die  entweder  von 
der  Form  öq  oder   von   der   Form  2iq  oder  von  der  Formy* 
sind,  dann  ist  D  eine  Euler'sche  Zahl,  sonst  nicht. 

Wenden  wir  dies  Criterium  auf  die  Zahl  1848  an.  Dieselbe  ist  von  der 
Form  4(4«  +  2),  da  sie  gleich  4.462,  und  462  von  der  Form  4a  +  2  ist.  Die 
Zahl  1848  wird  also  dann  und  nur  dann  eine  Euler'sche  Zahl  sein,  wenn 
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462  eine  ist.    Einen  quadratischen  Factor  enthält  diese  Zahl  nicht.   In  dem 
Ausdruck  462  -|-  ^'  haben  wir  also  für  n  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen,  welche 

kleiner  y^  sind ,  also  alle  Zahlen  von  l  bis  12  incl. 
s 

462  +  l'=463  =  g  462+   7*==511=37.  7Z=^ig 

+  2*=466  =  2.233  =  «^  +   8«=  526  =  2.263  =  ^5^ 

+  8'=471  =  8.167  =  «^  '+   9«=5  643c=:3.18l  =  Ä^ 

-|-4'=478  =  2.230£=<^  +  10*=  662  =  2.281  =  Äg' 

+  5*=^7  =  g  +  11«=  688  =  11. 53  =  Ä^ 

+  6»=498  =  6.  88  =  dfi'  +  12*=  606  =  6. 101  =  65'. 

Hiernach  ist  462,  mithin  auch  1848  eine  £  uler'sche  Zahl. 
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Da8  relative  Drehnngsmoment  eineB  rotirenden 
SchwnngradeB. 

Von 

Jos.  Finger, 

Professor  am  Staats  •  Bealgymnasium  in  Hernais  bei  Wien. 


Wie  zuerst  M.  Coriolis  gezeigt,  kann  jede  relative  Kraft  als  die 
Resaltirende  dreier  Kräfte  angesehen  werden,  deren  erstere  die  tbatsächlich 
einwirkende  Kraft,  die  beiden  anderen  aber  die  sogenannten  schein- 
baren Kräfte  sind  —  und  zwar,  wenn  man  Coriolis'  Nomenclatur  bei- 
behält: „die  im  entgegengesetzten  Sinne  genommene  Zugicraft  —  force 
d^enirainemeni* —  und  die  zusammengesetzte  Centrifugalkraft 
—  force  cenirifuge  composee^^. 

Was  nun  Coriolis  für  Kräfte  nachwies,  hat  auch  fttr  Kräftepaare 
volle  Oiltigkeit.  Es  lässt  sich  nämlich,  wenn  man  die  den, obigen  ana- 
logen Begriffe  und  Bezeichnungen  anch  für  die  Momente  der  Kräftepaare, 
resp.  Drehungsmoraente  beibehält,  das  relative  Drehungsmoment  Mr  eines 
rotirenden  starren  Körpers  bezüglich  eines  beweglichen  Axensystems  in 
drei  andere  Momente  zerlegen,  erstens  in  das  resultirende  Moment  M^  der 
tbatsächlich  einwirkenden  äusseren  Kräfte,  femer  in  ein  „ scheinbares*' 
Moment,  nämlich  das  zur  Drehung  des  beweglichen  Axensystems,  wofern  der 
Körper  mit  demselben  in  starrer  Verbindung  wäre,  noth wendige  Drehungs- 
moment Mf  (momenl  cTenirainemenl)  —  dasselbe  jedoch  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommen  — ,  und  schliesslich  in  ein  weiteres  „scheinbares"  Dreh- 
moment M^j  das  völlig  der  „zusammengesetzten  Centrifugalkraft*'  entspricht. 

Dies  fttr  ein  rotirendes  Schwungrad  zu  zeigen  und  den  Werth  der  ent- 
sprechenden Momente  MrM^M^M^  zu  bestimmen,  sei  der  Gegenstand  dieser 
Abhandlung. 

Das  Schwungrad  rotire  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  17  um -seine 
geometrische  Botationsaxe  A^  während  die  letztere  ihre  Richtung  im 
Räume  beständig  ändert,  demnach,  abgesehen  von  ihrer  progressiven  Be- 


*  Duhamel,  Cours  de  micanique,  HL  idit.,  tomel,  p,  469. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Das  relative  Drefanngsmoment  eics  Von  J.  Fingbb.  521 

wegang  tun  eine  im  Schwerpunkte  aaf  derselben  senkrecht  stehende  Axe 
B^  die  im  Allgemeinen  eine  ideelle  Axe  ist,  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit y  sich  dreht 

1. 

EjS  sei  snvUrderst  angenommen ,  dass  die  Axe  B  während  der  Rotation 
des  Sehwangrades  eine  constante  Lage  im  Ranme  einnehme  oder  stets  pa* 
rallel  au  sich  selbst  sich  fortbewege.  Zugleich  wollen  wir  aanttchst  die 
Untersuchung  allgemein,  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen,  um  eine 
materielle  Axe  A  rotirenden  starren  Körpers  führen  und  erst  späterhin 
die  allgemein  abgeleiteten  Formeln  auf  das  Schwungrad  in  Anwendung 
bringen. 

Die  Axe  B  sei  zur  x-Axe  eines  fixen,  resp.  parallel  sich  fortbewegen- 
den xyz- Systems,  dessen  Ursprung  der  Schwerpunkt  G  des  starren  Kör- 
pers ist,  und  zwar  ihrer  positiven  Richtung  nach  derart  gewählt,  dass  bezüg- 
lich der  letzteren  die  Drehung  der  Axe  A,  daher  auch  die  Winkelgeschwin- 
digkeit y  als  eine  positive  erscheine.  Um  nun  die  beschleunigende  Kraft  für 
irgend  einen  materiellen  Punkt  M  des  starren  Körpers  durch  17  und  y  auszu- 
drücken ,  wählen  wir  jene  Richtung  der  materiellen  Rotationsaxe  A,  bezüg- 
lich welcher  die  Drehung  17  eine  positive  ist,  zur  z'- Axe  einea  beweglichen 
Coordinatensystems ,  dessen  Absci&senaxe  ,mit  der  früheren  identisch  ist, 
somit  des  xyV-  Systems.    Mit  01  sei  der  positive  Neigungswinkel  der  positi- 

ven  «'-Axe  gegen  die  positive  ^-Axe  bezeichnet,  so  dass  -^  =y  "8*5  ^  «ö* 

der  Zahlwerth  der  constanten  Entfernung  des  Punktes  M  von  der  /-  Axe 
und  ^  sei  der  positive  Winkel ,  unter  welchem  die  positive  Richtung  von  r, 
als  welche  wir  die  vom  Durchschnitte  der  Rotationsebene  mit  der  /-Axe 
^egen  M  hin  gehende  annehmen,  gegen  die  fixe  a;*Axe  geneigt  ist,  so  dass 

— -  =  0  und  -7-  =  «  ist 
di  dt       ' 

Die  Richtcosinus  a,  6,  c.  resp.  a'y  b\  c  der  neuen  y-^  resp.  *  Axe,  be- 
zogen auf  das  or^z- System,  sind 

ia  =  0,  a  =  0, 

b  =  sin  Q,        b'=  cos  o>, 
c  =s  —  cos(o^    c'=  sin  09 . 

Ferner  ist,  wenn  man  mit  x\  y\  z  die  Coordinaten  des  Panktes  M  be- 
züf^lich  dos  beweglichen  Axensjrstems  bezeichnet: 

2)  {  y'=rsin'^, 

'  y ^      }/ sin 09 -|- zcos(o=i      r mij; sinm -|- z  cosm^ 
f    rs^'^ycosw  +  z*sinmf=i  —  r siniifCos(o  +  z'sinta. 
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Die  den  Punkt ^tbfttsftchlicb  bewegende  bescbleDnigendeKraflP,  deren 
den  oryV- Axen  parallele  Coroponenten  mit  X\  Y\  Z'  bezeiebnet  seien,  ist 
bekanntlich  die  Resnltirende  der  relativen  Kraft  P, ,  welcbe  d^ssetf  Rela- 
tive Bewegung  bezüglich  des  xy^z'- Systems  hervorbringt,  ferner  der  Zng- 
k  r  a  f  t  P, ,  die  denjenigen  Pankt  N  des  mit  dem  beweglichen  Axensysteme 
unverftnderlich  verbunden  gedachten  Raumes  bewegt,  der'^mit  M  im  be- 
trachteten Augenblicke  coincidirt ,  und  schliesslich  der  im  entgegengesetz- 
ten Sinne  genommenen  zusammengesetzten  Centrifugalkraft, 
also  der  zusammengesetzten  Centripetalkraft  P^. 

Da  sich  nun  die  relative  Bewegung  auf  eine  Rotation  des  starren 
Schwungrades  um  die  z^-Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  if  reducirt,  so 
lässt  sich  die  relative  beschleunigende  Kraft  P|  in  die  relative  Centripetalkraft 

ruf^  und  die  relative  Tangentialkraft  r--3  zerlegen.   Die  Richtung  der  erste- 

reu  ist  die  negative  Richtung  des  Radius  vector  r,  deren  Richtcosinus  be- 
züglich des  d;yV- Systems  demgem&ss  — co«^,  —  .ytn^,  0  sind;  andererseits 
sind  die  Richtcosinus  der  auf  r  senkrecht  stehenden  Bewegungsrichtung  des 
Punktes  M  durch  —  m^,  co;^,  0  bestimmt,  so  dass  die  zu  den  xy'z'k:L^n 
parallelen  Componenten  der  relativen  Kraft  P^  die  Werthe 

—  rcos'^.rf  —  rsin'if  .^,      —  r  «n^.  ly'  +  rcos^.  —  ,     0 

haben. 

Um  die  Componenten  der  beschleunigenden  Kraft  P^  zu  bestimmen, 
hat  man  nur  zu  beachten,  dass  das  bewegliche  Axensystem  uui  die  x-Axe 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  17  im  positiven  Sinne  rotirt.  Bezeichnet  man 
daher  mit  n  den  Zahlwerth  des  vom  Punkte  JV  auf  *die  x-Axe  gefällten 
Lothes,  so  ist  der  Werth  der  centripetalen  Componente  der  Kraft  P^  durch 

ny^  und  der  tangentiellen  Componente  durch  n-j-  bestimmt.    Die  Richtung 

der  ersteren  ist  die  vpn  JV  gegen  die(r*Axe  genommene  Richtung  von  n, 

deren  Richtcosinas  0, ^, sind:  dagegen  sind  die  Richtcosinus 

n  n 

I         •    . 

der  Bewegungsricbtung  des  Punktes  N  durch  0, , gegeben;  die 

den  X  f/z' 'Axen  parallelen  Componenten  der  Kraft  P^  sind  daher 

Die  zusammengesetzte  Centripetalkraft  P,  ist  bekanntlich  rechtwinklig 
zu  derjenigen  Ebene  gerichtet,  welche  das  relative  Bahnelement  ukid  die  durch 
den  Anfangspunkt  desselben  zu  legende  augenblickliche  Drehaze  des  beweg- 
lichen Axensystems  enthält,  und  entspricht  zugleich  dem  Sinne'i  in  welchem 
die  Drehbewegung  stattfindet.  Nun  ist  in  unserem  Falle  die'augenblickliob« 
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Drefaaze  des  beweglicben  (pyV- Systems  die  «-Axe,  welche,  wie  auch  die 
relative  Bewegangsrichtung  des  Punktes  M^  auf  der  z'-Axe  senkrecht  steht; 
es  ist  daher  die  Richtang  der  beschleunigenden  Kraft  P^  parallel  und  zufolge 
der  obigen  Wahl  der  positiven  z'- Richtang  auch  (wofern  P^  positiv  ist) 
gleiek  gerichtet  mit  der  z'-Axe.  Da  ferner  P^  der  Grösse  nach  gleich  ist 
dem  doppelten  Producte  aus  der  relativen  Geschwindigkeit,  die  hier  rti  ist, 
der  Drebgesch windigkeit  des  bewegten  Raumes  y  und  dem  Sinus  des  Win- 
kels, den  das  relative  Bahnelement  mit  der  augenblicklichen  Drehaxe  ein- 

scbliesst,  welch  letzterer  Winkel  hier  den  Werth  — |-if;  hat,   so  ist 

P^s=i2rcosif.  lyy. 
Fasst  man  all  das  Gesagte  zusammen,  so  gelangt  man  zu  der  Folgerung 

Z'=  —  z'.  y*  +  r  «n^  .  ;t^  +  2r  cos^  .r^y. 

Es  dürfte  bei  dieser  Gelegenheit  und  späterhin  nicht  überflüssig  er- 
scheinen, auf  gewisse  frühere  Untersuchungen  über  die  Bewegung  des 
Schwungrades  den  kritischen  Massstab  anzulegen.  Es  sind  dies  besonders 
die  Arbeiten  von  Dr.  Hermann  Scheffler'^,  die  manche  nicht  eben  un- 
bedeutenden Unrichtigkeiten  enthalten.  Scheffler's  irrthümliche  Ansich- 
ten bezüglich  eines  angeblichen  Widerstandes  der  Axe  eines  rotirenden 
Schwungrades  gegen  eine  jede  verschiebende  Kraft  sind  schon  durch  Prof. 
Hoppe**  aufgedeckt  worden.  Doch  nind  auch  die 'von  Scheffler,  zumal 
in  der  in  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Abhandlung  „Imaginäre  Arbeit, 
eine  Wirkung  der  Centrifugal-  und  GyraJ  kraft '**♦*,  aufweiche  ich  mich  in 
der  Folge  öfter  beziehen  werde,  abgeleiteten  Formeln  zumeist  unrichtig.  So 
stellt  sich  Scheffler  daselbst  die  Aufgabe,  die  Grösse  der  die  „imaginäre 
Arbeit  verrichtenden  Gyralkraft**,  d.  i.  der  zur  Rotationsaxe  A  parallelen 
Componente  der  einen  beliebigen  Punkt  M  des  Schwungrades  bewegenden 

Kraft  zu  ermitteln,  und  findet  für  dieselbe  den  Werth  -  r' iy y  co^^d^ ti 

somit  für  die  Beschleunigung  derselben,  wie  sich  durch  Division  durch  das 


*  GfDDert's  Archiv  für  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  25.  Zeitsohrirt  für  Mathe- 
matik o.  Physik,  II.  Jahrg. 

**  „lieber  den  Einflu.ss  der  Butation  eines  Schwungrades  auf  die  Bewegung 
eines  damit  verbundenen  Körpers",  von  Prof.  Dr.  R.  Hoppe  (Zeitschrift  f,  Mifth.  u, 
Phys.,  Jahrg.  1872  8. 167. 

••*  Jahrg.  18(56  8.93. 

t  EbendaselbBt,  8.  114  Z.  6  v.  o.  ^  . 
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w 
Massenelement  —rd^  ergiebt,  den  Werth  rcosip.riy^  während  der  wahre 

Werth  dieser  Beschleunigung  durch  2^  in  3)  gegeben  ist.  Es  ist  also,  selbst 
wenn  z'e=o  ist,  also  das  Schwangrad  sich  auf  eine  Sohwungscheibe  oder 
einen  Schwungring  reducirt,  wie  es  wohl  S.  bei  der  Herleitung  des  besagten 
WertheSi  nicht  aber  bei  der  weiteren  Anwendung  desselben  auf  ein  belle- 

biges    Schwungrad    annimmt,    Z    nicht    r  cos*^  nt^y^    sondern    r9in^,^ 

-^^r  cos^if,  tiy,  und  selbst  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  y  der  Äxe  des 
Schwungringes  eine  constante  ist,  was  im  Allgemeinen  anzunehmen  wohl 
nicht  gerechtfertigt  ist,  kommt  die  Beschleunigung  der  „Gyralkraft"  keines- 
wegs dem  von  S.  aus  der  bekannten  Formel  /*=  v—  (wo  di  den  Contingenz- 

Winkel  bedeutet)  für  die  einfache  Centrifugalkraft  f  zudem  unrichtig  ab- 
geleiteten Werthe  rcosUf^^y  gleich,  sondern  es  ist  dann  die  „Gjralkraft" 
nichts  Anderes,  als  Coriolis'  sogenannte  ,, zusammengesetzte  Centrifugal- 
kraft'* und  ihre  Beschleunigung  hat  den  Werth  %r  cosf\f,  r^y. 

Wir  gehen  nun  nach  dieser  Abschweifung  zur  Berechnung  jener  Dreh- 
uugsmomente  M^M^M^*  über,  deren  Axen  die  mit  dem  Index  gleichnamigen 
Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  sind.  Bedeutet  dm  das  Massen- 
dement  am  Punkte  M^  so  ist 


M^  = /(z'Z  - xZ')  dm , 

M,'=JlxY'^yr)dm. 

Bezeichnet  man  mit  q  die  Masse  der  Volumeinheit ,  so  ist 

dm  =  Q  .r  d^  .  dr  ,  dz\ 

Suhstituirt  man   diesen  Werth   und  die  Werthe   aus   2)   und   3)  in  4),  so 
findet  man 

r  2« 

Jlf,  =^  y  (r««>i>  +  z'*)rfm  +  t/y/|rfz'  /r»dr  /^.sm2*rftj; 

r  2« 

5)    ]  +f^.  I  zdz  1  r^dr  1  Q.sin'pdif 

0  0 


2n 
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2s 
if/  =  — 2^y.  I  dt  I  r*dr  j  i^,cos^^fdii>-^  \-J 


r  2« 

X  idz  jr*dr  rQ,sin2^d^'-  ^.  jz^dz   Ct^dr  C^Mn^d^ 

r  2s 

5)    J  +{y-n^).  Czdz'  Cf^dr  Ci^.cos^d^, 


In  r  2s 


0 

r  2s 


,»  =  -5 .  /  r*  dm  —  4y' .  /dz'  j  r*dr  I  g.sin 

0  ü 

r  2s 

—  ^.  /  z' dz'  I  t^dr  I  Q.cosfjfd^. 


0  0 

Da  die  schon  früher  in  Rechnung  gebrachte,  aaf  die  fl?-Axe  gefällte 
Normale  n  =  ]^^r**fn*ij;  +  :r'*  ist,  so  stellt  das  Integral  j  {r^sin^'tlf '\- z*)  dm 
das  Trägheitsmoment  bezüglich  der  ^c-Aze  vor,  das  mit  T'  bezeichnet  sei, 
w&hrend  T  das  Trftgheitsmoment  bezüglich  der  z^-Aze,  nämlich  Ir^  dm  be- 
deute. 

Die  Gleichnngen  5)  sind  allgemein,  so  dass  sie  anter  der  zu  Anfang  ge- 
machten Voraussetzung  auf  einen  jeden  starren  Körper  anwendbar  sind. 

Gehen  wir  nun  wieder  zu  unserem  ursprünglich  angenommenen 
Scbwungrade  über,  dessen  geometrische  Aie  dann  die  z'-Axe  ist,  so  werden 
—  anter  der  begründeten  Voraussetzung,^ dass  dasselbe,  wenn  auch  nicht 
vielleicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  gleichförmig  dicht,  so  doch  aus 
lanter  gleichförmig  dichten  Ringen  (Schwungringen),  deren  Axen  durchweg 
io  der  z'-Axe  liegen,  besteht,  so  dass  die  Dichtigkeit  q  wohl  etwa  von  r  und 
z\  doch  nicht  von  ^  abhängig  ist  —  die  innersten  Integrale  aller  rechts- 
seitigen Glieder  der  Gleichnngen  &),  mit  einziger  Ausnahme  jedes  ersten 
Gliedes,  Null;  ferner  ist  dann 


'=lr*dm=^2jeldz  JQ.t^dr, 


daher  das  Integral  des  ersten  Gliedes  der  zweiten  Gleichung  in  5) 
r  2s  r 

jdz  I  r^dr  I Q  ,  co^^  rfij;  =  «  .  / dz'  /  ^.  r*  dr  =  — . 

0  0  0  n  } 
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Es  rednciren  sich  somit  die  Gleichangen  5)  auf  folgende : 

Dies  sind  die  componentalen  Momente  der  auf  das  Schwungrad  einwirken- 
den äusseren  Krftfte. 

In  der  vorerwähnten  Abhandlung  sucht  Scheffler  jenes  Moment 
der  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen ,  dessen  Axe  den  von  uns  mit  A  und  B 
bezeichneten  Axen  senkrecht  steht,  kurz  dessen  Aze  unsere  y'-Axe  ist. 
Es  ist  dieser  Werth  des  „Moments  der  Gyralkraft"  für  die  ganze  Ab- 
handlung Scheffler*8  ein  äusserst  massgebender,  da  der  gesammte 
der  Ableitung  desselben  folgende,  bei  Weitem  grössere  Theil  der  Ab- 
handlung (S.  120 — 151)  nur  in  einer  Anwendung  desselben  auf  specielle 
Fälle    besteht.     Für    dieses   Moment    findet   Scheffler    auf  Seite    117 

T 
Z.  5  V.  u.   den  Werth  r^y*—*    Zufolge  der  zweiten  der  Gleichungen  6)  ist 

aber  der  wahre  Werth  dieses  Momentes  für  den  bisher  bebandelten  Fall, 
dass  die  Axe  B  während  der  Rotation  des  Schwungrades  eine  constante 
Bichtung  beibehält,  das  Doppelte  des^von  8.  angenommenen.  Dass  anch 
der  auf  S.  115  von  S.  abgeleitete  Werth  Fder  einseitigen  Theilresultirenden 
der  Kräfte  Z^  aus  der  Gleichung  3)  und  demgemäss  fast  alle  Gleichungen  auf 
S.  115,  116,  117  unrichtig  sind,  lässt  sich  durch  eine  einfache  Schlussfolge- 
rung  aus  den  Werthen  Z^  und  M^  der  Gleichungen  3)  und  6)  zeigen. 

Wir  wollen  nun  die  in  den  Gleichungen  6)  enthaltenen  Ausdrücke  etwas 
näher  ins  Auge  fassen. 

Das  Product  -^ .  T  stellt  das  Moment  jenes  Kräftepaares  dar,  das  eine 

der  mit  der  Winkelbeschleunigung  -j^  vor  sich  gehenden  relativen  Rotation 

gleiche  absolute  rotirende  Bewegung  des  Schwungrades  erzeugen  würde, 

wofern  das  bewegliche  Axensystem  ruhend  wäre;  es  ist  also  -^»Tj  wofern 

man,  wie  in  der  Einleitung  hervorgehoben  wurde,  die  für  Kräfte  angewand- 
ten Bezeichnungen  auch  auf  Kräftepaare  zur  Anwendung  bringt,  das  in  der 
Einleitung  mit  JKfr  bezeichnete  „relative  Drehungsmoment". 

d  y 
Weiterhin  ist  --^  T'  das  Drehmoment  jener  äusseren  Kräfte ,  die   znr 

Bewegung  des  Schwungrades  nothwendig  wären,  wenn  das  letztere  mit  dem 
beweglichen  Axensystem   in  starrer  Verbindung  wäre,   also  blos  mit  der 

Winkelbeschleunigung  -~-  dieses  Axensystems  um  die  Axe^  rotiren  würde, 
kurz ,  es  ist  -^ .  T'  das    in   der  Einleitung  mit  M^  bezeichnete   Moment, 
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l«Mk^^^^>V^^^^rf^^^r^t^^^^SM^^S^^^/^«^V^^« 


das  analog  Coriolis'  Bezeichnangsweise  moment  dCefUrMnemeni  heiasen 
wfirde. 

Das  ans  den  Momenten  Jlf«,  ilf^,  M^  resultirende  Moment 

j/jlf«,  +  J!fV  +  ^V 
ist  das  resnitirende  Drebungsmoment  der  auf  das  Schwungrad  einwirkenden 
Kr&fte,  das  mit  Af,  bezeichnet  wurde,  und  das  schliesslich  örtibrigende 
Glied  der  Gleicnnngen  6),  nämlich  tiyT^  stellt  das  in  der  Einleitung  mit 
Jfi  bezeichnete,  der  zusammengesetzten  Centripetalkraft  analoge  scheinbare 
Moment  -—  in  der  That  ergiebt  sich  auch  im  vorliegenden  Falle,  wie  eine 
einfache  Deduction  zeigt,  der  Werth  Mf  =  i^yT  als  Moment  der  zur  z'-Axe 
parallel  gerichteten  Kräfte  2r  cosi^t'viy.dm^  demnach  der  „zusammengesetz- 
ten Centrifugalkräfte"  ^.  Es  enthält  demnach  die  Gleichung  6j  den  Satz  in  sich, 
dass  das  Moment  Af|S=^APjr  +  ^y'+^V  der  wirklichen  äusseren  Kräfte 

ein  resultirendes  Moment  aus  dem  relativen  Drehungsmomente  if,.  b=  -^ .  T 

dy 
und  den  beiden  Momenten  il/s  =  -r^.rund  —  il/,=— ij^Tsei.  Daraus  folgt 

sofort  der  Goriolis^  Satze  analoge  Satz,  dass  umgekehrt  das  relative 

Drehungsmoment   Mr^-rrT    zusammengesetzt    sei    aus    dem 

at 

wirklichen   Drehungsmomente   lif^    und    den    beiden   schein- 

dy 
baren    Drehungsmomenten   —  üf,  =  — -^T'   und   M^^tiyT.      Die 

Axe  des  letzteren  Moments  ist  die  positive  ^'-Axe ,  demnach  jene  Richtung 
der  auf  den  Azen  A  und  B  senkrecht  stehenden  Axe,  bezüglich  welcher  die- 
jenige Drehung  als  eine  positive  erscheinen  würde,  welche  die  positive  Axe 
der  Drehung  ti  nach  der  positiven  Axe  der  Drehung  y  am  kürzesten  Wege 
überführen  würde. 


Es  sei  nun  der  zweite  mögliche  Fall  angenommen,  dass  nämlich  die 
Axe  B  während  der  Bewegung  des  Schwungrades  ihre  Richtung  im  Räume 
stetig  ändert.  Der  früheren  Wahl  analog  sei  die  Axe  J  zur  z'-Axe,  die  Axe 
B  zur  x'-Axe  und  die  auf  beiden  im  Schwerpunkte  senkrecht  stehende  Axe 
zur  y-Axe  eines  beweglichen  Axensystems,  und  zwar  die  x-Axe  ihrer  po- 
sitiven Richtung  nach  derart  gewählt,  dass  bezüglich  derselben  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit y  als  eine  positive  erscheine. 

Um  nun  in  diesem  Falle  das  relative  Drehungsmoment  auszudrücken, , 
ist  es  vor  allem  Andern  offenbar  nothwendig,  die  relative  Rotationsgeschwin- 
digkeit des  Schwungrades,  die  mit  b  bezeichnet  sei,  und  deren  Axe  festzu- 
stellen. 

Da  die  z'-  Axe  als  die  geometrische  Axe  des  Schwungrades  eine  mate- 
rielle Axe  ist  und  die  in  dieser  Axe  des  x^V- Systems  selbst  gelegenen 
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materiellen  Punkte  des  Schwungrades,  die  während  der  Bewegung  desselben 
stets  dieselben  bleiben,  an  der  relativen  Bewegung  bezüglich  eben  dieses 
Axensystems  offenbar  nicht  theilnehmcn  können,  so  ist  die  z'-Axe  selbst  die 
augenblickliche  Aze  der  relativen  Drehung  e.  Zugleich  sei  die  bisher  un- 
bestimmt gelassene  positive  Richtung  der  z'- Axe  derart  festgestellt,  dass  die 
Winkelgeschwindigkeit  $  eine  positive  werde. 

Bezeichnet  demgemäss,  wie  früher,  r  den  Zahlwerfh  der  Entfernung 
des  beliebigen  Punktes  M  des  Schwungrades  von  der  Axe  J  und  ^  den  posi- 
tive Neigungswinkel  der  jeweiligen  Lage  des  r  gegen  die  ^c'-Axe,  so  ist 

7)  "dt^^'     x'=^rco8if,     y'^rsin^^ 

«und  da  wegen  der  vorausgesetzten  Starrheit  des  Schwungrades  ;t-=0  und 

dz 

-—  =  0  ist,  so  bestehen  auch  die  Gleichungen 

dx  ,        dtf        ,        dz 

Da  die  relative  Kotationsgeschwindigkeit  e  dieselbe  Aze  hat,  wie  die 
in  der  Einleitung  bedingte  wirkliche  Drehgeschwindigkeit  17  des  Schwung- 
rades, so  hat,  wenn  b  als  eine  Gomponente  von  17  angesehen  wird,  die  andere 
Componente ,  die  mit  ß  bezeichnet  sei ,  dieselbe  Axe ,  nämlich  die  positive 
z'-Axe,  und  es  ist 

9)  i?  =  6  +  /3, 

wo  ß  sowohl,  wie  17  bezüglich  der  positiven  z'-Axe  bald  positiv,  bald  negativ 
sein  können. ' 

Die  resultirende  Drehung  des  Schwungrades  ist,  wie  in  der  Einleitung 
auseinandergesetzt  wurde,  durch  y  und  17,  resp.  y,  ij  ß  bestimmt;  die  Com- 
ponente €  wird  aber  ganz  von  der  relativen  Drehung  in  Anspruch  genom- 
men. Es  haben  demnach  auf  die  Drehung  des  beweglichen  Axensystems 
blos  die  Geschwindigkeitscomponenten  y  und  ß  Eiuflass,  deren  erstere  die 
positive  a;''Axe,  die  letztere  die  positive  z'-Axe  zur  Drehaxe  hat.  Die  ans 
den  Componenten  y  und  ß  resultirende  Drehgeschwindigkeit  des  Axen- 
systems sei  in  der  Folge  stets  mit  a  bezeichnet. 

Was  schlie8slich  die  ^'-Axe  anbelangt,  so  ist  sie  ihrer  Lage  und  Rich- 
tung nach  dnrch  die  schon  festgestellten  Lagen  und  Richtungen  der  beiden 
anderen  Axen  genau  bestimmt,  und  da  den  früheren  Erörterungen  zufolge 
eine  jede  hier  überhaupt  in  Betracht  kommende  Drehung  nur  um  die  auf 
der  ^'-Axe  senkrecht  stehenden  Axen  vor  sich  geht,  so  findet  um  die 
y'- Axe  absolut  keine  Drehung  weder  des  Schwungrades,  noch  des  beweg- 
lichen Axensystems  statt. 

Wir  gehen  nun  zur  Berechnung  der  in  der  Einleitung  besprochenen 
Drehungsmomente  über. 
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Ja  b  c  ifl/- 

a  \{ c'   die  Richtcosinas  der  \y-  Axe,  bezogen  auf  irgend 

ein  fixes  Coordinatensystem ;  dann  bestehen  zwischen  diesen  Werthen  die 

bekannten,  späterbin  stets  anzuwendenden  Relationen 

at+6t  +  ^i^l^       «'«  +  6'»  +  c'«  =  l,        a"«  +  6"«  +  c"«=l, 
aa'+  6ft'+  er  =  0,     aa '+  66"+  f  c"=  0 ,     a  a"+  6'6"+  rV  =  0 , 

„da  ,.dh         ,,dc 

,o)<  "  ^+*  77+'  rfr="' 

c  —  r6,     b  s='  ca  —  ac  y     c  =i  ab  —  6a, 

a=bc^cbj      b=ca^ac^      c^ab-^ba, 

a  =  6c— c6,      6  =:  ra — ac,       c  =s  ab — 6a, 

fl«  +  a'i4.a"«=|,       6«+6'«  +  6"*=l.        c« +  c'« +  <?"«=:  I , 

a  6  +  a'6'+  «''«'"=^  0 ,     ac  +  ae  +  a  V  =  0 ,     bc  +  6  V+  6  V  =  0. 

Da  y,  0,  /3  die  (Komponenten  der  liotationsgeschwindigkeit  des  beweg- 
lichen Axensjstems  am  die  einzelnen  Azen  desselben  sind,  so  ergeben  sich, 
mit  Beachtung  der  früher  festgestellten  positiven  Richtungen  dieser  Axen, 
die  Gleichungen 

,da''^,db"  ,    ,dc" 

"-dt+'w+'-JT y« 

da'db''         de"      „ 

"jT+'dT+'-dr-'' 

,  da   .   .,  db        ,  de       ^ 

""-dT+'^  +  '-dT-^^ 

a^  +  b^  +  c^^^ß. 
dt  ^      dt  ^      dt  ^ 

'Bedeuten  nun  x^y^  z  die  Coordinaten  des  Punktes  if ,  bezogen  auf  ein 
Axensystem ,  dessen  Ursprung  der  Schwerpunkt  des  Schwungrades  ist  und 
dessen  Axen  gleichgerichtet  sind  mit  den  Axen  des  fixen  Axensystems, 
so  ist 

a:  =  aa:'+aV+aV, 


««cic'+cy+c'y. 


Analog  den  frttheren  Oleiehangen  4)  haben ,  wofern  man  die  gleichen 
Zeichen  beibehUt,  auch  hier  die  in  Frage  stehenden  Momente  ilf«.,  ilf,/,  ilf,  ^ 
di«  Werthe 

MUehHft  f.  Il.«h<..tfk  ^  PhT.lk,  XIX.  6.  p.g||g^,  ,y  Google 


530*     Das  relative  Drehnngsmomebt  eiDes  rotiienden  Schwungrades. 

M^  == /(y'Z'-.  zT')  dm , 

13)  J    M^^nzr-'XZridm, 

M^  =  f{x  r'^  y'X')  dm. 

Die  beechleoDigenden  Kräfte  J^,  F\  Z^  ergeben  sieb  sofort,  wenn  man 

^  fix   fiy    fit  _ 

eine  jede  der  den  fixen  Axen  parallelen  Componenten  --r^,  -j4,  -r-j  d#r  den 

Pnokt  M  bewegenden  beschlennigenden  Kraft  in  je  drei  den  x'yz^  Axen 
parallele  Componenten  zerlegt  und  die  je  einer  Axe  parallelen  in  eine  Re- 
snltirende  vereinigt.    Es  ergeben  sich  dann  die  Werthe 

Um  nnn  diese  Werthe  zweckentsprechend  dnrch  f^  ß^  s  aussndrticken, 
schlagen  wir  etwa  folgenden  bequemeren  Weg  ein. 

Wir  gehen  aus  von  den  bekannten  Transformationsgleichnngen 
a:=a^  +  6jf 4-cz,     y  =  aa:  +  oy  +  ^«i     «  =  «  x  +  6  y  +  c  «. 

Differentiirt  man  dieselben  mit  Beachtung  der  Werthe  8)  und  berechnet 
einzeln  die  sich  bei  der  Differentiirung  ergebenden  3iinimen 

da  ^      db  ^     de  da'         dh'  .     de'  da"  .      db"  .     de*" 

^d7+»d7+^57'  ""ir-^^ii^'d!^  ^tfT+^dr+^dr^ 

indem  man  die  Werthe  von  Xy  y,  z  aus  12)  substitiiirt  und  die  Relationen 
10)  und  11)  in  Anwendung  bringt,  so  gelangt  man  zu  den  Gleicliungen 


„dx       „dy       ,4z        , 


d 


V  \ 

Multiplicirt  man  nun  mit  \h  die  erste,  mit  \h'  die  iweite  nnd  mit 

VbT  die  dritte  der  Oleiehungen  15)  tind  additt  diese  Prodnete,  so  findet  mnn 

c" 
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—  =  —  ay\  +  a'(«'ij  —  x'y)  +  a  Vy, 

^  =  _c,',  +  c'(<r',-zV)  +  cVy. 

Differentiirt  man  ganz  analog  dem  früheren  Vorgange  die  Gleichungen 
15)  mit  Beachtung  der  Werthe  8)  und  berechnet  einzeln  die  sich  bei  der 
Differentiirnng  ergebenden  Summen 

da  dx     dh  dy      de  dz      da   dx     db^  dy     de  dz 
dt   di^  di  di^di  di'     di    d7"^d7  57"'"  d7  dt' 

di    dl'^  dt    di'^'di   di  ' 

indem  man  die  Werthe  von  -r-^  -?-%  -7-  aas  16)  substituirt  und  die  Relatio- 

dt     dt     dt 

nen  ans  10)  und  II)  in  Anwendung  bringt,  so  ergeben  sich  für  die  zu  bestim- 
menden Summen  in  14)  die  Werthe 

"=' 7?+' J+'  1?=-'  'f-'>r,+'-''>- 

Snbstitnirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  13)  und  vernachlässigt,  da 
den  früher  erwähnten  Voraussetzungen  zufolge  die  Masse  des  Schwungrades 
am  die  Axe  A  gleichförmig  vertheilt,  dasselbe  etwa  aus  lauter  einzelnen, 
gleichförmig  dichten  Schwungringen  zusammengesetzt  ist  und  demgemäss 
die  x'-j  y-y  z'-Axen  Schwerpunkts  -  Hauptaxen  sind,  die  Glieder  mit  den 

Factoren  jafy'.dm^  j  x'z\dm^  /yY.  dm,  so  sind  die  Momente  M,^ ,  üfy', 
Mg.  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

18)       \  M^^ßY.jz^dm'^{i+ri)Yjx^dmy 

Bezeichnet  man  nun  wieder,  wie  früher,  mit  T  das  Trägheitsmoment 
bezOgUch  der  Axe  Ä^  also  ^ 

T^J{al^+y'^).dm, 

und  mit  T'  das  Trägheitsmoment  des  Schwungrades  bezüglich  der  Axe  B^ 
aho 
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T'=J(s/^+z'')dm, 


80  ist,  wie  im  ersteD  Abschnitte  geseeigt  wurde: 


daher  anch 


Jy'« dm=>j  und   A'« dm  =  T'—- 


Setzt  man  diese  Werthe  in  18)  ein ,  so  nehmen  die  gesuchten  Hanptgleich- 
ungen  die  Form  an 

19)  {     My==:ßy.T'-f,y.T=.y(ßT'-f,T), 

Bevor  wir  zur  Deutung  dieser  Gleichungen  übergehen,  sei  es  gestattet, 
nochmals  auf  Scheffler^s  öfter  schon  citirte  Abhandlung  zurückzukommen. 

Scheffler  begeht  den  schwerwiegenden  Fehler,  den  fQr  das  im  ersten 
Abschnitte  behandelte,  nftmlich  derart  rotirende  Schwungrad,  dass  die  AneB 
fix  bleibt,  ausserdem,  wie  früher  gezeigt  wurde,  unrichtig  abgeleiteten  Werth 
des  mit  My'  identischen  „Momentes  3/  der  Gyralkraft**  ohne  Weiteres  anch 
auf  den  Fall*  in  Anwendung  zu  bringen,  in  welchem  die  Axe  B  während  der 
Rotation  des  Schwungrades  eine  senkrechte  Kegelfläche  (die  einzige  von  S. 
behandelte  Bewegungsart  der  Axe  B)  beschreibt  Diese  Art  der  Generali- 
sation  einer  Formel  ist  entschieden  zum  Mindesten  geföhrlich  und  führt 
gerade  in  unserem  Falle,  wie  eine  einfache  Vergleichung  der  Werthe  von 
JK/y/  der  Gleichungen  10)  und  0),  die  sich  um  den  wichtigen  Summanden  ßyV 
unterscheiden,  zeigt,  zu  einem  groben  Irrthum.  Infolge  dieses  Fehlers  sind 
auch  die  ferneren  Schlussfolgerungen  Scheffler's  (S.  120—161),  die  sich  auf 
Grund  der  unrichtigen  Formel  und  zwar  bei  deren  Anwendung  auf  specielle 
Fälle,  wie  das  rollende  Rad,  den  Kreisel,  das  Polytrop  u.  s.  w.  ergaben,  zum 
grossen  Theile  unrichtig.  Da  es  hier  nicht  am  Platze  ist,  sich  zu  weit  in  eine 
specielle  Untersuchung  einzulassen,  so  soll  hier  nur  für  die  beiden  ersten  von  S. 
behandelten  Fälle**  gezeigt  werden,  wie  unrichtig  S.*s  Folgerungen  sind.  — 
S.  behandelt  zunächst  einen  Revolutionskörper  K^^  dessen  zur  Rotationsaxe 
A  senkrechte  Schwerpunktsebene  auf  einer  fixen  senkrechten  Kegelfläche, 
4eren  Axe  CE  unter  dem  constanten  Winkl  g>  gegen  die  Axe  A  geneigt  ist, 
sich  einfach  wälzt,  ferner  einen  zweiten  Revolutionskörper  Ift«  ^^^  einfach 
um  die  frühere  fixe  Axe  CE  rotirt.  —  Bezüglich  des  ersteren  Körpers  heisst 
es  auf  S.  123  Z.  13 — 24  v.  o.:  ,,68  muss  ijesO  sein.     Hierdurch  wird  aber 


•  Ibidem  S.  120  Z.  17  v.  n. 
»♦  Mdem  8.  121  -  124. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  J.  Finger.  533 


anch  ilf  =  0".  Daraus  folgt,  das9  keine  „Gyralkraft  M  erforderlich  ist,  um 
diese  Wälzbewegung,  bei  welcher  sich  der  Körper  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit  y=:usintp  am  die  variable  Linie  AB  (d.  i.  unsere  Axe  B)  dreht, 
während  er  mit  der  Winkelgetichwindigkeit  a  eine  scheinbare  iJrehuug  um 
CE  and  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ß  =  €tcos^  eine  scheinbare  rück- 
läufige Bewegung  um  CD  (d.  i.  unsere  Axe  A)  vollführt,  aufrecht  zu  erhal- 
ten. Diese  Bewegung  des  Wäkens  setzt  sich  also^  wenn  sie  einmal  eingeleitet 
ist,  gleichförmig  ins  Unendliche  fort/'  Diese  Behauptung  ist  entschieden  un- 
richtig. Wohl  ist  y=a  sinfp  und  /3  =  —  acosq>  und,  wie  leicht  zn  beweisen  ist, 
€  =  a  co^qp,  daher  auch  i^  =  jS-|-a=0.  Doch  verschwindet,  wie  der  Werth  von 
Afy'  in  19)  zeigt,  wohl  das  zweite  Glied  desselben,  doch  nicht  im  Allgemeinen 
das  erste;  es  ist  vielmehr,  wie  sich  aus  der  Substitution  der  Werthe  für  |3, 
y  und  ri  ergiebt,  M^My^^s-^a^sintp  costp.  T'  und  es  müssen  somit  stets  äus- 
sere Kräfte  von  diesem  Moment  M  auf  den  Körper  K^  einwirken,  um  die 
selbst  als  gleichförmig  vorausgesetzte  Wäl^bewegung  aufrecht  zu  erhalten. 
Reducirt  sich  beispielsweise  der  Körper  K^  auf  eine  Schwungscheibe,  resp. 

•  /     T 

ein  rollendes  Rad,  so  ist  7"=:—,  also  M^si^-^c^T sin2q>.    Nur  dann  wird 

n 
M=Qy  wenn  a  =  0  oder  go^O,  +—  wird,  also  entweder  gar  keine  Rotation 

stattfindet  oder  das  Rad  um  eine  fixe  materielle  Axe  A  rotirt,  oder  aber  die 
Axe  By  wie  im  ersten  Abschnitte  vorausgesetzt  wurde,  eine  fixe  ist,  in  wel- 
chen FäHen  jedoch  keine  wälzende  Bewegung  der  angenommenen  Art  statt- 
findet. 

Vom  zweiten  Körper  K^  sagt  Sc  he  ff  1er  S.  123  Z.  25 — 37  v.  o.:  „Ganz 
anders  verhält  sich  die  einfache  Rotation  desselben  Körpers  um  die  Axe  CE^ 
d.  h.  die  Drehung  mit  constanter  relativer  Stellung  aller  Punkte  des  Kör- 
pers gegen  die  Axe  CE,  Diese  Rotation  verlangt  Drehung  um  die  Axe  CD 
(d.  i.  Axe  Ä)  mit  der  Geschwindigkeit  1^=«  cos^.    Für  diesen  Fall  wird 

Eine  solche  einfache  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  o  um  die  Axe  CE 
ist  hiemach  nur  möglich,  wenn  fortwährend  Gyralkraft  oder  ein  Kräfte- 
paar thätig  ist,  dessen  Axe  in  CG*  (d.  i.  unsere  y'- Axe)  liegt  und  dessen 
Moment  den  eben  berechneten  Werth  hat.  Diese  Bewegung  kann  sich  also 
nicht  von  selbst  aufrecht  erhalten ;  ein  Körper,  welcher  in  eine  solche  Be- 
wegung versetzt  wäre  und  darauf  sich  selbst  überlassen  bliebe,  würde  seine 
relative  Stellung  gegen  die  Axe  CE  fortwährend  ändern/*  Auch  diese  Be- 
hauptungen sind  in  ihrer  Allgemeinheit  unrichtig,  denn  eben  weil  in  diesem 
Falle  wegen  der  starren  Verbindung  des  beweglichen  Axensystems  mit  dem 
Schwungrade  c  =  0  und  daher  fi  =  ßy  somit  7i==iaco$q)  und,  wie  früher, 
ys=a8ing>  ist,  so  nimmt  das  Moment  ^y«  der  Gleichung  19)  gemäss  den 
Werth  Mc=^ sinq)COS^{T'—T)  an  und  verschwindet,  wenn  T'=Tj  also  etwa 
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der  Revolutionskörper  eine  gleichförmig  dichte  Kagel  ist,  für  jeden  Werth 
des  q).  Im  letzteren  Falle  erhält  sich  demnach  die  Bewegung  des  um  eine 
beliebige  Axe  CE  einfach  rotirenden  Körpers  A^ti  ^^^^  wenn  kein  Kräf^e- 
paar  thätig  ist ,  was  auch  für  eine  rotirende  Kugel  bei  näherer  Betrachtung 
sofort  einleuchtet,  von  selbst  aufrecht  und  der  sich  selbst  überlassene  Kör- 
per ändert  seine  relative  Stellung  gegen  die  Axe  CE  nicht.  Nur  in  dem 
Falle,  wenn  sich,  wie  früher,  das  Schwungrad  auf  eine  Schwungscheibe 

T 
reducirt,  also  J'ss-  wird,  iai  M=>  —  ^a*Tsin2q)^  demnach  der  Werth  des 

M  dem  von  S.  aufgestellten ,  aber  auch  dem  für  den  früheren  Bewegungs- 
zustand der  Schwungscheibe  abgeleiteten  Werthe  gleich.  Aehnlich  erweisen 
sich  auch  weitere  Folgerungen  S/s  als  irrthümlich,  doch  ist  hier  nicht  der 
Ort  dazu,  weiter  in  diesen  Gegenstand  einzugehen. 

Die  an  die  Gleichungen  6)  am  Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  ge- 
knüpften Erörterungen  haben  auch  hier,  wie  sich  auf  Grund  der  Haupt- 
gleichungen 10)  leicht  zeigen  lässt,  volle  Giltigkeit;  ^ur  werden  hier  fol- 
gende Modificationen  Platz  greifen : 

Das  relative  Drehungsmoment  Jlfr,  dessen  Aze,  da  die  gesammte 
relative  Bewegung  sich  nur  auf  eine  Rotation  um  die  s'-Axe  als  deren 
augenblickliche  Axe  reducirt,    die  z'-Axe  (Aze  J)  ist,    hat  hier  nicht 

den  früheren  Werth  -^.T,  sondern,    weil  die  relative  Winkelgesohwin- 
di  • 

digkeit  c,  daher   die  relative  Winkelbeschleunigung   -r  ist,  den  Werth 

dt 

■j- .  r.  —  Da  femer ,  wie  früher  gezeigt  wurde ,  die  Rotation  de«  be- 
weglichen Axensystems  durch  die  Geschwindigkeitscomponenten  y  und  ß^ 
resp.  die  Winkelbeschleunigungen  -7^  und  -^  um  die  x-  und  z'-Axe  be- 

einflnsst   wird,    so  würden   zur  Erzeugung  dieser  Beschleunigungen   des 

weglichen  Axensystems,  wenn  dasselbe  mit  dem  Schwungrade  in  starrer 

dy      ,  dB 

Verbindung  wäre,  die  Momente  ~ ,T  und  -p-,  T,  deren  ersteres  die  posi- 
er/ di 

tive  a;'-Axe,  das  letztere  die  positive  z'-Axe  zur  Axe  hat,  nothwendig  sein. 
Das  aus  beiden  resultirende,  in  der  Einleitung  mit  M^  bezeichnete  Mo- 
ment hat  hier  demnach  den  Werth 


^'=vm-^^^i> 


.       dy    T* 

und  die  Richtcosinus  seiner  Axe  bezüglich  des  a^V^'- Systems  sind  'T:*~ff\ 
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Die  Componenten  des  Drehnngsmomentes  M^  der  auf  das  Schwungrad 
einwirkenden  äusseren  Kräfte ,  die  in  19)  mit  JRf^,  M^*^  M^'  bezeichnet  sind, 
sind «  wenn  X\  T\  Z'  die  den  beweglichen  Axen  parallelen  Componenten 
jener  äusseren  Kraft  bedeuten ,  deren  Angriffspunkt  der  Punkt  {^y  ifl\  i') 
des  Schwungrades  ist,  aus  den  Gleichungen  bestimmbar: 

Das  in  der  Einleitung  mit  M^  bezeichnete  Moment  hat  hier  den  Werth 

und  seine  Axenrichtnng  ist  die  der  positiven  Richtung  der  y'-Aze. 

Demgemäss  ist  in  den  Hauptgleichungen  10)  der  Satz  ausgesprochen, 
dass  das  Moment  M^  aus  den  Momenten  Mr^  M^  und  —  Afg  resultire  und 
demnach  ist  auch  ,  wie  in  der  Einleitung  hervorgehoben  wurde,  das  rela- 
tive DrehuB'gsmoment  Mr  ein  resultirendes  aus  dem  wirk- 
lichen Momente  M^  und  den  früher  bestimmten  scheinbaren 
Drehungsmomenten  — Af,  und  M^. 
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XXIII. 

Die    Oleichung    der    elastigen    Linie    beliebig   belasteter 

gerader  Stäbe  bei  gleichzeitiger  Wirkung  von 

Horizontal*  (Axial-)  Kr&ften. 

Von 

Dr.  J.  Weybauch 

in  Stuttgart. 


Id  Bd.  XVIII  8.  893  dieser  Zeitschrift  wurde  die  Gleichung  der  elasti- 
gen Linie  gerader  Stäbe  in  einer  Form  gegeben ,  welche  für  alle  contiauir- 
liehen  und  einfachen  Stäbe  und  bei  jeder  Belastnngsart  giltig  ist.  Wir  ver- 
standen dabei  unter  geraden  Stäben  solche,  deren  Schwerpunktsaxe  vor 
der  Biegung  eine  gerade  Linie  war,  und  es  stellten  alle  Lasten  in  Bezug  auf 
den  ergriffenen  Stab  Transversalkräfte  dar.  Heute  soll  die  Gleichung  der 
elastigen  Linie  bei  ebenso  allgemeiner  Form  und  Belastung  des  Stabes  ab- 
geleitet werden,  wenn  ausserdem  noch  zwei  gleich  und  entgegengesetzte 
Kräfte  R  in  der  Längsrichtung  wirken,  wobei  die  Gerade,  in  welcher  dies 
geschieht,  nicht  noth wendig  mit  der  Axe  zusammenfallen  muss,  die  R  also 
nicht  nothwendig  Axialkräfte  zu  sein  brauchen. 

Die  Aufgabe  ist  von  Wichtigkeit  in  der  Lehre  von  der  Elasticitftt  and 
Festigkeit,  sie  giebt  auch  die  bereits  gefundenen  Gleichungen,  sowie  die 
Formel,  von  welcher  die  Theorie  der  Zerknickung  ausgeht,  als  specielle 
Fälle  und  liefert  nebenbei  der  angewandten  Mechanik  entnommene  Beispiele 
für  die  Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  unab- 
hängigem Glied. 

I.    Allgemeine  Formeln. 

Ein  ursprünglich  gerader  Stab.Jst  belastet  und  in  zwei  oder  mehr 
Punkten,  deren  Höhenlage  innerhalb  gewisser  Grenzen  (Bd.  XVIII,  S.  393) 
verschieden  sein  kann ,  unterstützt.  Oberhalb ,  in ,  oder  unterhalb  der  Axe 
des  Stabes  wirken  zwei  gleich  und  entgegengesetzte  Horizontalkräfte  R 
nach  innen  oder  aussen ,  drückend  oder  ziehend.  Die  ganz  beliebigen,  ge- 
setzmässig  oder  gesetzlos  stetig verth eilten  und  concentrirten  Lasten  greifen 
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an  willkflrliclien  Stellen  der  ganzen  Länge  an.  Wir  legen  die  horizontale 
Abscissenaxe  durch  die  WirkungHgerade  der  R  und  für  irgend  eine  betrach- 
tete Oeflfnung  /  den  .Ursprnng  der  Coordinaten  an  die  linke  Stütze;  dann 
sind  für  xcsO  y  =yo»  V^^t/o  gegeben  oder  be8timmbar  (V). 

Die  von  den  Tranfiyerfialkräfteu  allein  herrührenden  Momente  über 
r  =  0  und  x«/  seien  M^^  Mi\  ihre  analytische  Ermittelung  haben  wir  für 
alle  Belastnngs  and  Untersttttzungwarten  an  anderem  Orte  gezeigt  und  sind 
dieselben  als  bekannt  anzunehmen.  Zwischen  0  und  x  greifen  bei  a|,  Of, . .  .a, 
die  Lasten  P, ,  /\,..  Pz  an,  wobei  die  P  auch  Lastelemente  sein  und  die  a 
stetig  aufeinander  folgen  können.  Das  Moment  sämmtlicher  Lasten  in 
Bezug  anf  einen  beliebigen  Querschnitt'  x  ist  aUo 

1)  M^^M^+Ax^  £P{x  —  a), 

worin  A  eine  Gonstante,  nämlich,  wie  beilänfig  bemerkt  werden  mag: 


A^j^Mi^M.+  ZPQ^aA 


Durch  directe  Differentiation  von  M^  nach  x  erhält  man ,   weil  nach 
Bd.  XVIII,  S.  896 

^  ^^A-ZP^F. 

dx 

eine  Function,  welche  in  der  Ingenieurmechanik  die  durch  die  Lasten  her- 
vorgerufene vertikale  Schubkraft  im  Querschnitt  x  heisst. 
Das  Moment  aller  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  x  ist 

3)  aJlr  =  ^,±Äy, 

wobei  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  wählen,  je  nachdem  die  R  nach 
idnen  oder  aussen  wirken.   Die  Navie rasche  Gleichung  der  Biegung  lautet 

^y aw* 

worin  Bs  das  Elasticitätsmoment  bei  x^  d.  h.  Product  aus  Elasticitätsmodnl 
und  Trägheitsmoment  daselbst.     Wir  erhalten  also  in 

ds^       Sx  Sx 

eiue  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nach  der  Form 

worin 
5)  VW  =  -^. 


»)  /•'j;,  =  - 


9s 
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-iii-^i-«rv-»i-in-ii~n'Wy»"<''«"iri<v~ir«-ir*«*.'iirii'^~-'  ~  ~ 


in  diesen  beiden  Ansdrüeken  sind  M^y  Vg  durch  l)  und  2)  bestimmt.    Fer- 
ner ist  in  4),  wenn  die  R  naob  innen,  d.  h.  drückend  wirken: 

und  wenn  die  R  nach  aussen  oder  ziehend  wirken : 

8)  »(*) -^. 

Gleichungen  von  der  Form  4)  können,  wie  alle  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  unabhängigem  Glied,  gelöst  werden 
mittels  der  Variation  der  Constanten  von  L&g ränge  oder  durch  die  Me- 
thode des  integrirenden  Factors  nach  Christof  fei.  Die  letztere  giebt 
als  Lösung  von  4) ,  wenn  bei  o?  =  oTq  ^  =  y^  und  y=^y\^  in  jedem  bestimm- 
ten Punkte  (C  SS  JT  den  Werth  der  Ordinate 

X 

9)  y=  Y=^t/,{v)s^g^  -yo(0*=*o  +J^f{^)^^^ 
wo  t^  —  der  integrirende  Factor  —  die  Lösung  der  Gleichung 

mit  den* Bedingungen 

ftira?=3Z,     »=jO,     p'=  — 1. 

Das  Verfahren  von  Christoffel  giebt  zugleich  als  Tangente  des 

Neigungswinkels  bei  xs=Z 

X 


10) 


^=3  r^y\{w)^^s-yo{n>\^..  +  ffvnx)dx. 


«0 

worin  tv^  ein  anderer  integrirender  Factor,  die  Lösung  von 

wenn  .,.  „  -         #     ^ 

für  a:  =  AT     w  =  1 ,     w  «=  0. 

Da  in  unserer  Gleichung  4)  f{x)  und  g{x)  das  Elasticitätsmoment  6« 
enthalten ,  so  muss  dasselbe  als  Function  von  x  gegeben  sein ,  ehe  die  In- 
tegration vorgenommen  werden  kann. 

FrismatUolie  Stäbe. 
Der  Elasticitfttsmodul  6,  «=  6  iät  constant.  Wir  setzen  für  drückende  R 

7«)  »(^)  =  |  =  *»,      *=^|, 

und  für  ziehende  R 
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>^^^  *<i^^Ni^^^^^k''^"WWVWV^^ 


Die  DifferentialgleichuDg  4)  nimmt  die  bekannte  Form  an 

worin 
5a)  /(x)  „  _  :^  und  speciell  A(0) = -  ^, 

6.)  f(a:)^-^    „  „      f{0) -|-. 

if«,  Aamd  bekannt,  Af,,  F«  dnrch  1)  und  2)  gegeben. 

Znr  Bestimmung  der  Ordinate  des  beliebigen  Punktes  o;  =  Z  findet  sich 
der  integrirende  Factor  v  aus 

ond  den  Bedingungen 

ftlra;  =  Z    p  =  0,     »'=—1, 
nämlich 

V  s=  -jr  sink{X  ^  x)» 
Als  Anfangsbedignngen  sind  gegeben 

80  dass  ans  der  Formel  0)  wird 


T 

oder  mit  Einsetsen  von  v 


=  / •  W*=0  -  yo(Oir=:0  +Jvf{x)dx, 


-    '                      X  X 

I^=Y"^*-^+yo^ö5ÄJrH r—  I  f(x)coskxdx —  1  f{x)8mkxdx. 


Hierin  wird  dnrch  theilweise  Integration 

X 


I  fix)  cos  kxdx  =s  l  —  sin  kx  f{x)  \  "  T  /  fi^)  ^^  *«  ^^ » 

X  X 

I  f{x)  8mkxdx  =  \^  —coskxf{x)\   +  —  j f'{x)coskxdXj 

also  nach  Snbfflitalion  ond  Rednetion 

X 

F=?^  smkX  +  y^coskX  +  ~ [/"(Z) - /•(0)co5*Jr-  mÄZ  rf'(x)tmkx  i 


'-^coskXJf{x)coskxdx  1. 
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/■(JQ,  /*(0)  folgen  aus  5  a),  die  Integralwerthe  ans  VI.  SeUen  wir  alle  diese 
Werthe  ein  nnd  lai^sen  dann,  weil  unsere  Formel  für  jeden  Punkt  X^  Y 
zwischen  0  nnd  /  gilt,  die  allgemeinen  Coordinaten  x^  ff  an  Stelle  von  Z,  Y 
treten,  so  folgt 

1 1)    ^'  =  —  sinkx  +  y^coskx  —  —^  \kMg^k  M^coskx  —  Asin kx 

+  2Psink{x'-a)\ 

als  gesuchte  Gleichnug  der  elastigen  Linie.      Die  Tangeute  des  Neigungs 
winkeln  im  Punkte  x^  y  ergiebt  sich  dnrch  directe  Differentiation 

ff  ^=  y' ocosk X  —  y^k $ink X -- -j-\  Fj^  +  kM^sinkx—  Aeoskx 

+  £Pco$k{x  —  a)\, 

doch  könnte  mau  dieselbe  ancb  aus  Formel  10)  finden. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  sind  alle  Grössen  als  bekannt  anzu- 
nehmen; inwiefern  dies  mit  y^^  y'^  immer  der  Fall  ist,  soll  in  V  gezeigt 
werden.  Die  Werthe  der  Summenaosdrücke  richten  sich  nach  der  Be- 
lastungsart. Bei  gleichmässiger  Beiastnug  mit  q  pro  Längeneinheit  wäre  z.  B. 

£Psink(x  —  0)^=^  j  qdasink{x  —  a)  =  ^  (i  —  coskx)^ 
0 

X 

£Pco8k(x  —  ö)=  /  qdaco8k{x  —  a)i=^~-  sinkXy 

U 
und  in  den  Ausdrücken  1)  und  2) 

X 

ZP{x  —  a)  =  lqda{X'-a)s=:^  qa^^ 
0 

X 

£P  =zjqda  =s     qx. 


UL  Besondere  Fälle  bei  prismatisolieii  Stäben.. 

a)  Die  Kräfte /{  wirken  drtickend;  Unterstützung  und  Be- 
lastung willkttrlich.  Die  Gleichung  der  elastigen  Linie  ist  durch 
11)  gegeben  und  darin  nach  7  a) 


'-n 
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b)  Die  Kräfte  R  wirken  ziehend;  üntersttitznng  und  Be- 
lastang  willkürlich.  Es  gilt  ehenfalls  Gleichung  11),  jedoch  ist  nun 
nach  8  a) 

Daher  wird  nach  Anwendung  der  bekannten  Formeln 
sin  iXx  =  —  (e**  —  r-  **) , 

die  Gleichung  der  elastigen  Linie 

+  lp(gl(x-«)_^-A(,-.«))"| 

c)  Es  wirken  keine  Lasten,  KrXfte  R  drückend  oder 
ziehend;  Unterstatzung  willkürlich.  Dann  verschwinden  in  11) 
alle  P  und  die  von  ihnen  herrührenden  Grössen  M^^  M^^  A\  wir  erhalten 

14)  ^  ~  X  ^  **  "*"  yo<^<>**^ » 

die  Formel,  von  welcher  die  Theorie  der  Zerknickung  ausgeht. 
Wenn  speciell  die  R  ziehend  wirken,  so  folgt  aus  18) 

15)  y = ^  (y'. + Ay.)  -  ^(y'.  -  *y.) . 

und  dieser  Ausdruck  wird  mit  y^^  y\  für  jedes  x  gleich  NYill,  wenn  die  R  in 
der  Axe  wirken;  es  tritt  also  dann  keine  Biegung  ein. 

d)  Es  wirken  nur  Lasten,  die  R  verschwinden;  Unter- 
stützung willkürlieh.    Da  nun  Ars=0,  so  nehmen  in  LI)  der  Coefficient 

von  y\^  und  der  Klammeransdruck  dividirt  durch  Ar',  die  unbestimmte  Form  -j 

an.     Bilden  wir  also  mit  der  Bezeichnung 

k  Mx  ^  k  MqCos  k  X '—  Asinkx  +  2P8mk{x'^ä)      (p{h) 

das  Verh&ltniss  der  ersten  Derivirten  nach  A:,  so  wird  mit  Rücksicht  auf 
Formel  1)  auch 

Lt^'(Ar)J*=t       0' 
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Ebenso  ergiebt  sieb 

L*''(*)J»=i~  0  • 

and  wir  erbalten  erst  aas  dem  Verbältniss  der  dritten  DeriTirten 

Für  den  Coef fielen ten  von  y'^  findet  sieb* 
so  dass  ansere  Oleiebang  der  elastigen  Linie 

1«)  y  =  yo  +  y>-^[3^o^'  +  ^^--5^(^-«)*]- 

Diese  Oleicbung  haben  wir  in  Bd.  XVIII,  S.  3d4  aaf  ganz  anderem 
Wege  gefanden. 

lY.  Stäbe  mit  sprongweise  verftnderllohem  Qnersehnitt 

Der  Qnerschnitt  eines  Stabes  ist  nicht  aaf  die  ganze  LSnge  einer  be- 
trachteten Oeffnadg  /,  sondern  nur  auf  gewisse  Strecken  constant.  ^^  sei 
die  Abscisse  des  letzten  Sprunges  vor  einem  beliebig  gegebenen  Punkt  9  =  ^. 
Demnach  seien  von  x  =a  0  bis  o;  =>  A' 


auf  den  Strecken:                   «, ,        ^t~"^u     e, —  «,,....  Z  —  «^, 
die  Elasticittttsmomente :      ^o »           ^i  >         ^t  >     •   •  •     ^ßy 
die  Werthe  g(x):                  k^,           Ar, ,            *,,....      Är^, 

Mg  und  F«  bleiben  durch  1)  und  2)  bestimmt.  Die  Differentialgleichung  der 
elastigen  Linie  lautet  auch  hier 

%  +  t^y  =  fi<c), 

dagegen  ist  jetzt  zwischen  0  und  X  weder  k^  noch  f{x)y  also  aach  nicht --^ 
überall  stetig  and   beträgt  z.  B.  im  Pivikte  x^e^^   wo  das  Elasticitäts 

moment  von  B^^ 
oder  ziehende  R 


moment  von  B^^\  auf  B^  springt,  der  Sprungwerth  von  — ^  für  drückende 


.'s,[A-)-H;:!!-'*"±'">(K-er^> 
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Wollte  man  die  Differentialgleichang  mittels  der  Methode  des  inte- 
grirenden  Factors  doch  von  0  his  X  integriren  und  so  ^  ==  1^  direct  bestim- 
men, so  hätte  man  Gebranch  zn  machen  von  dem  Satz:  Man  findet  den 
Werth  eines  bestimmten  Integrals,  dessen  Function  zwisdien  ^en  Grenzen 
nicht  überall  stetig,  indem  man  von  dem  Werthe  des  zwischen  denselben 
Grensen  genommenen  stetigen  Integrals  die  Sprungwerthe  des  Integcal- 
ansdrackes  snbtrahirt«  Verfährt  man  so,  dann  erhält  man  allerdings  einen 
geschlossenen  Ausdruck  für  Y\  derselbe  enthält  aber  die  y  an  allen  Sprung- 
stellen und  diese  Ordinaten  sind  selbst  unbekannt.  Es  bleibt  nichts  übrig, 
als  ein  Reonrsions verfahren  anzuwenden. 

Zwischen  e^  und  X  gilt  die  Differentialgleichung 

und  darin  sind  von  ep  bis  X  alle  Grössen  stetig.     Betrachtet  man  also  als 

Anfangsbedingung:   für  X'=eß    y  =  yß^   y-=xyp^    so  findet  sich   nach  9) 

V  =  JT  aus 

X 

F=  y>  W*=:.^  -  y  {v\^ep+ß  fix)  dx, 

es 
wobei  V  die  Lösung  von 

mit  den  Bedingungen 

das  heisst  « 

V  =  -7—  sin  kß  (X  —  x), 
kß 

Es  wird  also  durch  Substitution  von  v 

X 

F^-r^sin  kß  {X  —  €ß)  +  yßCos  kß{X  —  eß)  H -^—  j  f{x) cos  kßX  dx 

' ''  X 

}8kßX  A,  ,   .    ,       ^ 
^      I  fix)  stn  kßX  dx. 


cos  i 


Hierin  folgt  wie  in  II  durch  theilweise  Integration 
X  X 

I  fix)coskßxdx=s\  —sinkßxf'ix)]    — -r-  1  fix)sinkßX  dx^ 


X 


I f{x)sin kßxdx^\  —  —  coskßxfix)  1    +  r-  / f^ix)coskßxdx^ 
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so  dass 

F  =  ? 


F  =  ^  sin  kß(Ä^e^)  +  yßCoskß{X'-eß) 


+  '^[rW-neß)coskf,{X^eß) 

X  X 

--HnkßX  j  f\x)sinkßxdX'-coskßX  j  f*(x)co$kfXdxY 
ep  tß 

Setzt  man  für  /(^,  f{ep)  die  Wertbe  ans  der  Zosammenstellang  am 
Anfange  dieses  Capitels ,  sowie  die  zweite  Hälfte  des  KlammeraQsdmcks 
nach  VI ,  femer  an  Stelle  von  JIC,  Y  die  allgemeinen  Coordinaten  o? ,  y,  so 
erhält  man 

y^%^9inkß{pt.  —  t^^rypcotkp[X''ep) 

X  _ 

'^^Psinkß^x^eß)^, 

nnd  durch  directe  Differeotiation  als  Tangente  des  Neigungswinkels  bei  x^  y 
y  =  y'ßcoskßix  —  ßß)  —  yßkßSinkß{x  —  ßß) 

Die  Oleichangen  17),  18)  gelten  für  jeden  Punkt  ar,  y,  wenn  für  eß  die 
Abscisse  des  letzten  Sprunges  beziehungsweise  0  gesetzt  wird,     ilf«,  M^ 

folgen  aus  1),  F^:,  V^  aus  2),  ferner  ist  kß^=l/  —  oder  »Z/^5-»  je  nach- 
dem die  jß  drückend  oder  ziehend  wirken.  Indessen  sind  yß^  y  ß  noch  un- 
bekannt. Zu  ihrer  Bestimmung  dienen  die  Gleichungen  17),  18)  selbst 
Da  nämlich  die  Gleichung,  welche  für  jeden  Punkt  zwischen  e^  nnd  e^j^\ 
gilt,  auch  noch  in  e^^\  richtig  bleibt,  so  setzen  wir  allgemein 

ü;  =  —  ^j—  Vk^  ^e^j^x  —  K  Mt^  cosk^  {e^^i  —  er)  —  F^,  tt«  Ar, (ö,+i—  e^) 

1»)  '     '  %+i 

+  ^  PHnk^jerj^i^eA, 
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und  haben  zur  Bestimmung  von  2/3  Unbekannten  folgende  2|3  Oleicbangen: 
*•  "-  IT  '"»Vi  —  yo  cojAto^i  =  ^0» 

\yt   —  |^*iViÄ,(e,^e,)  -y,co*Ar,  («,-<?,)  =[7,, 


Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

Man  kann  unserer  Oleicbung  der  elastigen  Linie  noch  eine  andere  Form 
geben.     Fügt  man  dem  Oleichnngssystem  21)  noch  zu 

yo=yo, 

y   —^sinkß{x^eß)'^yfCoskß{x^€ß)^üß 
•    kß 

multiplicirt  dann  jede  allgemein  mity,  beginnende  Gleichung  mit  einem  vor- 
läufig unbestimmten  Factor  il,,  jede  mit  y\  beginnende  mit  einem  ebenfalls 
noch  gleichgiltigen  Factor  /„  addirt  auf  beiden  Seiten  und  verlangt  nun 
die  noch  willkürlichen  A  ,  y  so ,  dass  anf  der  linken  Seite  die  Cocfficienten 
aller  y,  y  mit  Ausnahme  desjenigen  von  y  0  werden  und  der  Coefficient 
von  y  1  wird,  so  erhftit  man  für  y  folgende  Gleichung : 

22)  y  =  Kyo + yoy'o  +^  K^\V^  +^ y»+ 1  w^  > 

worin  1/,,  fF,  gegeben  durch  10} und  20),  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass 

in  üß  X  an  Stelle  von  eß^\  tritt,  während  die  A,  y  durch  folgendes  System 

recarrenter  Gleichungen  bestimmt  sind : 

il^  —  Ai  cos k^e^  +  y,  k^  sink^ e,  =  0 , 

sink^e^ 
n  -  *i  -IT-  -  Vi  cosk^e,  =  0 , 

28)             {    A,  — A,co«Ar,  (e»  — «i)+y,Ä,  mAr,(«,  — «,)  =0, 
y,-A, ^ --ytcosk.ie^-e,)      =0, 
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yp^^-Xß f'—--P P—L  -yßCOskß^x(eß-eß^x)  =0, 

23)     {  ^/^-^ 

^  Iß      —Iß^ACoskßiX'-ep)        =0, 

8inkß(x^eß) 
yß      ^Xß^,—Ä^-IL      =0, 

V.  ITeber  die  Werthe  tob  y^  nnd  tf^, 

Mittels  der  Differentialgleichang  einer  Garve  können  Ordinate  nad 
Tangentenrichtung  aller  Pankte  derselben  dann  bestimmt  werden»  wenn 
diese  Grössen  wenigstens  für  einen  Corvenpnnkt  bekannt  sind.  In  unserer 
Entwickelang  diente  als  Ausgangspunkt  der  Punkt  a'  =  0,  für  welchen 
y  =  yQ  und  yssay'^.  Um  aber  nicht  blos  die  Form,  sondern  auch  die  Lage 
der  Curve  kennen  zu  lernen,  müssen  die  Werthe  y^,  y\  wirklieh  gegeben 
sein.  Dies  ist  auch  stets  der  Fall,  d.  h.  einer  der  Werthe  ist  direct  bekannt, 
der  andere  bestimmbar. 

Wir  haben  für  unsere  Entwickelung  die  Abscissenaxe  durch  die 
Wirkungsgerade  der  gleich  und  entgegengesetzten  Horizontalkräfte  R  ge- 
legt und  nur  unter  dieser  Bedingung  gelten  die  abgeleiteten  Gleichungen. 
Es  muss  also  die  Entfernung  der  Wirkungsgeraden  von  wenigstens  einem 
der  Stützpunkte  gegeben  sein ,  woraus  dann  mit  der  bekannten  relativen 
Höhenlage  der  letztern  die  Werthe  der  y  b«i  allen  Stützen  folgen.  Nun 
sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden :  entweder  d«*r  Stab  liegt  überall  frei  auf, 
so  dass  sich  auch  die  Enden  frei  bewegen  können,  oder  die  Stabenden  sind 
unabänderlich  festgespannt. 

Wenn  der  Stab  frei  aufliegt,  so  müssen  die  Kräfte  R  in  der  Axe  oder 
an  Hebeln  von  gewisser  Länge  auf  die  Stabenden  wirken ;  damit  sind  aber 
schon  die  Entfernungen  der  Abscissenaxe  von  den  Endstützpunkten  und 
also  auch  die  y  bei  allen  übrigen  Stützen  gegeben  In  jeder  betrachteten 
Oeffnung  kennt  man  daher  y^  und  y^  nnd  nun  findet  sich  auch  y\.  Für  pris- 
matische Stäbe  z.  B.  ist  für  o?  =  /  ans  U) 

yi—^  sinkl  +  y^  coskl 

—  -^  ^kMi—kM^coskl'-A  sin  kl  +  SPsin  k{l  —  a)l , 

woraus  das  gesuchte  y\ 

y',=  A  y!--yo7ii.+        i         \hMi-kM,co,kl-Asrnkl 
24%  fmki  k^BsmklL 

+  £Psink{l^a)\. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  J.  Wbtbauoh.  647 


Hierin  sind  alle  Grössen  bekannt.  So  wäre,  wenn  speciell  der  Stab 
a!  nar  2  gleichhoben  Stützen  frei  aafrnhte  und  er  neben  den  Kräften  R 
allein  darch  eine  gleicbmässig  vertheilte  Last  von  q  per  Längeneinheit  er- 
griffen würde: 


y'.-(*y.+7is)««"»Y-2|re' 


■(*«"+ Ä)' 


snd  bei  Verschwinden  aller  Transversalkräfte 

kl 

Sind  jedoch  die  Stabenden  festgespannt  and  geschieht  die  Einwirlinng 
der  Horisontalkräfte  B  anf  den  Stab  dadurch,  dass  die  ganzen  Einspan 
Dimgswände  gegeneinander  oder  auseinander  rücken,  so  ist  nicht  ohne 
Weiteres  bekannt,  wo  die  Abscissenaxe  hinverlegt  werden  muss.  Dagegen 
kennen  wir  nun  y\  an  der  Einspannungsstelle  und,  aus  der  relativen  Höhen- 
la|;e,  die  Differenz  d  der  die  erste  Oeffnung  begrenzenden  Stützpunkte. 
Es  ist  also  in  der  ersten  Oeffnung  für  o:  =  /  nach  U) 

r 

yo  +  d  =  ^  sinkl  +  i/f^cos  kl 
-  -^  h  Mi-'k  M^  coskl^Asin  kl+  ZPsin  k(l-  a)\ , 


woraus 


y*      ,    f^i 


yo=^-r-(^oig 


2Ö) 


k  2        l  — cos  kl 


UcMi—kMo  coskl-^A  sin  kl+  ZPsin  k{l^  ö)J. 


l^SiX  —  coskl)] 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  die  Verhältnisse  in  der  ersten  Oeffnung, 
wo  y\  bekannt  ist,  und  man  erhält  daraus  in  y^  die  Entfernung  der  Abscissen- 
axe  von  dem  Endstützpunkt ;  damit  sind  aber  auch  die  Abscissen  bei  allen 
übrigen  Stützen  gegeben,  und  nun  findet  sich  y\  für  jede  betrachtete 
Oeffnung  aus  24).  Für  Stäbe  veränderlichen  Querschnittes  ist  das  Ver- 
fahren natürlich  ganz  dasselbe:  aus  den  bekannten  Abscissen  bei  den  Stützen 
findet  sich  y\  für  jede  betrachtete  Oeffnung  durch  die  Gleichung  für  y  mit 
x=:/.     Es  sind  also  ^q,  y\  für  alle  Fälle  bestimmt. 

VL    Ableitung  der  bestimmten  Integrale. 

Wir  haben  noch  die  Ableitung  einiger  Integral werthe  zu  zeigen,  welche 
in  den  vorausgegangenen  Entwickelungen  Anwendung  fanden. 

Zwischen  0  und  x  greifen  bei  a„  a,, . . .  a.  die  Kräfte  P, ,  Pf^...P^  an ; 
es  sollen  ausgeführt  werden 

a  X 

J  f\x)  sin kx  dx ,        /  f'ix)  coskx  dx , 
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^VN^WSii'i^^'^^\^^kM^>/X^^M^^V>^^^V\A^^/V«A^^i'^^ 


worin  bei  constantem  S 


f'{x)=-  ^(A-£py 


Es  ist  santtchst 


1  f'ix)  sin kx  dx  =i—  —   /  sinkx  ^^  +  "^  /  ^^ 


Hi 


I sinkxZPdx=  1  sinkx  2Pdx+  1  sinkx ^P dx+  ., . 
0  6  «i 


X 


.+  I  sinkxZPdx. 


Die    Summe  der  Kräfte  2P  ist  von  0  bis  a^  gleich  0,   von  a,  bis  a, 
gleich  P, ,  von  a^  bis  a,  gleich  Z',  -f*  ^t  ^*  ^*  ^m  ^^b^ 


1  sinkxZPdx^O—  -r-Picos  ka^-- cos  ka^) 


=  -  EPcoska £  P 

k  k 


Da  nan 

X 

—  coskx 


■ 


sinkx  dx       =- 


so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  2)  der  Werth  des  ganzen  In- 
tegrals 

X 

26)  /a'(«)  sinkx  «'^  =  r^  [  ^*^ö5Ara:  —  J  +  £Pcoska\. 
0 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  findet  sich 
•  m 

27)  I  f{x)  coskx  dx=^'—j-^[  F^sinkx+ HP  finkal. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  J.  Wetrauoh.  549 


Weiter  wird  verlangt  der  Werth  des  folgenden  Ausdracks 
sc  w 

sin  kßx  jf{x)  sinkßX  dx  +  coskßX  f  f  {x)  cos  kßX  dx, 

wo/"(a:)  wie  oben  ausgedrückt,  und  Bß,  kß  zwischen  Cß  und  x  constant. 
Nach  26)  und  27)  hat  man 

I  r  (^)  sin  kßX  dx  =  I       T,  coskßX  —  V^^coskß  Cß  +  EPeoskßü 

^  ZPcoskßü  L 

.T 

I  f\x)coskßXdx=s---^\^  VgSin  kßX  +  Vg^sin  kß  Cß  —  £  Psinkßa 

+  2Psinkßa\ 

Maltiplicirt  man  die  erste  Formel  mit  sinkßX^  die  zweite  mit  co^Ar^o; 
und  addirt,  so  folgt 


iinkßX  1  f^  (x)  sinkßX  dx  +  coskßX  j  f  (x)  coskßX  dx 

=:^j-^^V^^sinkß{x^eß)  ^^Fsinkß(x-a)^, 

ß 
worin  durch  den  Summenausdruck  die  Summe  aller  PWnAr^(a:—a)  zwischen 
e^  and  x  bezeichnet  ist. 
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XXm.   lieber  den  Azencomplez  der  Flächen  IL  Qrdnnng. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  lö  nnd  17.) 

Wenn  .  man  in  dem  Berührnngspunkt  einer  TaDgentenebene  einer 
Fläche  II.  Ordnung  (F^)  ein  Loth  auf  dieser  Ebene  errichtet,  so  erhält  man 
eine  Normale  der  /**;  die  Anzahl  dieser  Normalen  ist  zweifach  unendlich, 
weil  die  Fläche  nur  doppelt  unendlich  viele  Punkte  enthält.  Wir  köoneo 
sagen:  Die  Normalen  einer  Fläehe  II.  Ordnung  bilden  ein 
Li ni ens jstem,  das  zweifach  unendlich  viele  gerade  Lioieo 
enthält.  Beachtet  man,  dass  der  Berührungspunkt  der  Tangentenebeoe 
zugleich  Pol  derselben  ist,  so  ist  man  im  Stande,  dieses  Liniensystem  zu  ver- 
allgemeinern. Man  suche  nämlich  zu  jedem  Punkte  des  Raump«  als  Pol 
seine  Polarebene  in  Bezug  «uf  die  F*  und  fälle  auf  dieselbe  von  dem  Pol 
ein  Loth.  Zu  den  8o  erhaltenen  Linien  gehören  dann  auch  die  Normalen 
der  Fläche.  Nennen  wir  eine  Gerade  dieses  verallgemeinerten  Systems 
eine  Axe  der  F*  und  beachten,  dass  die  Anzahl  der  Punkte  im  Räume  drei- 
fach unendlich  ist,  so  folgt: 

Die  Axen  einer  Fläche  II.  Ordnung  bilden  einen  Linien- 
complex,  der  aus  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  be- 
steht. 

Die  Axen  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Polarentheorie  noch  auf  drei  ver- 
schiedene Weisen  definiren. 

1.  Der  Axencomplex  besteht  aus  allen  solchen  Geraden, 
die  auf  ihren  eigenen  Polaren  senkrecht  stehen  Wenn  näm- 
lich der  auf  der  Axe  liegende  Pol  auf  derselben  fortrückt,  so  dreht  sich  die 
ihm  entsprechende  Polarebene  um  die  Polare  der  Axe ,  folglich  lag  diese 
Polare  in  der  ursprünglichen  Ebene  und  steht  mithin  senkrecht  auf  der  Axe, 
wenngleich  sich  beide  Linien  im  Allgemeinen  nicht  schneiden  werden. 

2.  Der  Axencomplex  besteht  aus  allen  Axen  aller  mög- 
lichen, auf  der  Fläche  II.  Ordnung  liegenden  Kegelschnitte. 
Seien  a  und  b  zwei  solche  Kegelschnittsaxen,  und  zieht  man  alle  zu  b  pa- 
rUIelen  Sehnen  der  F*,  so  liegen  bekanntlich  die  Ualbirungspunkte  aller 
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dieser  Sehnen  in  einer  Dnrchmestferebene  der  F*,  Da  nun  alle  zn  6  parallelen 
Sehnen,  welche  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  liegen,  durch  a  halbirt 
werden,  so  liegt  auch  a  in  der  Dorchuiesserebene.  Diese  hat  aber  den  un- 
endlich fernen  Funkt  von  b  zum  Pol  und  daraus  folgt,  dass  die  Polare  von  a 
durch  diesen  unendlich  fernen  Punkt  gehen  niuss,  mithin  senkrecht  anf  a 
ätehty  weil  sie  parallel  za  b  ist.  Dadurch  ist  aber  diese  Definition  durch  die 
vorige  gerechtfertigt. 

3.  Endlich  sind  zum  Axencomplex  alle  drei  Hauptaxen 
der  Kegeln,  Ordnung  gehörig,  welche  der  Fläche  überhaupt 
umschrieben  werden  können.  Denn  es  liegt  die  Polare  einer  solchen 
Symmetrie-  oder  Hanptaxe  des  umschriebenen  Kegels  immer  in  der  Ebene 
der  beiden  anderen  Uau])taxen.  Es  steht  also  jede  derselben  auf  ihrer  eige- 
nen Polare  senkrecht,  und  damit  ist  auch  diese  Definition  als  richtig  be- 
wiesen. — 

II.^  In  nnsere  analytische  Untersuchung  ziehen  wir  zunächst  nnr 
die  Mittelpunktsflächen  und  betrachten  namentlich  die  Paraboloide  später. 
Die  Gleichung  einer  beliebigen  Mittelpunktsfläche  sei, in  rechtwinkligen 
Coordinaten 

(Die  Uauptaxen  der  F*  sind  also  zn  Coordinatenaxen  gewählt.) 
Dann  ist  die  Oleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  (ari^iZ,) 

9\  ^-^i  ,  yyi  .  ^^»  _n 

2)  :r+~jr+~c"""^- 

Eine  Axe  der  Fläche  sei  gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen : 

\     x  =  yz  +  a,, 
also  als  Schnitt  von  zwei  Ebenen,  deren  eine  zur  Z-Axe,  deren  andere  zur 
7- Axe  parallel  ist  Diese  Gerade  geht  zugleich  durch  den  Punkt  {x^i/t  T^)  für 

a  =0-,  — /5y, 

Soll  die  Gerade  ferner  senkrecht  stehen  auf  der  Polarebene  2),  so  sind 
die  Bedingungen  dafür  zu  ermitteln,  dass  die  Gleichungen 

x^ßy  +  a  und  ^^'  +^  =  ^ 


•  Die  synthetische  Untersuchung  dieses  Axencomplexes  ist  zuerst  von  Herrn 
Prof.  Dr.  Reye  in  den  Vorlesungen  über  Geometrie  der  Lage  im  18.  und  19.  Vor- 
trag geführt  worden.  .  r^  T 
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zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen  repräsentiren,  und  ebenso  die  Gleich- 
ungen 

,    XXt     .     zz»  _ 

xs=yz  +  ai  und  — - — h  ==/>. 


A  —  ß  A—C 


Dies  ergiebt  aber 

demnach 

folglich 

also  folgt: 

Legt  man  durch  irgend  eine  Axe  der 'Fläche  II.  Ord- 
nung zwei  Ebenen  parallel  zu  zwei  Bauptaxen,  so  schnei- 
den dieselben  auf  der  dritten  Hauptaxe  proportionale 
Strecken  ab. 

Gleichung  4)  ist  aber  zugleich  die  einzige,  welche  unsere  Axen  zu  er- 
füllen haben;  wir  können  sagen: 

Jede  Gerade,   deren  Gleichung  lautet: 
gx  nc^ßy  +  a 

x=syz+  xa, 
^ (^ 

worin   dann   x  = ist,   ist  eine   Axe  der  Fläche  II.  Ord- 

if  —  ^ 

nung,  deren  Gleichung  durch  Gleichung  l)  gegeben  ist. 
Denn  es  ist  nicht  nur 


e)                      a-"*-^    X        fi-^*'        v-^'^' 

*'                                  A       •^"     P        Ayr     ^        Az,  ' 

sondern  aacb  umgekelirt 

,.                         A                              B        a                       C 

a 
*  Y 

Also  die  Coordinaten  des  Poles  und  die  Constanten  aßy  müssen  ent- 
weder nur  die  Gleichungen  6)  oder  7)  befriedigen.  Werden  also  aßy  will- 
kürlich gewählt,  so  entspricht  den  Gleichungen  7)  zufolge  diesem  Wertb- 
system  ein  ganz  bestimmter  Pol  (oti^,  Z|). 

III.    Wenn   wir   die  Gleichung  für  x  etwa  nach  C  auflösen  und  dauo 
diesen  Wertli  in  1  substituireu,  so  erhalten  wir  die  Flächen  II.  Ordnung, 
welche  einen  ganz  bestimmten  Axencomplex  besitzen.     Es  folgt  aus 
j (j 

x=- aber  C=^  — x(^— 5) 

A-^  B 

undamit  der  Satz : 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilangen.  553 

Alle  Flächen  IL  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

repräsentirt  werden,  in  welcher  %  eine  gegebene  Con- 
tante,  A^  B  und  D  aber  ganz  willkürlich  sind,  besitzen 
denselben  Axencomplex. 

Dies  sind  doppelt  unendlich  viele  Flächen,  denn  es  genügt,  wenn  A 
and  B  alle  möglichen  Werthe  annehmen. 

Als  bemerkenswerthe  Flächen  siod  hierin  die  ähnlichen  und  confocalen 

Flächen  enthalten.    Lassen  wir  nämlich  D  variiren ,  so  erhalten  wir  lauter 

Flächen,  welche  ähnlich,  concentrisch  und  ähnlich  gelegen  sind;  und  mit 

Rucksicht  auf  Gleichung  7),  wornach  x^  y^  z,  von  J)  unabhängig  sind,  folgt : 

Alle  ähnlichen,  ähnlich  liegenden  und  concentrischen 

Flächen  IL  Ordnung  besitzen  denselben  Axencomplex  und 

in  Bezug   auf  dieselben  kommt  jeder  Axe  ein  und  derselbe 

Pol  (x,  y,  z,)  8U. 

Weil  aber  (^i  yi  Zi)  immer  in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  für  jede  Axe 
dasselbe  ist,  so  müssen  die  Polarebenen  parallel  sein,  d.  h.: 

Die  Polar  ebenen  eines  Punktes  (o:,  y,  zj  in  Bezug  auf 
alle  ähnlichen,  ähnlich  liegenden  concentrischen  Flächen 
IL  Ordnung  laufen  einander  parallel. 

IV.  Führt  man  in  die  Gleich nng  der  Polarebene  2)  die  Werthe  für 
Xt  yx  Zf  mit  Hilfe  der  Gleichungen  7)  ein ,  so  erhalten  wir  für  die  Polar- 
ebene die  neue  Gleichung 

ß       Y  a 

Diese  Polarebene  steht  senkrecht  auf  der  Axe  5)  und  schneidet  sie  in  einem 
Punkte,  welchen  wir  den  Fusupunkt  der  Axe  nennen  wollen.  Die  Lage 
dieses  Fnsspunktes  ändert  sich  durchaus' nicht,  wenn  wir  statt  A^  B^  C 
setzen  A  +  ö,  B+ö^  C+a;  denn  der  Axencomplex  bleibt  derselbe,  weil  wir 
nachgewiesen  haben,  dass  er  allein  von  der  Constanten  x  abhängt,  welche 
durch  diese  Substitution  gar  nicht  beeinflusst  wird ,  und  die  Gleichung  8) 
bleibt  auch  dieselbe.    Die  Gleichung  der  F*  wird  aber 

^  ..X  .8 

-I--Ü— +  _!_  =  />. 
A  +  ö^  B  +  o^C+ö         ' 

wenn  hierin  a  als  Parameter  angesehen  wird ,  der  alle  Werthe  von  —  oo  bis 
-|-UD  durchläuft,  so  stellt  diese  Gleichung  ein  System  confocaler  Flächen 
dar,  und  wir  schliensen  demnach: 

Ein  System  confocaler  Flächen  besitzt  denselben 
Axencomplex  und  weist  jeder  einzelnen  Axe  den  näm- 
lichen FuBspunkt  SU.  ^  j 
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Hieraus  folgen  sofort  einige  Fundamentalsätze  Über  die  confocalen 
Fl&cben. 

Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  iu  Bezug  auf  die  con- 
focalen Fläcben  liegen  iu  einer  Geraden,  welcbe  senk- 
recht auf  dieser  Ebene  steht. 

Da  man  ferner  den  Fusspunkt  selbst  als  Pol  der  Ebene,  in  welcher  er 
liegt,  ansehen  kann,  so  folgt: 

Jede  Ebene  des  Raumes  berührt  eine  Fläche  des  con- 
focalen Systems. 

V.  Die  nächste  Untersuchung,  welche  uns  auf  den  Grad  dieses  Axen- 
complexes  führt,  gilt  der  Beantwortung  der  Frage  nach  dem  Orte  aller  der- 
jenigen Axen,  welche  durch  einen  festen  Punkt  des  Raumes  (|  17 {[)  gehen. 

Die  Gonstanten  o,  /S,  /  aller  dieser  Axen  genügen  den  vier  Gleich- 
ungen 

a;  =  j3y  +  a,     x  =  yz  +  iin , 

aus  denen  die  Constanten  a,  j3,  y,  welcbe  eine  Axe  des  Complexes  indivi- 
dualisiren,  zu  eliminiren  sind.    Die  Elimination  ergiebt 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Fläche  II.  Ordnung,  welche  aber  eine  Kegelfläche 
sein  muss,  weil  sie  der  Ort  aller  durch  den  Funkt  {^tii)  gehenden  Strahlen 
des  Complexes  ist.  Dies»  Kegelf  Käche  geht  durch  den  Anfangspunkt,  denn 
sie  ist  befriedigt  für  2r=y=z=0,  sie  enthält  ferner  drei  den  Coordinaten 
axen  parallele  Gerade,  weil  die  Gleichung  derselben  befriedigt  ist,  wenn 
irgend  zwei  der  drei  folgenden  Gleichungen  bestehen: 

und  ausser  den  vier  schon  bekannten  Strahlen  kennen  wir  als  fünften  das 
Loth,  welches  von  der  Spitze  des  Kegels  auf  dessen  Polarebene  gefällt  ist, 
wodurch  die  Kegelfläche  bestimmt  ist.    Fo|tr|ich: 

Alle  Axen  der  Fläche  II.  Ordnung,  welche  durch  einen 
Punkt  (|ijt)  gehen,  lieg«*n  auf  einer  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung;  dieselbe  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  F^  und 
enthält  drei  Strahlen,  welche  parallel  den  Hauptaxen  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  laufen. 
Also  folgt  weiter: 

Der  Axencomplex  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 
einStrahl  encomplexzweitenGrades. 

Gleichung  9)  ist  erfüllt,  wenn  für  Jiyf  die  Coordinaten  des  Mittelpunk- 
tes eingesetzt  werden,  d.  h.: 

Alle  Durchmesser  der  gegebenen  /^^^gehören  zum  Axen- 
complex. 
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Und  gleichzeitig  geht  der  leicht  zu  ersehende  Satz  hervor: 

Alle    Strahlen,    welche    durch    den    unendlich    fernen 

Pankt    einer    der    drei    Coordinatenaxen    geben,    gehören 

zum  Oomplex; 
denn  diese  drei  unendlich  fernen  Punkte  liegen  bei  jedem  Punkte  (£17^) 
des  Raumes  auf  je  einem  Strahl  des  betreffenden  Kegel«,  folglich  sind  alle 
durch  diese  drei  unendlich  fernen  Punkte  der  Coordinatenaxen  gehenden 
Geraden  zum  Complex  gehörig. 

VI.  Auf  jedem  Strahl  des  Kegels  9)  liegt  nun  ein  Punkt  (üJi^iZj),  und 
es  handelt  sich  zunächst  darum,  den  Ort  aller  dieser  Punkte  zu  bestimmen. 
Es  liegen  aber  1.  diese  Punkte  auf  jener  Kegelfläche  0),  2.  auf  einem  Ort, 
den  man  erhält,  wenn  in  die  Gleichungen 

S  =  /?t?  +  flf, 

für  a,  ft  y  die  bekannten  Werthe  in  x^y^z^  eingeführt  werden.    Dies  liefert 


oder  * 

lOa)  Ay^  (^i-i)  =  f^^i  (yi-'n)y 

10b)  Az,(x,^^)^Cx,{z^^t), 

Dies  sind  Gleichungen  zweier  Cylinderflächen ,  von  denen  die  erste 
senkrecht  zur  Ebene  z=0,  die  zweite  senkrecht  zur  Ebene  ^=0  ist.  10  a) 
enthält  die  Gerade  a:=|,  ^=1?,  und  da  nun  der  geometrische  Ort  auf  der 
Kegelfläche  9)  und  jeder  dieser  beiden  Cylinderflächen  liegt,  so  folgt,  dass 
die  erwähnte  Gerade  nicht  zum  geometrischen  Ort  gehören  kaun,  weil  sie 
nicht  anf  der  Cylinderfläehe  10  b)  li<^gt.  Ein  Gleiches  gilt  von  der  Geraden 
x=l,  2  =  5;,  welche  auf  der  Fläche  10b),  aber  nicht  auf  10a)  liegt.  Da  nun 
ein  Kegel  und  eine  Cylinderfläche  sich  allgemein  in  einer  Raumcurve  vier- 
ter Ordnung  schneiden,  die  hier  jedoch  in  eine  Gerade  und  in  eine  Raum- 
curve dritter  Ordnung  zerfällt  (von  denen  jedoch  die  Gerade  nicht  zum 
geometrischen  Ort  gehört),  so  folgt,  dass  der  gesuchte  geometrische  Ort  der 
Punkte  {piyx^^  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist. 

Die  Gleichung  derselben  kann  aus  10)  in  die  mehr  symmetrische  Form 

gebracht  werden.  ^»  ^i  ^i 

Die  Raumcurve  geht  durch  den  Anfangspunkt,  weil  es  beide  Cylinder- 
flächen thun;  sie  geht  ferner  durch  den  Funkt  (Si?£)i  weil  dieser  Punkt 
auch  zu  den  Punkten  x^y^z^  gehört,  und  aus  (iemselben  Grunde  durch  die 
drei  unendlich  fernen  Punkte  der  Coordinatenaxen,  denn  es  gingen  drei  zu 
den  Axen  parallele  Strahlen  durch  den  Punkt  (|i}i;). 
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Demnach  folgt: 

Die  Pole  aller  durch  einen  Punkt  {^i^t)  gehenden  Axen 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Banmcurve 
dritter  Ordnung,  welche  darch  den  Punkt  {^yz)  g%ht  und 
drei  den  Hanptaxen  parallele  Gerade  der  Fläche  zu  Asym- 
ptoten  hat. 

Da  nun  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  die  gegebene  Fläche  in  2.3 
Punkten  schneidet,  so  folgt: 

Von  einem  Punkte  (|  17  ^)   können  höchstens  sechs  Nor- 
malen   an    eine   Fläche    zweiter  Ordnung  gezogen  werden; 
die  Fusspunkte  derselben  liegen  auf  jener  Raumcurve  drit 
ter  Ordnung. 

Der  Axencomplex  blieb  derselbe  für  das  System  ähnlicher,  ähnlich 
gelegener  und  coocentrischer  Flächen  zweiter  Ordnung;  da  nun  jeder  Fuss- 
piinkt  als  Pol  einer  Ebene  (die  dann  irgend  eine  Tangentialebene  ist)  auf- 
gefasst  werden  konnte,  so  folgt: 

Die  Fusspunkte  aller  Iformalen,  welche  von  einem 
Punkte  an  ein  System  ähnlicher,  ähnlich  gelegener  und 
concentrischer  Flächen  zweiter  Ordnung  gezogen  werden 
können,  liegen   auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

VII.  Wir  betrachten  einige  Specialfälle,  welche  bei  einigen  gewissen 
Lagen  des  Punktes  {^tij^  eintreten. 

Es  liege  1.  {^fit)  in  einer  Symmetrieebene  der  gegebenen  F^\  es  sei 
etwa  i=0.    Dann  gehen  9)  und  10a)  über  in 

tO  »(i?a:-S^)  =  -g(y-i7)» 

Gleichung  0')  repräsentirt  eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Ebene  z=G 
ist,  und  die  beiden  anderen  Gleichungen  eine  Gerade,  welche  zu  derselben 
Ebene  senkrecht  ist;  d.  h.: 

Die  Pple  aller  Axen  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  (Mne  Symmetrieebenein  einem  gegebenen  Punkte 
schneiden,  liegen  auf  einer  Geraden,  die  auf  der  Sym- 
metrieebene senkrecht  steht. 

Bemerkung.  Hierin  ist  zugleich  der  Satz  enthalten,  dass  alle  Ge- 
raden, die  in  einer  Symmetrieebene  liegen,  zum  Complex  gehören. 

Es  liege  2.  (Iij^)  unendlich  fern,  alsdann  sind  £17 {;  unendlich  gross  za 

setzen;  doch  sollen  die  Verhältnisse  —  ==/3  und  -t  =  y  dieselben   bleiben. 

Hierdurch  erhalten  wir  aus  0)  und  10)  die  Gleichungen 

»(«-/Jy)  =  («?-»/«). 
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Die  erste  Gleichung  stellt  eine  darcb  den  Anfangspnnkt  der  Coordina- 
ten  gehende  Ebene  dar,  die  beiden  anderen  Gleichungen  repräsentiren  aber 
einen  Durchmesser;  folglich: 

Alle  Axen  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  eine 
gegebene  Richtung  haben,  liegen  in  einer  Durchmesser- 
ebene und  ihre  Pole  auf  einem  Durchmesser. 

VIII.  Die  bis  jetzt  gefundenen  Resultate  genügen  zur  Construction 
säipmtlicher  Axen  nebst  ihren  Polen ,  wenn  eine  Axe  und  ihr  Pol  gegeben 
ist.   (Fig.  16.) 

Sei  SH  die  gegebene  Axe  und  P  der  zugehörige  Pol;  wenn  ihre 
Gleichung  x^ßy^a^  x^s^yz^^^na  ist,  so  stellt  die  erste  dieser  Gleich- 
ungen die  Gerade  LHy  die  zweite  die  Gerade  SQ  dar.  Mithin  ist  OL=aa 
and  O0  =  xa.  Zieht  man  nun  von  ZT  alle  Strahlen,  welche  LS  schneiden, 
so  bleibt  »  ungeändert,  d.  h.  alle  diese  Strahlen  sind  Axen  und  liegen  in 
einer  Ebene,  welche  zur  x^- Ebene  senkrecht  ist,  weil  B  ein  Punkt  dersel- 
ben ist.  Die  zugehörigen  Pole  aber  liegen  nach  dem  ersten  Satze  von  VII 
auf  dem  Lothe  von  P  auf  die  xy- Ebene.  Um  nun  sämmtliche  Axen  zu 
finden,  legt  man  successive  alle  möglichen  Ebenen  durch  den  Mittelpunkt 
der  F^.  Jede  dieser  Ebenea  schneidet  die  Linien  SL  und  EQ  in  zwei 
Funkten,  deren  Verbindungslinie  aber  eine  Axe  ist;  denn  x  bleibt  für  jeden 
Strahl  ungeändert,  welcher  überhaupt  jene  beiden  Linien  schneidet.  Zieht 
man  dann  zu  einer  auf  diese  Weise  gefundenen  Axe  alle  parallelen  Linien 
in  der  betreffenden  Durchmesserebene ,  so  ergeben  sich  zufolge  des  letzten 
Satzes  in  VII  alle  in  derselben  liegenden  Axen.  Den  Pol  derselben  bestimmt 
man  in  folgender  Weise.  Sei  MN  eine  durch  die  Durchmesserebene  OMN 
gefundene  Axe,  so  ist  LN  die  Projectfon  derselben  in  der  x^- Ebene.  Da 
man  nun  den  Pol  i\  von  EL  bereits  kennt,  so  ergiebt  sich  auch  sofort  P^ 
als  Pol  von  iV£,  indem  man  von  i\  in  der  a;y- Ebene  eine  Parallele  zur 
F'Axe  zieht.  Von  P^  geht  man  in  der  Ebene  LMN  senkrecht  in  die  Höhe 
und  findet  den  Pol  P^  der  Axe  MN  als  Schnitt  derselben  mit  dem  Lothe, 
d.  h.  der  gesuchte  Pol  liegt  in  einer  Ebene,  die  durch  P  senkrecht  zu  OX 
gelegt  wird.  Verbindet  man  dann  0  mit  P3,  so  schneidet  dieser  Durchmesser 
allo  zu  MN  parallelen  Axen  zufolge  des  letzten  Satzes  in  VII  in  den  zu- 
gehörigen Polen. 

IX.    Die  Fusspiinkte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  wurden  definirt  als 
Schnittpunkte  einer  Axe  mit  ihrer  zugehörigen  Ebene.   Die  Gerade 

5)  1     -  =  ^^  +  «. 

'  I     x  =  yz  +iia 

schneidet  also  die  Ebene 

8)  ..  +  |  +  _  =  __Z, 
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Der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Fusspunkte ,  welche  den  durch 
den  Punkt  (^iffi)  gehenden  Azen  zakommen,  wird  daher  dnrch  Elimination 
von  tty  ß,  y  aus  den  fünf  Gleichungen  gefunden: 

xt=ßy  +  a^     ar  =  yt+xfl, 

ß       Y  ö 

Die  Elimination  aus  den  ersten  vier  Gleichungen  ergiebt  aber  dieKeeel- 
fläche 

Aus  denselben  Gleichungen  folgt  ferner 

und 

1/a?  — |y  =  a(i?— y). 
Dies  in  die  letzte  der  fünf  Gleichungen  gesetzt,  liefert: 

11)     {x-l)x  +  {y-f,)y  +  (z-i:)z=  ^''"^^g"^^  {AD -BD). 

Diese  Gleichung  ist  in  xyz  vom  dritteu  Gi-ade,  sie  stellt  daher  eine  Fläche 
dritter  Ordnung  dar.  Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  die  Schnitt- 
curve  dieser  Fläche  mit  der  Kegelfläche.  Nun  haben  die  beiden  Flächen 
aber  die  Gerade  a;&=|,  y  =  fl  gemein;  wäre  die  Elimination  aus  jenen  fünf 
Gleichungen  in  anderer  Ordnung  ausgeführt,  so  würde  sich  herausstellen, 
dass  sie  eine  Gerade  z  =  ^,  a?=:|  gemein  hätten;  daraus  folgt,  dass  die  ge- 
raeinsame Gerade  nicht  zum  geometrischen  Orte  gehört.  Di**  Hurch  0)  und 
11)  bestimmte  Fusspunktcurve  ist  also  nur  von  der  fünften  Ordnung. 
Folglich: 

Die  Fusspunkte  aller  Axen,  welche  durch  einen  Punkt 
^i^S  gehen,  liegen  auf  einer  Raumcnrve  fünfter  Ordnung, 
die  dreimal  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht. 

Da  nämlich  für  aj  =  |,  y  =  ij,  t=5  aUe  Theile  von  11)  doppelt  Null  sind, 
so  hat  die  Fläche  dritter  Ordnung  hier  einen  Doppelpunkt;  der  Kegel  hat 
aber  in  (|ijt)  auch  einen  Doppelpunkt,  mithin  hat  die  Schnittcurve  jener 
Flächen  hier  einen  vierfachen  Punkt  und ,  da  jene  durch  ihn  gehende  Ge- 
rade nicht  zum  geometrischen  Ort  gehört,  die  Fusspunktcurve  einen  drei- 
fachen Punkt. 

X.  Liegt  ^fii  wieder  in  einer  Symmetrieebene,  so  dass  etwa  «^=»0  ist, 
so  geht  ll)  über  in 

IIa)  (a:«ö  +  y»  +  (z  - 1)  2  =  ?^(^2> -/?/>). 

Indem  man  auf  beiden  Seiten  —  +  ~  hinzuaddirt  und  gehörig  ordnet,  findet 
man»  dass  dies  die  Gleichung  einer  Kugel  ist,  deren  MittelDUilktscoordinaten 
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ist;  mithin  folgt,  weil  alle  durch  {^Oi)  gehenden  Axen  in  einer  zur  JT-Axe 

parallel  gehenden  Ebene  liegen: 

Wenn  der  Punkt  (li^^)  in  einer  Symmetrieebene  liegt, 
so  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  durch  jenen  Punkt 
gehenden  Axen  ein  Kreis,  welcher  zu  dieser  Symmetrie- 
ebene symmetrisch  liegt  und  durch  (|i7£)  geht. 

XI.  Mit  Hilfe  dieses  Kreises  kann  man  alle  Fusspunkte  construiren, 
wenn  nur  eine  Axe  mit  ihrem  Fusspunkte  gegeben  ist.    (Fig.  17.) 

Die  mit  ihrem  Fusspunkte  F  gegebene  Axe  schneide  die  xz- Ebene 
in  Fj  die  xy-  Kbene  in  B,  Alle  durch  H  gehenden  Axen  liegen  dann  in 
einer  zur  a;y- Ebene  senkrechten  Ebene,  weichein  FiV  die  Vertikalebene 
schneidet;  es  liegen  also  die  durch  B  gehenden  Axen  in  der  Ebene  FBN^ 
und  die  Fusspunkte  derselben  auf  einem  Kreise,  der  symmetrisch  zur  {xy)- 
Ebene  ist.  Dieser  Kreis  geht  mithin  durch  B  und  F  und  sein  Mittelpunkt 
muss  anf  BN  liegen;  um  ihn  zu  finden,  errichtet  man  im  Mittelpunkt  von 
BF  ein  Loth,  welches  ßfB  in  C  trifft.  Jede  durch  ff  gehende  Axe  trifft 
alsdann  den  Kreis  in  ihrem  Fusspunkt. 

Ebenso  können  die  Fusspunkte  alier  Axen  bestimmt  werden ,  welche 
die  Ebene  {xz)  in  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Geraden  VN  schneiden. 
Zieht  man  nämlich  SB^  so  kennt  man  durch  den  vorigen  Kreis  den  Fuss- 
punkt G.  Alle  anderen  durch  S  gehenden  Axen  liegen  in  einer  Ebene, 
die  durch  BE  geht,- und  die  Fubspunkte  derselben  auf  einem  Kreise,  der 
durch  S  und  G  geht  und  dessen  Mittelpunkt  gefiiDden  wird ,  indem  man  im 
Halhirungspunkt  von  SG  ein  Loth  errichtet,  welches  ^Anschneidet. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Fusspunkte  aller  Axen  gefunden  werden 
können,  welche  die  Geraden  FN  und  BK  schneiden. 

Um  die  Aufgabe  allgemein  zu  lösen,  berücksichtige  man  noch  die  dritte 
Symmetrieebene.  In  ihr  werde  ein  Punkt  P  angenommen,  zu  dem  sofort 
eine  Axe  und  ein  Fusspunkt  construirt  werden  kann.  Verbindet  man  P  mit 
VN  und  BK  durch  je  eine  Ebene ,  so  schneidet  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  die  genannten  Geraden;  sie  ist  also  eine  Axe  und  ihr  Fusspunkt 
construirbar.  Alle  anderen  durch  P  gehenden  Axen  liegen  nach  VII  in 
einer  zur  yz  senkrechten  Ebene.  Die  Fusspunkte  liegen  wieder  in  einem 
Kreise,  der  durch  P,  den  schon  gefundenen  Fusspunkt  geht  und  dessen  Mit- 
telpunkt in  der  zur  (yz)  senkrechten  Ebene  liegt.  Weil  nun  jede  Axe  die 
yz-Ebene  schneiden  muss,  so  ist  die  Construction  der  Fusspunkte  fUr  alle 
Axen  ausführbar.  ^  t 
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Xn.  Die  beiden  Geraden  FiV  and  KHy  welche  bisher  eine  wichtige 
Rolle  gespielt  haben ,  sollen  Leitlinien  des  Complexes  genannt  werden.  Es 
lässt  sich  zeigen,  dass  die  Fnsspunkte  aller  sie  schneidenden  Axen  anf  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  liegen ,  welche  zwei  Schaaren  von  Kreisen  enthielt. 
Dies  erhellt  sofort,  wenn  man  ans  den  drei  Gleichungen 

5)  a^  =  /S^y  +  fli      a:  =  y2+-xa, 

/}  und  /  eliminirt.  Dann  erhält  man  den  Ort  aller  derjenigen  Fusspnnkte, 
welche  Axen  mit  bestimmtem  a  zukommen.  Diese  Elimination  ergiebt 
nämlich    *  %  -A  A^n 

a* — a      X  —  na  a 

Der  Abstand  der  beiden  Leitlinien  ist 

d  =  (x— l)a. 

Setzen  wir  /      .  ,      . 

a:  — fl  =  «,  also  a?  — xö  =  a:  — a, 

und  führen  dies  in  die  Gleichung  der  Fläche  ein,  welche  auch  in  folgender 
Weise  geschrieben  werden  kann : 

X  (ap— ö)  (a:— Äfl)  +  y*(a?— xä)  +  2:*(ap— a)  = .  (a?— ö).  (ap— xa), 

so  erhalten  wir 

(a?'+  a)  X  (a;  -  d)  +  f  (ar'-  d)  +  z«.  o?  =  ^^^— ?  D  x  (a:'-  rf). 

E«  ^öli?*  für  a:'=0:  -y».rf  =  0,  also  y  =  0; 

„  x'=d:  2*.rf=:0,  „  2  =  0. 
Im  ersten  Falle  liegt  also  die  ganze  Z-Axe,  im  zweiten  die  ganze 
y*Axe  auf  der  Fläche.  Nehmen  wir  aber  eine  Coordinatentransformation 
des  vorigen  Systems  vor,  indem  wir  auf  der  XAxe  den  Anfangspunkt  von 
^=0  nach  x=^a  verlegen  und  x'=x-^a  setzen,  so  liegt  für  x=0  die  neue 
Z-Axe  und  ftir  x'=d  die  neue  i^-Axe  ganz  auf  der  Fläche.  Diese  beiden 
neuen  Axen  sind  dann  aber  nichts  Anderes,  als  die  Leitstrahlen  des  Com- 
plexes,  d.  h. : 

Die  Leitlinien  des  Complexes  liegen  auf  einer  Fläche 
dritter  Ordnung,  auf  der  zwei  Schaaren  von  Kreisen  liegen. 

Xin.  Die  Axen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^tfi  gehen, 
liegen  auf  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung.  Es  soll  im  Folgenden  gezeigt 
werden,  dass  alle  Axen,  die  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  eine  Cnrve 
zweiter  Glasse  umhüllen. 

Zur  Gleichung 

6)  x=ßy  +  a^     a?  =  y2  +  xa^ 
kommt  dann  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

12)  maf  +  ny  +  pz  +  q  =  0.     , 
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Nun  liegt  aber  die  Axe  5)  in  dieser  Ebene,  wenn  für  jedes  xyfz  der 
beiden  ersten  Gleichungen  die  letzte  erfüllt  ist.    Es  ist 


p  y 


y  = 

also  mass 

13)  WU+W--      4-p h7=0 

?  y 

sein;  and  diese  Gleichung  mass  für  jeden  Werth  von  x  erfüllt  sein,  d.  h. 
der  Coefficient  von  x  mnss  für  sich  verschwinden,  also  auch  der  übrig 
bleibende  Theil;  dies  giebt 

14)  m+-+^  =  0,        —+p (/  =  0. 

p      y  p         y 

Diese  Gleichnngf^n  müssen  mit  den  Gleichungen  5)  zusammen  bestehen. 
Für  die  Frojection  der  Axe  in  der  Ebene  2c=0  bestehen  aber  die  beiden 
Gleichungen  14)  und  x=sßy'\' a\  wird  y  eliminirt,  so  folgt 

r/ixrt +  -5-  (x— l)ri  +  (/  =  0, 
P 
also 

l_^  q  +  mxa 

^  ß"       «(x-.l)fl' 

Seien  nun  x'  und  y  die  Abschnitte,  welche  irgend  eine  beliebige  dieser 
Projectionen  auf  der  X-  resp.  der  F-Axe  hervorruft,  so  folgt  aus  x=sßy  +  a 

,  a       ^  +  inxa__y  +  mxiF' 

ar-a,     y  =  --^=  „^^_,)—  „Yx-l)  " 

Zwischen  den  Abschnitten,  welche  diese  Projection  auf  den  beiden 
Axen  hervorruft,  besteht  also  diese  lineare  Gleichung. 

Aendert  man  etwa  x'  um  /,  so  entspricht  dem  eine  proportionale  Ver- 
nix/ 

grösserung  — r  von  y',  d.  h.  diese  Projectionen  theilen  die  Axen  pro- 

n(x— i; 

portional.  Solche  Gerade  •  aber  umhüllen  eine  Parabel.  Mit  Hilfe  eines 
parabolischen  Cylinders  kelirt  man  dann  zu  der  gegebenen  Ebene  zurück. 
Eb  folgt  also : 

Alle    Axen,    welche    in    einer    Ebene    liegen,    umhüllen 
eine  Parabel. 

Da  jeder  Ebene  des  Raumes  eine  Parabel  entspricht,  so  ist  die  unend- 
lich ferne  Gerade  jeder  Ebene  eine  Axe,  d.  h.: 

Jede  unendlich  ferne  Gerade  gehört  zum  Axencomplex. 

XIV.  Die  Paraboloide  waren  bis  jetzt  von  der  Untersuchung  aus- 
geschlossen. Es  wird  sich  herausstellen,  dass  die  meisten  der  früheren 
Sätze  auch  hier  gelten  müssen,  und  demnach  sollen  nur  die  hier  auftreten- 
den Unterschiede  besonders  entwickelt  werden.  Die  Gleichung  eines  Para* 
boloids  hat  im  Allgemeinen  die  Form  ^  t 
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1)  2x+|+^.=/). 

wenn   die  X  -  Axe   mit   der  Haitptaxe   des  Paraboloids   and  die    TX-  and 
ZA'- Ebenen  mit  den  beiden  Symmetrieebenen  zunammenf allen. 
Die  Gleichung  der  Folarebene  des  Punktes  (j^itfiZi)  laatet 

Auf  dieser  Ebene  floU  die  Axe  senkrecht  steh«» ,  deren  Gleichung  wieder 

3)  a:^ßy  +  a,     x^yz  +  a^ 
sei.    Dazu  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  sein 

und  damit  diese  Axe  den  Punkt  x^y^z^  enthalte,  muss  sein 

a  =  Xi  — /Jyj,     ai  =  a:i  — yzi; 
zugleich  folgt 

4)  a  — a,  =  C— -ff  =  K. 

Demnach   haben   alle   Axen  eines   Paraboloids   die   Be- 
dingung zu  erfüllen,  das9  die  betreffenden  Abschnitte  auf 
der  AT-Axe  eine  eonstante  Differenz  baben. 
Die  Gleichung  einer  Axe  lautet  also 

5)  ar=a:/3y  +  a,     «  =  y2  +  a  +  ». 

Da  die  Coordinäten  des  Poles 

B  C 

x,^a  +  B,     »1  =  ^,     «i  =  - 

sindy,  so  lautet  die  Gleichung  der  Polaren  auch 

p     r 

XV.  Der  Ax«%neomplex  ist  auch  hier  vom  zweiten  Grade;  denn  alle 
Axen,  welche  durch  einen  Punkt  ^tj^  gehen,  liegen  auf  einer  KegelfliSiette, 
deren  Gleichung  diesmal  ist 

7)        (a:i?-y|)(«-J;)~(«t~2S)(y-i?)  +  (t-^)(i?-^)=-oi 

Dieselbe  wird  erhalten,  wenn  man  aus  5)  und  den  beiden  Gleichungen 

^^ßn  +  ^y     |  =  yj;+x  +  a 
die  Grössen  <x,  |3,  y  eliminirt. 

Dieser  Kegel  geht  nicht  durch  den  Anfangspunkt,  doch  enthält  et  drei 
Strahlen,  welche  den  Coordinatenaxen  parallel  sind,  da  für  das  gleiobaei- 
tige  Bestehen  zweier  von  den  folgenden  drei  Gleichungen 

{  =  «:,     iy  =  y,     Je=« 
die  Gleichung  7)  befriedigt  ist. 
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Kleinere  MittbeitnngeD.  5WS 

XYI.  Da  C-^Bssafi  ist,  so  können  wir  sa  dmn  gegebenen  Paraboloid 
Doch  imencilich  viele  andere  eon^tmiren,  welche  ebenfalls  denselben  Axen- 
complex  haben.    Gleichang  l)  geht  dadnrch  über  in 

wo  B  and  D  beliebig  sein  können^ 

Sollen  sämmtliche  Aien,  die  diesen  Flächen  gemeinsam  sind,  auch 
denselben  Pol  für  jede  derselben  haben,  so  mnss  ansser  x  noch  B  nnd  C 
constant  bleiben,  damit  sich  die  Coordinaten  des  Poles  nicht  ändern;  es 
darf  also  nur  />  variabel  sein.  Dies  liefert  eine  Schaar  ähnlicher  and  ähn- 
lich liegender  Fläehen.    Also  folgt: 

Alle  ähnlichen  and  ähnlich  liegenden  Paraboloide  be- 
sitzen denselben  Axencomplez  and   weisen  jeder  Axe  den' 
nämlichen  Pol  l^iViZ^)  za. 

Wenn  man  den  Axencomplex  parallel  zur  Hanptaxe  des  Paraboloids 
verschiebt,  so  kann  sich  der  Complex  nicht  ändern,  weil  die  Grösse  »  dabei 
dieselbe  bleibt,  denn  sie  ist  nach  Gleichung  4)  die  Differenz  der  Abschnitte, 
welche  eine  Axe  auf  der  Hauptaxe  des  Paraboloids  hervorraft. 

Der  Axencomplez  für   alle   ähnlichen  and  ähnlich  lie 
genden    Paraboloide    ändert  sich  darch   Parallelverschie- 
bang  in  der  Richtnng  der  Hauptaxe  derselben  nicht. 
Die  Gleichang  eines  za  i)  ähnlichen  Paraboloids  lante  etwa: 


oder 


■'■*+'«+?;-''+*■ 


(-f)+^+i 


Für  X =  «  folgt 

Wir  kommen  also  auf  ein  Paraboloid  ,  dessen  Gleichungsform  dieselbe 

ist,    wie  die  des  urHprünglicheu ,   nur  dass   es   auf  ein  Coordinatensystem 

£/ 
bezogen  ist,   dessen  Anfangspunkt  um  —  auf  der  ursprünglichen  JT-Axe 

verschoben  ist,  d.  h. : 

Alle  ähnlichen  Paraboloide  können  durch  geeignete 
Verschiebung  zur  Deckung  gebracht  werden,  d.  h.  sie  sind 
congruent. 

XVII.   In  einer  der  früheren  ganz  analogen  Weise  ergeben  sich  auch 
hier  folgende  Sätze ,  welche  wir  für  Mittelpunktsfiächen  bewiesen  haben : 

AlleAxen,  welche  durch  einen  Punkt  einer  Symmetrie- 
ebene gehen,  liegen  in  einer  za  derselben  senkrechten 
£  b  e  n  e«  /^^  t 
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564  Kleinore  Mitthoilnn|!;^n. 

Der  Ort  aller  Pole,  welche  auf  den  darch  einen  Pankt 

iivi)    gebenden   Axen    liegen,    ist   eine   Raumcnrve    dritter 

Ordnung. 

Dieselbe  ist  als  Schnitt  des  Kegels  7)  mit  einer  Cjlinderfläcbe  aufzufassen 

und  gebt  durch  die  drei  unendlich  fernen  Punkte  der  drei  Coordinatenaxen. 

Die  Gleichung  der  zu  1)  confocalen  Paraboloide  ist 

Durch  diese  Substitution  wird  weder  x  gelindert,   noch  auch  Gleich- 
ung 0),  d-  h.: 

Das  System  confocaler  Paraboloide  besitzt  denselben 
Axencomplex,  und  jeder  Axe  kommt  für  alle  diese  Fl ftchen 
der  nftmliche  Fusspunkt  zu. 

Strassburg.  Eicil  Schilkb,  8tad.  inath. 
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Recensionen. 

Le  Calendrier  de  Cordoue  de  Vanne  961  texte  arahe  et  ancienne 
traduction  laiine,  publie  par  H,  Doxy.  Leyde,  E.  J,  Brill,  1873. 
(VUI,  117  8.)   8^. 

Die  BedeatuDg  dieses  Schriftchens  geht  weit  über  den  Kreis  der 
mathematischen  Wissenschaften .  hinaus;  die  Besprechung  desselben  darf 
aber  hier  einen  grösseren  Raum  beanspruchen,  da  die  Ausgabe  indirect  der 
„Zeitschrift  für  Mathematik^*  ihr  Dasein  verdankt,  wie  sich  zeigen  wird. 
Hören  wir  zuerst  den  Herausgeber. 

Das  Vorw.  erzählt  uns,  dass  der  arabische  Text  des  von  Libri  (Bist, 
des  Sciences  math,,.  I.  Anhang)  herausg.  ^^Liber  anoe^^  sich  mit  hebräischen 
Lettern  in  der  Pariser  Bibliothek  finde;  die  Existenz  desselben  sei  erst 
durch  den  im  Jahre  1866  erschienenen  Catalog  (unter  Nr.  1082)  bekannt 
geworden ,  da  der  alte  den  Autornamen  entstellt  habe,  „/e  Vavais  dechiffre 
(?  sind  hebräische  Buchstaben  Chiffern,  oder  Räthsel?)  et  copie  pour  mon 
propre  usagey  et  cedant  aux  insiances  de  mes.amis^  je  le  publie  par cequHl  fait 
comprendre  la  traduction  laüne,  qui  ä  force  (feire  litteraley  est  fori  souvent 
inintelligible.'^  Wann  und  wie  so  Hr.  D.  auf  die  hebr.  HS.  gerathen  sei,  ist 
nicht  gesagt.  Mit  Verweisung  auf  einen  Artikel  in  der  Zeitschr.  der  deut- 
schen morgenl.  Gesellscfa.  Bd.  XX  S.  595— 609  giebt  er  eine  kurze  Gegen- 
überstellung der  Gründe  für  die  Autorschaft,  um  welche  zwei  Zeitgenossen 
coDcurriren:  Rabi  Ihn  Zeid  der  Bischof  und  Arib  Ihn  Sa'd  der 
Secretär,  beide  aus  Cordova,  Günstlinge  Hakem'sII.,  genannt  Almon- 
stansir,  für  den  einer  (oder  beide?)  eine  derartige  Schrift  verfasste. 
Sicher  sei  eine  Confusion  derselben,  wahrscheinlich  habe  ein  dritter  Epi- 
tomator  die  Schriften  verschmolzen;  oder  es  gab  zwei  Compendien,  oder 
zwei  Redactionen  eines  einzigen  Compendium.  „La  question  est  iresobscure,  et 
les  materiaux  que  nous  avons  ä  noire  disposition  ne  suffiseni  pas  pour  la 
resoudre'*  (p.  VII).  Ueber  den  lateinischen  Uebersetzer  erfahren  wir 
Nichts ;  auf  Rechnung  des  jüdischen  Textabschreibers  werden  einige  sprach- 
liche Mängel  gesetzt.  Vor  Kenntniss  des  Textes  war  Hr.  D.  etwas  weniger 

Uleral«r,t^.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phy..  XIX ,  1.  ^.^J^^^  ^^  GoOglC 


LiteratnrzeitQng. 


skeptisch.  Der  Artikel  in  der  D.  M.  Zeitschrift  ist  eine  ansführliche  Kritik 
und  theilweise  Ergänzung  des  meinigen  in  der  Zeitschr.  für  Mathem.  XI,  235, 
der  zuerst  die  Quellen  über  den  Kalender  und  dessen  Vf.  untersuchte, 
woran  Hr.  D.  bis  dahin  nicht  gedacht  hatte.  Ich  habe  Hrn.  D.,  der  sich  bei 
meinem  Aufenthalt  in  Leyden  im  Jahre  1854  sehr  freundlich  gegen  mich 
benommen,  direct  einen  Abzug  zugesendet,  um  seine  Aufmerksamkeit 
darauf  zu  lenken ,  und  masste  der  empfindliche  Ton  der  Besprechung  mich 
befremden.  Sein  Resultat  konnte  mich  nicht  befriedigen ;  ich  wartete  auf 
neues  Material  und  fand  solches  in  der  Nachricht  über  die  Pariser  HS.;  der 
Catalog  selbst  S.  199  weiss  kein  Wort  von  Libri's  Kalender  (s.Ztschr. 
f.  Math.  XII,  44,  1867,  und  D.  M.  Ztschr.  XXV,  1871,  S.  S93:  „hoflfentlich 
wird  es  bald  wieder  möglich  sein,  dort  nähere  Nachforschungen  anzustellen"). 
Im  J.  1872  wendete  ich  mich  iudirect  und  direct  an  Hrn.  Derenbourg,  Aka- 
demiker in  Paris,  mit  der  Bitte  um  nähere  Auskunft  über  die  HS.;  ich 
erhielt  keinerlei  Answort  und  hörte,  dass  derselbe  an  den  Augen  leide. 
Soweit  der  äussere  Sachverhalt.  Für  meine  erste  Anregung  mnsste  ich  den 
Vorwurf  über  mich  ergehen  lassen  (D.  M.  Ztschr.  XX,  599):  „der  Aufsatz 
hat  nicht  nur  etwas  Verwirrtes  (?) ,  sondern  auch  etwas  Skizzenhaftes  und 
die  nähere  Begründung  fehlt  in  manchen  Fällen'^  Wie  weit  kam  Hr.  Dozy? 
Am  Scbluss  (S.  009)  fand  er  doch  Etwas  „very  puzzling^\  und  nach  dem  von 
mir  nachgewiesenen  Material  ist  die  Frage  zuletzt  y,tres  obscure^^  geworden. 
Ein  grosses  lexicalisches  Werk  verhindert  jetzt  Hrn.  2>.,  die  Materie  näher 
zu  behandeln;  dass  ein  Anderer  sich  damit  beschäftigt,  erfahren  die  Leser 
gar  nicht.  Es  sei  mir  daher  gestattet,  über  das  neue  Material  zu  referiren 
und  die,  allerdings  complicaten,  Fragen  auseinanderzusetzen.^ 

Durch  die  sachkundige  Herausgabe  des  Textes  ist  der  Literatar- 
geschichte ein  Dienst  erwiesen  ,<  aber  für  die  des  Arabischen  Unkundigen 
sind  nur  einzelne  Wörter  in  dem  Abdruck  aus  Libri  berichtigt,  „^  quelques 
rares  exceptions  pres  fai  cru  inulile  de  signaler  les  bevues  assez  nombreuses  du 
traducleur,  on  les  corrigera  faciletnent  en  consuUanl  le  iexie  arabe^^  (p.  VIII). 
Die  (S.  VI)  allgemein  angedeuteten  Differenzen  zwischen  Text  und  Ueber- 
setzung  muss  auch  der  Arabist  im  Einzelnen  aufsuchen ;  sie  konnten  durch 
Zeichen  oder  Klammern  leicht  bezeichnet  werden.  Betrachten  wir  beide 
näher. ^  Der  Kalender  ist  so  angelegt,  dass  zu  Anfang  mehr  die  astro- 
nomischen, meteorologischen  und  medicinischen,zu Ende  mehr  die  agro- 


*  Def  Kürze  halber  beveichne  ich  mit  Si.  meine  Abhandlung,  mit  D.  die 
Kritik  derselben,  mit  V,  das  Vorwort,  mit  7.  den  arabischen  Text,  £.  die  lateinische 
Uebersetzung  nach  der  neuen  Ausgabe. 

'  Um  das  Nachschlagen  zu  erleichtern ,  da  die  Ausgabe  keinen  Colnmnentitel 
hat,  gebe  ich  hier  die  Seitenzahlen,  mit  welchen  die  Monate  beginnen:  Janaar  16, 
Febr.  25,  MHrz  33,  April  42,  Mai  60,  Juni  59,  Juli  68,  Aug.  76,  Sept.  84,  Oct  92, 
Nov.  101,  Dec  liO. 
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nomiscben  Bemerkungen  PUtz  findet     ^^^^^  ^.^^^  ^^.^^^  bestimiuteu 

Tag  knüpfen".    Da«  der  Vf,  einen  .tab^^  ch^u  Kalender  beabsichtige, 
Mgt  er  ausdracklich  (S.  15);    aber  es  gab>sjjt  j,^  jeden  Tag  etwas  Be- 
merkenswerthes.     Libri  (S.  402,  die  Note   fehN  i^^ei  g.  ig)  bemerkt:    les 
joiirs  que  nous  avons  laisses  cn  blanc  ne  portent'^ctti  „^^^  ^ans  le  manu- 
scripL    Der  Text  (d.  h.  der  Abschreibei)  bemerkte  ^uso^^^j^i^cb     da«8  zw 
dem  betreffenden  Tage  eich  Nicht«  finde  (S.  VII).   Es  findet  \^y^  ^ber  kein 
einziger  Tag  in  T.  besetzt,  der  in  L.  leergeblieben  wäre,  rtf  Ausnahme 
der  Bemerkung  „dschabsiahu**  (aegyptisch,  d.  h.  nefastus,  s.  S.  \\  ^jg  auch 
sonst  am  Anfang  oder  Ende  des  Artikels  nur  in  T.  vorkommt,  8.^^  Febr. 
(was  bedeutet  das  Wort  Mars?!)^  27.  Febr.,  9.  Juni,    13.  Juli,  3  Sept., 
10.  Oet.   Mit  der  tabellarischen  Einrichtung  hängt  es  wohl  zusammen ,  I4188 
einzelne  Artikel  oder  Sätze  sich   verschoben   haben;  s.  8.  18  Anm.  «, 
22.  Apr.  T.  noch   St,  Georg?   (s.  weiter  unten  —  »  ist  wie  arab.   jä  nicht 
selten  für  scharfes  s  der  romanischen  Sprache  gebraucht)  vgl.  24?  2.  Mai 
S.  52  A.  c,  17.— 18.  Juni  S.  63,  9.— 10.  Aug.  S.  79,  26.-27.  S.  82,  16.  Nov. 
S.  105  Anm.  e,  27.  u.  29.  S.  108.    Im  Allgemeinen  sind  die  christlichen  Ilei- 
ligentage  im  Lateinischen  richtiger  angegeben. 

In  T.  fehlt  durchaus  die  Form  der  Constellationen,  es  fehlen  die 
Kalenderspräche  der  Araber,  s.  S.  80  14.  Aug.  {dixilRismaior)^  13.  Febr.  {dicunt 
ArabeSj  zur  Anm.  vgl.  Ibn  Awam  S.  437,  französ.  S.  423  Anm.  1),  13.  März 
S.  37;  vgl.  auch  S.  4  Leile  etc.  Unter  19.  April  S.  46  fehlt  nur  die  Anfüh- 
rungsformel: Et  existimant  Arabes:  der  Gedichte  und  Erzählungen  der 
Araber  über  die  Mondstationen  erwähnt  die  Einleitung,  auch  T.  6  Z.  1. 
Hier  ist  entschieden  eine  Weglass  ung  anzunehmen,  vielleicht  seitens  des 
jtldischen  Abschreibers.  Hingegen  sind  die  Worte  et  est  aequeUio  Albeteni 
—  d.  h.  Bettani  vulgo  Albategnius  (14.  Jan.)  —  wahrscheinlich  eine  Glosse, 
vielleicht  erst  des  Lateiners.  Für  das  vorangehende:  sectmdum  intentionem 
experimentatoris  hat  der  Text:  „nach  der  Meinung  {madslieb  ist  Weg, 
Methode,  Partei,  Schule)  der  As'^hab  el-mumtahan ,  sonst  nur  bil-mumtahan^ 
,^per  ea:perimentatorem'%  s.  16.,  17.  Juni  S.  63,  18.  Aug.,  18.  Sept.,  19.  Oct., 
16.  Nov.  u.'uur  in  T.  13.  Febr.  S.  29  Z.  1.  Man  hat  hier  wohl,  wie  bei  dem 
häufig  citirten  y,Sindi  (oder  Asindt)  Indi'^  (arab.  Sind-hind),  das  Wort  zidsch, 
Tafeln,  zu  suppliren  und  an  die  berühmten  „probaten  Tabellen"  zu  denken 
(s.  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  375,  wo  lies :  Dalmonlaban,  XXV,  419);  vgl.  Libros 
del  saber  de  astron.  des  Alfons  ed.  Madrid  T.  III  S.  V37:  Almuntahin  con 
Acindihmdj  S,  20Z  Almumiahin  (Druckfehler);  bei  Rica  y  Synobas  S.  VIII 
Nr. 9:  „sobre  cerlos  instrumentos  antiguos'^  ist  ein  Irrthum.  Hingegen 
sind  die  j^experimentaiores^^  4.  Juni  S.  65,  wörtlich  bei  Ibn  Awam  S.  442, 
französ.  S.  429  (wo  auf  den  Calender  hingewiesen  ist)  „gens  d'experience^\ 
arab.  AM  et-Tadsckarraba. 

Die  für  die  fragliche  Autorschaft  wichtigste  Differenz  besteht  im 
Heiligenkalender  (vgl.   F.  VI).     L.  hat  Artikel  und  namentlicli  viele 
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Angaben  über  die  Oerter,  Plätze  n^^'  ""'  ^^^'^  ^"  ''"^  ''"  ^^'^7*'  ''" 
die  Feste  gefeiert  werder,  welcK^^"^'  ^^*^^^°'  ^'^^^  Märtyrer  aus  der  Zeit 
der  dem  Hakem  vora^ehen-'»  ^'''''  Khalifen.  Für  nähere  Prüfung  des 
mir  ferner  liegend^ Stof»>*  bezeichne  ich  hier  eine  Anzahl  von  Stellen: 

Jan.  6,  7,  22,  23;  /^r.  ^^   ^^^^  ^»  ^3'  ^P"^  ^»  ^'  ^^  (^6^-  *^-  ^**^  ^  ^^^'" 
fectus,  vgl.  D./<  A.r);   Mai  1  (Torqnatus,  vgl.  27.  Apr.  S.48,  W  am  Ende 
des  MS.  schy^Citftos  für  das  folg.  septem  nuncios),  3,   4,  7,   12 ,  20,  21; 
Juni  13,'  nJ"'  18).  29;   Juli  17,  18,  26;   Aug.  3,   10  (T.  9),  25;   Sept.  14,  27; 
Oct.  13,  '<^;  Nov.  11,  18,  22,  29,  30  („iw  villa  Tarsil  filii  Mughisa'')  ^    Dec.  9, 
10,   18/^^)  ^1*  ~^    Seltener  sind  wirkliche  Varianten,   wie  e.  B.   18.  Juni 
Qf^r^ena,   in   T.  Almeria.     Die  in  T.  vorkommenden  Heiligen  gehören 
iiy6i  blos  dem  Oriente  an  (s.  weiter  unten) ,  sondern  auch  anderen  Ge- 
benden, wie  Frankreich  (ll.  Nov.),  dem  Arelat  (21.  Aug.),  Nola  (31.  Aug.), 
/  abgesehen  von   Rom ,    das   mehrmal  genannt    ist.      Die  Weglasaung    der 
Erscheinung   Christi  u.  s.  w.  am   25.  Jan.  ist  vielleicht  auf  Rechnung  des 
jüdischen  Abschreibers   zu  setzen.—  An  wenigen  Stellen   ist  T.  voll- 
ständiger;  z.  B.  10.  August  Sl.  Lorenz,  24.  Aug.  Samkuris  (?)  und  Simeon  (?). 
Einiges  Andere  wird  später  zur  Sprache  kommen. 

Gehen  wir  nun  an  die  Hauptfrage,  zugleich  Hauptdifferenz  zwischen 
Herrn  />.  und  mir,  nämlich  nach  dem  Verfasser  des  Kalenders.  Hier 
muss  ich  vor  Allem  ein  mir  unbegreifliches  Missverständniss  zurückweisen. 
D.  605  behauptet,  ich  sei  auf  Recemundus  gekommen,  ohne  einzusehen, 
dass  der  Bischof  Recemundns,  der  Abgesandte  Abdarrahman's  II.  an  Ottol., 
und  der  Bischof  Ibn  Zeid  Eine  und  dieselbe  Person  und  der  Verfasser  des 
liber  anoe  ist,  und  will  Letzteres  erst  beweisen.  Wozu  hätte  ich  denn  über- 
haupt Rec,  herbeigezogen  ? I  Die  Worte:  „ein  anderer  Bischof  u.  s.  w.  habe 
ich  mit  Anführungszeichen  aus  Gayangos  citirt;  ich  selbst  identificirte  aus- 
drücklich den  Rabi  bei  Makkari  und  Ibn  Abi  Oseibia  („auch  Dr.S/."  u.  s.w. 
bei  D.  608;  wer  hat  denn  jene  Stelle  vor  mir  benutzt?)  mit  „Recemundns 
dem  Secretär*^  nach  christlichen  Quellen.  Ich  habe  nur  (S.  242)  angenom- 
men, dass  etwa  Zeid  Namen  des  Vaters  sei,  Rabi  eine  Umstellung  von 
Arib  (auch  D.609  kommt  darauf,  V.  IV,  3  hingegen:  ,,Harib  rCeslpas  Rabi''); 
und  um  alle  Möglichkeiten  zu  erschöpfen ,  fügte  ich  hinzu :  „oder  sind  es 
zwei  Brüder''  (d.  h.  Arib  und  Rabi,  nicht  etwa  Recemundns!),  Söhne  des 
Bischofs  Zeid  ?  Hr.  D.  hat  zwar  den  Genitiv  zu  Anfang  von  L.  ,,Harib  fil 
Zeid  episcopi""  nicht  erklärt  —  in  der  HS.  fehlt  kein  Wort  vorher  — ,  aber 
die  Beziehung  von  Bischof  auf  Rabi  festgehalten ,  und  man  wird  ihm  bei- 
stimmen. Er  gab  ^S.  605  ff.)  die  Nachrichten  über  Recemundns  ausführlicher 
wieder,*  wornach  derselbe  im  Frühjahr  955  einen  leergewordenen  Bischofs- 
sitz zum  Lohne  verlangte  und  erhielt,  in  Frankfurt  den  Luitprand  von  Pavia 


'  Eine  kleine  Berichtigung  gab  Herr  Harkawy  in  D.  M.  Ztschn  XXI,  286. 
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zur  Abfassang  einer  Geschichte  der  Kaiser  und  Könige  seiner  Zeit  ver- 
anlasste,  welche  dem  Recemundüs,  Bischofvon  EUheris  (oder  lUiberis, 
ElbirOy  Eiwra)  gewidmet  wurde.  Im  Juni  956  kehrte  Rec«  zurück  und  reiste, 
da  er  in  den  Quellen  als  „Bischof  *  bezeichnet  wird ,  wie  D.  argumentirt, 
erst  später  nach  Jerusalem  und  Constantinopel.  Hier  wird 
(S.  007)  die  für  die  Frage  bedeutende  allgemeine  Bemerkung  eingeschaltet, 
dass  die  Christen  am  arabischen  Hofe,  auch  die  Bischöfe,  arabische  Namen 
führten,  und  bietet  sich  der  vorislaroische  Namen  Rabi  Ihn  Zijjad. 
Hierzu  gehört  gewissermassen  die  Erörterung  S.  507  über  Namen  und 
Person  des  Arib.  Darnach  möchte  man  fast  glauben,  ich  habe  die  Existenz 
dieses  Namens  oder  der  Wort  form  bestritten !  Ich  habe  in  der  That  über- 
sehen, dass  Ihn  Schebat  ausdrücklich  das  ain  ohne  Punkt  angiebt;  das 
haben  freilich  auch  die  arabischen  Abschreiber  des  Ihn  Schebat  selbst 
getban,  indem  sie  an  anderen  Stellen  Oarib  schrieben!  Der  hebräische 
Absjchreiber  des  Kalenders  schreibt  zuletzt  ein  unzweideutiges  Gimel 
(s.  weiter  unten),  zu  Anfang  Arib.  Die  medicinischen  Fragmente,  welche 
ich  inzwischen  mit  hebräischen  Lettern  in  München  entdeckte,  haben  Arib.^ 
Ebenso  haben  T.  und  Ihn  Awam  in  der ,  freilich  oft  fehlerhaften  Ausgabe, 
Said,  nicht  Sa'd;  den  von  mir  nachgewiesenen  Dichter  Garib  ben 
Said,  der  aus  dem  Norden  sich  an  Cordova  richtet,  ignorirt  Hr.  />.  voll- 
ständig, wie  ich  in  D.  M.  Ztschr.  XXV,  893  hervorgehoben.  Die  von  B, 
verworfenen  Formen  müssen  den  Arabern  selbst  die  geläufigeren  gewesen 
sein;  nur  so  erklärt  sich  die  häufige  AenJernng  durch  Zusatz  eines  Punktes 
über  dem  ain  in  Garib,  wie  die  Einschiebung  des  t  in  dem  sicherlich  fre- 
qnenteren  Said.  Hr.  D.  hatte  früher  Arib  für  einen  Abkömmling  von 
Christen  gehalten ;  er  glaubte  (S.  599)  „jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  gehen 
und  annehmen  zu  dürfen^'  (d.  h.  wie  ich  S.  241  vermuthet) ,  dass  er  selbst 
zum  Islam  übergetreten  sei.  Christen  erhielten  arabische,  jedoch  nicht  die 
ihnen  verbotenen  muhammedanischen  Namen  (über  dßs  angebliche  Alter 
und  die  Anwendung  dieses  Gesetzes  muss  ich  mir  eine  Erörterung  anderswo 
vorbehalten);  beim  Uebertritt  zum  Islam  gab  man  ihnen  einen  Namen  und 


^  S.  I>.  M.  Ztschr.  XXV,  393,  wo  ich  auf  den  wahrscheinlich  jüdischen 
Ursprung  der  HS.  im  Kscnrial  hingewiesen;  in  Cod.  München  220  f.  264  wird  ein 
jüdischer  Arzt  citirt.  —  Als  Arzt  wird  „Garib"  erwähnt  bei  Siebold  I,  293, 
Morejon  I,  136,  vgl.  135;  Wüsteufeld  8.  56;  Haeser,  Gesch.  d.  Med.  I,  224,  233. 
In  den  „Biographien"  Sontheimer's  zur  Uebersetzung  Ibu  Baithars  (II,  743 
„Ebn  Said")  ist  unser  Garib  ohne  jeden  Grund  anfgenommen,  da  er  nirgends 
citirt  ist,  soviel  ich  weiss.  —  Ich  hebe  gleich  hier  hervor,  dass  T.  und  L.  — 
17.  März,  8.  Juli,  16.  Sept.  (et  alias  medicos,  in  T.  nur  ala  madshttb)^  19.  Nov.  -- 
Hippocrates  und  Galen  citiren;  von  den  Aerzten  ist  auch  in  der  Eialeit.  S.  10 
die  Bede.  —  Ein  Garib  al-Khadim  (Diener  der  Khalifen  in  Bagdad)  erscheint   bei 

Hammer,  Litgesch.  d.  Araber  VI,  1015  Nr.  6714.  r^^^^T^ 
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Vater uainen  zugleich,^  womöglich  den  eiues  Traditionslehrers  u.  dg).;  ein 
solcher  Namens  Arib  ben  Sa'd  wird  nachgewiesen  (S.  599),  so  das«  die 
Namen  der  Väter  Arib's  and  Babi's  gleich  unbekannt  sind. 

Ueber  letzteren  hätte  Herr  />.,  bei  selbstständiger  Benutzung  des  Ca- 
talogs  der  Pariser  HSS.,  Etwas  gefunden,  was  auch  die  Leser  dieser  Blätter 
näher  interessiren  wird,  denn  es  handelt  sich  um  ein  altes  arabisches  mathe- 
matisches Werk  eines  spanischen  Christen.  Eine  kurze  Nachweisung  ist 
bereits  in  der  „Uebräischen  Bibliographie*'  1871  S.  136  gegeben.  Vier 
Pariser  und  eine  Münchener  HS.  enthalten  die  hebräische  Uebersetaung 
einer  arabischen  Bearbeitung  der  Arithmetik  des  Nicomachus  Gerasenus 
(vgl.  Ztschr.  für  Mathem.  X,  464  Anm.  24)  von  „Abu  Soleiman  Babi  ben 
Jahja,  Bischof  von  Elbira!''  Der  Beiname  Abu  Soleiman  steht  in' Ver- 
bindung mit  dem  Namen  Rabi;^  Jahja  ist  soviel  als  Johannes  und  scheint 
wirkhchcr  Namen  des  Vaters.  Dieser  Rabi,  Bischof  von  Elbira,  kann  nur 
identisch  mit  Ibn  Zeid  oder  dessen  Vorgänger  sein.  Leider  ist  die  Vorrede 
oder  Wi(fb)uug,  namentlich  in  der  mir  allein  zugänglichen  Münchener  HS«, 
nicht  unzweideutig  und  die  Auffassung  des  Pariser  Catalogs  schwerlich 
richtig.  Nach  letzterem  erinnert  der  Verf.  den  angeredeten  alten  Mitschüler 
au  die  gemeinschaftlichen  Studien  unter  ihrem  Lehrer  al-Kindi,  nach 
dessen  Ansichten  sie  die  arabische  Uebersetzung  des  Nestorianers  Habib 
ben  Bahriz,^  welche  dieser  aus  dem  Syrischen  für  Thahir  ben  el-Husein 
jyambidexler''^  angefertigt,  verbessert  hätten.^  Ich  finde  Nichts  von  „gemein- 
schaftlichen Studien'*;  der  Verf.  spricht  wohl  von  sich  selbst  im  Plural; 
der  angeredete  Anonymus  hatte  ein  zu  Anfang  unvollständiges  Exemplar 


^  Den  Bischof  Muliammed  Ibn  Meimiim  genannt  Marens,  S«  598  A.  2,  habe 
auch  ich,  S.  242,  aus  anderer  Quelle  erwähnt;  s.  auch  Hammer  l.  c,  V,  604  Nr.  4711. 

•  Die  Belege  in  Hebr.  Bibliogr.  l.  c;  ferner  Abu  Sol.  ßabi  Ibn  Sol.  im 
Fihrist  II,  229 ;  Abu  Muh«mmed  R.  Ibn  Sol.  f  884  (Ibn.  Khallikan,  biogr.  Lexicon, 
engl.  V.  Slane  I,  510;    v^l.  IV,  394,  396). 

'  Bestätigt  die  Lesart  Habib,  für  Hasan,  bei  Fihrist  II,  18  Z.  8,  vgl.  S.  109, 
wo  lies  Wenrich  S.  34  für  38;  s.  anch  Wüstenfeld,  arab.  Aerzte  8.  19  §  41, 
Hagi  Khalfa  III,  97,  u.  VII,  981  (also  ist  im  Index  S.  1046  Nr.  1774=^  1094  a.  3572); 
Hammer,  Litgesch,  III,  344  Nr.  12.  Habib  hiess  syrisch  Ebed  Jeschu  und  war 
zuerst  Metropolitan  in  Harran  (Fihrist  I,  24),  ist  also  wohl  der  „Kalholikos" 
(nicht  „Katholik",  wie  Chwolsohn,  die  Ssabier  I,  651 ;  über  diese  Würde  s.  Mommsen 
bei  A.  Geiger,  Urschrift  u.  s.  w.  S.  492;  Geiger's  jüd.  Zeitschr.  II,  303;  G.  Oppert, 
Presb.  Johannes,  S.  91).  Habib  hat  Verschiedenes  für  Maaninn  übersetzt;  aber 
Fihrist  und  alle  Billiographen  kennen  nur  die  Categorien  des  Aristoteles. 

^  Mörder  des  Amin,  Bruders  des  Maamun;  geb.  775/6,  f  822/3;  s.  Fihrist  II, 
110  Anm.  9. 

*  Ueber  das  Verhältniss  des*  aufgenommenen  Textes  zum  griech.  Original 
und  der  Uebersetzung  des  Thabit  ben  Kor ra  (British  Mus.  Catal.  8.  208,  s. 
Hobr.  Bihliogr.  V,  208,  132,  wo  lies  Chwolsohn  I,  55'»)  behalte  ich  mir  weitere 
Mittheilungen  vor. 
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des  Tom  Verf.  nach  den  Ansichten  ),aD8ere8  Lehrers**-  emendirten  —  wohl 
auch  giossirten  --  Buches  u.  s.  w.  erhalten  und  die  Vervollständigung 
gewünscht.  Zweimal  kommt  freilich  die  Phrase  vor,  dass  der  Verf.  „von 
anserem  Lehrer  gehört" ;  oh  an  der  zweiten  Stelle  die  Worte  „mehr  als 
einmal*'  zu  jener  Phrase  gehören  oler  zum  vorangehenden  Hauptsatz,  ist 
mir  nnsicber.  Al-Kindi,  mit  vollem  Namen  genannt,  ist  unzweifelhaft  der 
berühmte  Gelehrte  (vnlgo  Alchindus)^  der  noch  864  am  Leben  war;^^  ein 
direeter  Zuhörer  desselben  konnte  jedenfalls  der  um  950 — 60  blühende 
Recemundus-Rabi  nicht  sein.  Sollte  ein  gleichnamiger  Vorgänger  in  seiner 
Jugend  im  fernen  Osten  ein  Schüler  al-Kindi's  gewesen  sein?  Oder  sind 
die  Redensarten  anders  aufzufassen  und  Rabi  identisch?  leb  wage  ohne 
weitere  Hilfsmittel^^  keinerlei  Entscheidung  und  riskire  es  noch  einmal, 
Hrn.  Dozy's  Gelehrsamkeit  zu  provociren. 

Meine  Identificirnng  der  Nachrichten  über  den  Kalender  und  dessen 
Verfasser  bezeichnet  2>.  605  als  eine  „luftig  dahingeworfene  Vermuthung, 
die  jeden  festen  Grundes  entbehrt**,  aus  drei,  nunmehr  zu  prüfenden  Gründen. 
1.  Die  Anführungen  aus  Ihn  A  w  am^^  stimmen  nicht  mit  L.  Ich  hätte  die 
Citate  selbst  genau  vergleichen  sollen,  und  da  ich  es  nicht  gekonnt,  so  hat 
es  D.  500 — 603  gethan.  Das  Resultat  sei,  dass  Ihn  Aw.  sogar  den  Titel 
Amva  ausdrücklich  angebe,  aber  die  Abweichung  sei  grösser  als  die 
^Uebereinstimmung ,  letztere  leichter  erklärlicb.  In  F.  VI  A.' 1  wird  das 
wiederholt  und  eine  Stelle  (S.  130)  hinzugefügt,  aber  nicht  gesagt,  dass  sie 
wirklich  mit  T.  S.  04  unter  2.  October  übereinstimmt.  Allein  auch  die 
genaue  Vergleichung  des  Gesammtmaterials  modificirt  jenes  Urtbeil.  Es 
sind  im  Ganzen  etwas  Über  10  Stellen,  und  zwar  meist  aus  den  agronomischen 
Schlnsshemerkungen  der  Monate  (s.  oben)  \  von  7  theilt  D.  den  Text  aus 
Banqueri  mit,  zum  Theil  mit  Berichtigungen,  welche  nunmehr  T.  bestätigt 
(in  den  Noten  zu  T.  sind  nicht  immer  die  Parallelen  angegeben);  die  anderen 
kurz  angedeuteten  sind  aber  meist  nur  gewissermassen  Doubletten  der 
wirklichen  oder  vermeinten  Differenzen ;  theilweise  hat  Herr  D,  den  Wider- 
spruch bei  Awam  selbst  übersehen,  theilweise  die  Uebereinstijnmung 
im  Einzelnen  nicht  herausgefunden,  weil  er  ein  streng  wörtliches  Citat  auch 
in  Bezug  auf  die  Reihenfolge  zu  verlangen  scheint.  Ich  kann  hier  dem 
Leser  die  Details  nicht  ersparen. 


*o  Flügel,  Alkindi  S.  6  u.  18;  dazu  Serapeum,  her.  v.  Naumann  1870  S.  292 
über  Costa  ben  Luca,    der  dabei  inBetracht  kommt. 

<*  P.  B.  Garns,  Series  EpUcoporum  Ecdes,  Cathol ,  Katisb.  1873  8.  34,  hat 
unter  850 — 64  einen  8aniuel  ciramcisia,  ejeetus;  dann  einige  Namen  aus  Cod. 
Aemil.  v.  J.  962—74  und  Begimuod  (Recemund). 

^'  Ich  bezeichne  mit  /Iw.Aie  Ausgabe  Banqiieri^s,  mit  CL  die  französische 
Uebersetzung  von  Clement  Mullet,  Bd.  II,  partie  1:  1860  {p.  2:  1867)  —  welche 
Hr.  D.  nirgends  erwähnt.  P.  l  S.  417  Note  wird  über  den  Kalender  nichts  Neues 
bemerkt,  und  später  die  Losart  Hazib  nirgend  berichtigt. 
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Gleich  bei  der  ersten  Stelle  II;  430  Sept.  (C/.  417)  heisst  es:  „Steht 
nicht  im  Liber  anoe  und  ist  im  Widerspruch  mit ...  October^*;  d.  h.  die  Saat 
von  Lactuca  kommt  in  L.  unter  Oct.  vor,  —  was  D.  601  noch  einmal 
erwähnt.  —  Hier  ist  die  wörtliche  üebereinstimmung  (T.  101)  gewichtiger, 
als  der  vermeinte  Widerspruch  im  Monat,  wenn  man  nicht  übersieht  (was 
auch  Gl.  S.  418  Note  1  gethan) ,  dass  Ihn  Awam  die  Zwiebel  im  September 
und  October  erwähnt,  wornach  das  ganze  Citat  unter  Sept.  verdächtig  wird 
(vgl.  weiter  unten);  ob  der  in  L.(ünd  T.)  fehlende  Schluss  von  Oct.  S.  430 
(Cl.  418)  noch  zum  Citat  aus  Arib  gehöre,  ist  fraglich;  vgl.  die  Parallele  ans 
der  Nabatäischen  Agricnltur  bei  Cl.  418  Note  2.  —  S.432  Nov.,  CI.419,  fehlt 
nur  der  erste  Satz  in  L.  und  T.  —  S.  434  Dec,  C1.42],  hat  nicht  die  letzten 
Worte:  et  eradicaniur  alhimar;  sie  stehen  auch  T.  117  (in  der  Note  fehlt  die 
Parallele)  nicht  am  Ende,  zugleich  Ende  des  Buches,  —  wohl  aber  in 
Zeile  drei!—  S.  438  März,  Cl.425,  ein  Citat  von  6  Zeilen,  fehlt  angeblich  inL. 
Allein  die  ersten  2  sind  identisch  mit  Seite  430  (was  auch  Cl.  425 — 26  nicht 

beachtet) ;  und  aus  T.  41  Zeile  7,  9  sieht  man  noch  in  den  Worten  j^.j  L^  O  LJ  5j 

und  ^  Lsi  jXJ !  die  Spur  der  Variante  \^  L^^  ^  ^j ;  zur  Fortsetzung  Seite  438 
Z.  13  vgl.  T.  41  Z.  4  (das  in  Note  d  ergänzte  Wort  steht  in  L.  und  bei 
Awam);  ja  noch  mehr,  T.  41  Z.  1 — 4  steht  zum  Theil  bei  Aw.  vor  dem 
Citat  aus  Arib.  —  S.  439  April,  Cl.  426  u.  425;  D.  602:  „diese  lange  Stelle  , 
steht  nicht  im  Liber  anoe,  obschon  es,  wie  die  Natur  der  Sache  es  mit  sich 
bringt,  hier  und  da  unter  April  die  nämlichen  Erscheinungen  bespricht;*'  — 
Aw.  hat  aber  keinen  Tageskalender!  über  die  Mondstation  am  6.  s.  T.  44 
—  s.  unten  zu  S.  490  und  zum  nächstfolgenden  Citat.  —  S.  440  April  stimmt 
nicht  zu  Liber  anoe  und  Libri  S.  420!  Hier  hat  Hr.  D.  nicht  genau  ver- 
glichen; aus  T.  49  Z.  3  v.  u.  bis  50  Z.  3  sieht  man  noch  genauer,  wie  Aw. 
excerpirt.  Die  letzten  4  Wörter  bei  Aw.  stehen  T.  49  Z.  4,  und  was  in 
T.  folgt,  steht  bei  Aw.  vor  diesem  zweiten  Citat  im  Namen  eines  „Anderen^*; 
wahrscheinlich  gehört  das  Vorangehende  nicht  mehr  zum  ersten  Citat 
dieses  Monats  aus  Arib.  Nach  Aw.  ist  freilich  das  Ende  des  Nisanregens 
am  5.  Mai ,  nach  T.  und  L.  S.  52  am  3.  Man  beachte  S.  440  Z.  2  J^ j 
„//  en  est  qui  disen&,  Cl.  426  Z.  5  v.  u.  —  S.  440  Mai,  Cl.  427;  D.  602  „stimmt 
gut  überein*'  mit  5.  und  25. ,  T.  S.  52,  56.  —  S.  441  Mai,  Cl.  428,  D.  ib.  „nicht 
im  Liber  anoe" —  es  handelt  sich  um  vier  Wörter.  —  Die  bisherigen  Citate 
gehören  dem  Kalender  abschnitt  des  Aw.;  es  erübrigen  nur  noch  zwei: 
S.  400  und  492,  Cl.  H,  2  S.  31,  33,  die  zweite  übereinstimmend  mit  dem  Citat 
im  Kalenderabschn.  unter  März  bei  Awam  selbst  (s.  Cl.  II,  1  S.  425  Note) 
und  Lib.  anoe'u.  s.  w.  wie  D.  603  selbst  bemerkt.  In  der  ersten  Stelle  findet 
D.  602,  dass  Aw.  die  aus  Lib.  anoe  (unter  15. 'April  und  15.  März  sich 
ergebenden)  11  Monate  im  Namen  Anderer  vorbriijge  (vielmehr  sollen  diese 
Anderen  11  M.  und  10  Tage  annehmen!),  während  er  im  Namen  Arib's 
10  M.  angiebt!    liier  darf  ich  wohl  Hrn.  D.  zurufen,   den  Balken  aus  dem 
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eigonen  Auge  zn  entfernen.  Die  beiden  Stellen  kommen  in  einem  Abschnitt 
über  Pferdezucht  vor,  und  man  hat  deshalb,  durch  die  Anführung  bei 
Casiri  verleitet,  Arib  zum  Verfasser  einer  Veterinärkunde  gemacht 
(u.  A.  auch  Ercolani,  Bicerche  etc.  Torino  1851,  /,  303  ohne  Quelle).  Lph 
habe,  ohne  die  Citate  selbst  nachschlagen  zu  können,  dieselben  auf  den 
Kalender  bezogen ,  und  D.  509  widerruft  demgemäss  den  früheren  Irrthum. 
Um  so  mehr  hätte  er  sehen  müssen ,  dass  die  Zahl  10  falsch  sei,  denn  in  der 
„langen  Stelle",  S.  439  April,  welche  er  in  L.  vermisst,  steht  ausdrück- 
lich im  Namen  Arib's  elf  Monate,  wie  in  L.  (und  T.  S.  45)  unter 
15.  April ! !  —  Nimmt  man  zu  den  ausdrücklichen  Citaten  noch  andere 
wörtlich  übereinstimmende  Stellen,  wie  z.  B.  11.  Juli  S.  71  mit  Aw.  443 
Z.  3,  Gl.  429  Note  1  (vgl.  auch  1.  Jan.  und  Aw.  435  und  die  Note  Cl.  422  über 
einen  Widerspruch  Aw.'s  mit  sich  selbst),  so  wird  man  von  dem  angeblichen 
Uebergewicht  der  Differenzen  wohl  einen ^  andern  Begriff  bekommen  und 
daraus  wenigstens  keinen  Grund  gegen  die  Identificirung  machen. 

2.  Einen  zweiten  Grund  gegen  die  Identification  findet  D.  603  in  der 
Religionsverschiedenheit  der  beiden  Autoren.  Arib  zeigt  in  seiner 
historischen  Schrift  den  Hass  eines  Renegaten.  Lib.anoe  ist  „unzweifel- 
haft von  einem  Christen  und  für  Christen  (!)"  verfasst,  wenn  auch  Hakem 
gewidmet;  die  christlichen  Heiligentage  sind  ein  „Hauptzweck^*  (!), 
selbst  Märtyrer  unter  den  drei  letzten  Herrschern  sind  angegeben,  unter 
25.  Jan.  sind  die- Worte  Christi  angeführt;  „es  ist  unnöthig,  diesen  Punkt 
.  noch  weiter  zu  urgiren**  u.  s.  w.  Man  könnte  annehmen,  dass  Arib  961  noch 
Christ  war;  das  sei  aber  ein  unwahrscheinlicher  Nothbehelf.  —  Von  dieser 
Zuversicht  ist  Herr  D.  doch  zurückgekommen.  Nach  V,  IV,  4—5,  „scheint** 
der  Vf^  nicht  Muselmann,  aus  denselben  Gründen ,  wozu  noch  der  Mangel 
einer  islamischen  Doxologie  zu  Anfang  gerechnet  wird.  Dagegen  citire 
T.  S.  4  eine  Kor  an  stelle  als  Wort  Gottes  und  habe  die  Stelle  am  25.  Jan. 
nicht.  (Letztere  könnte  wohl  der  jüdische  Abschreiber  weggelassen 
haben?)*  Ich  füge  dazu  die  durchgehende  Bezeichnung  Adschem^  wo  L. 
,sLatini'^  hat,  —  nur  14  Z,6  steht ^^1-*^'*-"  (Christen),  aber  Z.9  wieder  Adschem, 
Als  ein  Hauptzweck  darf  der  Heiligenkalender  nicht  bezeichnet  werden ; 
die  citirte  Stelle  der  Einleitung  (S.  14)  sagt  nur,  dass  durch  Angabe  der 
fixen  Feste  die  Kenntniss  vermehrt  und  die  Anleitung  gefördert  werde 
(Z.  ut  Sit  illud addens  in  cognitione  eins  et  adiuvans  super  significationem  illius, 
die  Wörter,  resp.  Suffixe,  eius  und  illius  stehen  nicht  in  T. ,  sigmficatio  ist 
hier  unpassend).  Die  Angabe  der  spanischen  Orte,  wo  die  Heiligen 
gefeiert  werden  (s.  oben),  kann  von  dem  jüdischen  Abschreiber  als  für 
Juden  gleichgiltig  weggelassen  sein,  nicht  so  die  Feier  selbst.  Oder  sind 
das  Zusätze  des  lateinischen  Uebcrsetzers,  der  höchstwahrscheinlich 
in  Spanien  arbeitete?  Ich  habe  (S.  238)  als  solchen  Gerard  von  Cre- 
mona  vermuthet,  einen  Zeitgenossen  Ihn  Awam's,  der  jedenfalls  ein  Liher 
anoe  übersetzt  hat.   D.  609  hält  diese  Vermuthung  für  wahrscheinlich ;  sie    [^ 
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wird  jetzt  todtgeschwiegen ,  wobl  nicht  deshalb ,  weil  Hr.  D.  es  darchans 
vermeiden  will ,  den  Leser  mit  einer  angenügenden  Behandlung  des  Gegen- 
standes bekannt  zu  machen.  —  D.  d08  hatte  in  der  Angabe  Jerusalem  unter 
2*2.  April  eine  Erinnerung  anRecemunds  Heise  vermuthet;  T.  S.  47  bat 
nur  SL  Georg!  —  In  Bezug  auf  Hakim  IL,  für  welchen  nach  L.  die  Schrift 
verfasst  ist,  bemerke  ich  noch,  dass  dieser  spanische  Ptolemäus  auch  den 
Juden  Josef  Ihn  Abi  Thaur  (vulgo  Abitur)  beauftragt  haben  soll,  die 
Mischna  arabisch  zu  übersetzen  (s.  meinen  Catal.  Bodl.  S.  1437  u«  Add. ; 
vgl.  Grätz,  Gesch.  d.  Juden  V,  394). 

3.  Die  Hauptschwierigkeit  liegt  in  den  Namen  {SL  240,  D.  004,  009). 
Wenn  auch  Arib  und  Rabi  Umstellung  sein  können,  so  bleibt  Zeid  und 
Said,  oder  Sa'd  (nach  D.)  unerklärt.  D.  003  kam  zu  dem  Resultat,  dass 
zwei  Autoren  zu  gleicher  Zeit  in  Cordova  eine  Schrift  derselben  Art 
verfassten,  von  denen  wahrscheinlich  Einer  den  Anderen  benutzte;  Ibu 
Awam  citire  das  Werk  Arib's,  Liber  anoe  sei  von  Rabi.  Allein  T.  nennt 
ausdrücklich  „Abu *1  Hasan  (bisher  unbekannt)  Arib  (oder  Garib)  heu 
Said  den  Secretär^'  und  zuletzt  den  Titel,  ^^  welchen  ein  arabischer  Autor 
des  XIII.  Jahrb.  für  das  Werk  des  Bischofs  Ibn  Zeid  angiebt  {Sl,  238,  vgl. 
2>.  005;  in  der  Ausg.  S.  1  Z.  4  iBitemporum  Druckf.  für  carporum).  Daher 
kommt  V,  VI  jetzt  auf  einen  dritten  Bearbeiter  u.s.  w.  (auf  eine  „auszüg- 
liche'^  Uebersetzung  deutet  schon  SL  240  hin).  —  Ist  es  denn  aber  absolut 
unmöglich ,  dass  der  Bischof  Recemund  =  Rabi  nach  seiner  zweiten  Reise 
zum  Islam  übergetreten  sei,  den  ähnlichen  Namen  Arib  ben  Sa^d  an- 
genommen und  zwei  Schriften  (die  medicinische  im  J.  904)  für  Hakem  II. 
veafasst  habe?  Und  angenommen,  es  seien  zwei,Personen,  so  scheint  mir 
Herrn />.'«  Hypothese  von  zwei  gleichartigen  Schriften  nach  der  jetzigen 
Sachlage  der  allerunwahrscheinlichste  Ausweg,  und  ist  dann  viel  eher 
anzunehmen,  dass  dieselbe  Schrift  einem  oder  dem  anderen  der  beiden 
Günstlinge  Hakem's  beigelegt,  dmxh  den  lateinischen  Uebersetzer  und  den 
jüdischen  Abschreiber  verändert  worden.  Wer  ist  aber,  wird  man  fragen, 
der  wirkliche  Autor  V  Doch  wohl  eher  der  als  Geschichtsschreiber  gerühmte, 
als  Arzt  bekannte  Secretär  Arib,  in  dessen  Vornamen  T.  und  L.  überein- 
stimmen. 

Berlin,  im  October  1873.  M.  Steimscuneider. 


"  Der  Pariser  Cntalog  übersetzt:  Ecrit  rxtraordinaire  (für  Garib)  nud 
setzt  am  Anfang  Punkte,  wo  nach  V.\  h.  I  im  Texte  Arib  steht;  den  Namen 
Garib  Bcheint  der  Oat-alog  also  ans  Casiri  entlehnt  zu  haben. 
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IHM  mechanische  Wftrmeäquivaleiit.  Gesammelte  Abhandluugeu  von 
James  Presoott  Joule.  Ins  Deutsche  tibersetzt  von  J.  W.  Spengel. 
Brannschweig,  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.    1872. 

Das  vorliegende,  t27  Seiten  8^  umfassende  Werkeben  ist  durch  seinen 
Titel  schon  hinlänglich  charakterisirt.  Die  Ausstattung  ist  die  anerkannt 
gute  der  anerkannten  Braunschweiger  Firma.  Wenn  auch  der  Inhalt  des 
Werkes  nichts  Neues  darbietet,  da  ja  die  einschlagenden  Abhandlungen 
Joule' 8  dem  5.  und  6.  Deeennium  unseres  Jahrhunderts  augehören,  so 
gewährt  doch  die  Herausgabe  des  Werkchens  ihre  bedeutenden  Vortheile. 
Denn  die  Originalabhandlungen  Joule 's  sind  zerstreut  in  verschiedenen 
Bänden  des  Fhilos,  Mag,  enthalten,  die  Zusammenfassung  der  haupt- 
sächlichsten und  Epoche  machenden  Joule*  sehen  Abhandlungen  erspart 
daher  .ein  zeitraubendes  Nachschlagen,  zumal  da  der  Uebersetzer  auch 
den  Ort,  wo  die  einschlagende  Abhandlung  steht,  getreulich  angegeben 
hat.  Ausserdem  hat  Joule  seine  Versuche  mit  solcher  Meisterschaft  durch- 
geführt, dass  auch  nur  das  Studium  ihrer  Methode  für  den  experimentirenden 
Physiker  ein  hoher  Genuss  ist.  Das  Werkchen  enthält:  „lieber  die  erwär- 
menden Wirkungen  der  Magneto-EIektricität  und  über  den  mechanischen 
Werth  der  Wärme**  (S.  1 — 40);  „Ueber  die  Wärmeentwickelung  bei  der 
Elektrolyse  des  Wassers**  (S.  41 — 55);  „Ueber  die  Temperatur -Verände- 
rungen durch  Verdünnung  und  Verdichtung  der  Luft**  (S.  50—76);  „Ueber 
das  Vorhandensein  einer  Aeqnivalenzbeziehung  zwischen  der  Wärme  und 
den  gewöhnlichen  Formen  mechanischer  Kraft'*  (S.  77 — 80);  „Ueber  das 
mechanische  Aequivalent  der  Wärme  ^  bestimmt  durch  die  Wärmeent- 
wickelung bei  Reibung  von  Flüssigkeiten'*  (S.  81 — 86);  „Ueber  das  mecha- 
nische Aequivalent  der  Wärme**  (8.  87 — 119);  „Einige  Bemerkungen  über 
die  Wärme**  (S.  120—127). 

Gröbere  Verstösse  gegen  den  deutschen  Sprachgebrauch  haben  wir 
nicht  vorgefunden. 

Freiberg.  Th.  Kötteritzsch. 

GmsdriBB  der  tbeoretlBohen  Astronomie  und  der  Oeschiolite  der  Planeten- 
theorien, von  Johannes  Frischauf.   Graz,  Leuschner  &  Lubensky, 
1871.    XII  und  159  Seilen,  8^ 
Die  Bestimmung  der  wahren  Bahnen  der  Planeten  und  Kometen,  wie 
auch  die  Vorausberecbnnng  der  scheinbaren  Oerter   der  letzteren   gehört 
ohne  Zweifel  zu  den  interessantebten  Anwendungen   der  Mathematik  und 
Mechanik,  und  derjenige  Schriftsteller,  welcher  es  versteht,  in  die  Behand- 
lung dieser  Probleme   auf  einfache  und  verständliche  Weise  einzuführen, 
wird  mit  Sicherheit  auf  ein  dankbares  Publikum  rechnen  können,  das  sich 
aus  Studirenden  und  Freunden  der  Astronomie  zusammensetzt,  denen ^s^t^ 
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nur  mehr  um  die  Er^c^ntniss  der  Möglichkeit  der  LösüDg,  als  am  ein 
Erfassen  aller  Einzelheiten,  die  dem  Fachmann  wichtig  werden,  zu  thun  ist. 
Die  vorliegende  Schrift  scheint  dem  Referenten  trefflich  zur  Erfüllung  des 
genannten  Zweckes  geeignet,  und  hat  er  sie  bereits  1871  seinen  Zuhörern 
am  hiesigen  Polytechnikum  im  Anschluss  an  einige  Vorträge  über  Bahn- 
bestimmung als  Ergänzung  empfohlen. 

Der  Verfasser  hält  im  Allgemeinen  den  Gang  der  Theoria  motus  ein 
und  beginnt  mit  Betrachtung  eines  und  mehrerer  Orte  in  der  Bahn,  sowie 
im  Räume;  zeigt  hierauf  die  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn  aus  drei 
Beobachtungen,  einer  parabolischen  Bahn  aus  drei  Beobachtungen  und 
einer  elliptischen  Bahn  aus  vier  Beobachtungen;  erläutert  sodann  die 
Vorbereitungsrechnungen  und  behandelt  endlich  die  Bestimmung  aus  einer 
grössern  Reihe  von  Beobachtungen,  wobei  auch  Encke's  Methode  der 
speciellen  Berechnung  der  Coordinatenstörungen  zur  Darstellung  gelangt. 

Nachdem  so  der  Leser  die  Lösung  der  fraglichen  Probleme  kennen 
gelernt  hat,  auch  in  den  Stand  gesetzt  ist,  sich  selbst  in  Rechnungen  zu 
versuchen ,  macht  ihn  der  Schluss  des  Werkchens  in  einem  geschichtlichen 
Ueberblick  mit  den  Theorien  der  Planetenbewegung  bekannt,  und  Mancher, 
der  diesen  Schluss  zuerst  durchblättert,  wird  hier  Anregung  zu  weiteren 
Studien  finden.  Aeusserst  fesselnd  ist  namentlich  die  Entdeckungsgeschichte 
der  Kepler* sehen  Qesetze  und  die  ausserordentliche  Energie  Kepler^s 
in  Verfolgung  seiner  Ideen  trotz  mühseligster  Rechnungen  nur  dazu 
angethan,  dem  Anfänger  als  aufmunterndes  Vorbild  bei  den  meist  nicht 
gerade  einfachen  astronomischen  Rechnungen  zu  dienen. 

Aachen.  Prof.  Dr.  F.  R.  Helmekt. 


Theorie  nnd  Darstellung  der  Beleuchtung  geaetzmäsBig  gestalteter  Flä- 
chen ^    mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse   technischer 
Hochschulen.    Von  Dr.  L.  Burmbster.    Mit^'einem  Atlas  von  14  litho- 
graphirten  Tafeln.    Leipzig  1871 ,  Verlag  von  B.  6.  Teubner. 
Die  darstellende  Geometrie,  welche  in  dem  letzten  Decennium  durch 
die  Einwirkung  der  neueren  Geometrie  vollständig  umgestaltet  und  zu  höhe- 
rer Entwickelung  befähigt  wurde,  musste  naturgemäss  auch  die  Bestimmung 
der  Licht-  und  Hellevertheilung  auf  den  Flächen  in  eine  ganz  neue  Bahn 
lenken  und  zu  neuen ,  einfacheren  XDonstructionsmethoden  führen.   In  den 
Lehrbüchern  der  darstellenden  Geometrie  wird  meistens  nur  die  Grenze 
zwischen  Licht  und  Schatten  bestimmt,   damit  ist  aber  für  das  Plastisch- 
Erscheinen  der  dargestellten  Gegenstände  fast  gar  nichts  gewonnen;  dem- 
nach entstand  das  Bedürfniss,'  die  gesetzmässige  Vertheilung  des  Lichttones 
sowohl  in  dem  direct,  als  in  dem  indirect  beleuchteten  Flächengebiete  des 
Dargestellten  constructiv  zu  bestimmen.     Diese  Bestimmung  wird  in  dem 
vorliegenden,  vortrefflich  auBgestatteteu  Werke  vollständig  theoretisch  und 
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praktisch  ausgeführt.  Die  Belenchtnng  der  Flächen  wird  in  demselben  zum 
ersten  Male  in  die  wahre  Beleuchtung  und  in  die  scheinbare  Be- 
leuchtung getheilt.  Die  erste  ist  nur  von  der  Neigung  der  Lichtrichtung 
gegen  die  beleuchteten  Flächenelemente ,  die  zweite  aber  von  dieser  Nei- 
gung und  ausserdem  von  der  Neigung  der  Sehrichtung  gegen  die  beleuchte- 
ten Flächenelemente  abhängig.  Die  wahre  Beleuchtung  findet  ihre  Geltung 
bei  matten,  die  scheinbare  Beleuchtung  bei  schwach  glänzenden  Flächen. 
Demgemäss  besteht  das  Werk  aus  zwei  Haupttheilen,  welche  gleichberechr 
tigt  nebeneinander  gestellt  werden.  Der  Künstler  wird  jedoch  der  schein- 
baren Beleuchtung  den  Vorzug  gebeu ,  denn  sie  lässt  die  Tonvertheilung 
wärmer  erscheinen  und  macht  auf^ien  Beschauer  der  dargestellten  Flächen 
einen  angenehmeren  Eindruck,  als  die  wahre  Beleuchtung. 

Die  einfache  Annahme,  von  der  der  Verfasser  bei  der  wahren  Beleuch- 
tung im  ersten  Theile  ausgeht,  ist:  „Die  Beleuchtung  einer  Fläche  wird 
durch  parallele  Lichtstrahlen  erzeugt,  die  auf  einer  Ebene  eine  gleichmäs- 
sige  wahre  Beleuchtung  hervorbringen.^'  Hierauf  bauend,  gelangt  er  mittelst 
der  höheren  Analysis  und  der  neueren  Geometrie  zunächst  zu  dem  Paral- 
lelogramm der  Lichtstrahlen*^  nach  dem  die  Lichtstrahlenbündel  wie  Kräfte 
zusammengesetzt  und  zerlegt  werden  können ;  er  entwickelt  dann  die 
Orundgleichungen  der  „Isophoten**  (Linien  gleicher  wahrer  Beleuchtungs- 
intensität oder  gleicher  Lichtintensität),  welche  als  Norm  für  die  Auftragung 
der  Farbentöne  dienen.  Es  ergiebt  sich ,  dass  die  Construction  der  Isopho- 
ten,  dieser  oft  seltsam  gestalteten  Curven,  schliesslich  auf  die  Tangenten- 
Ziehung  an  eine  betreffende  ebene  Curve  führt.  Aus  diesem  Grunde  wird 
für  viele  Curven  die  Tangente  für  einen  gegebenen  Berührungspunkt,  und 
der  Berührungspunkt  einer  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallelen  Tan- 
gente derart  bestimmt,  dass  eine  Construction  jene  Tangente  und  diesen 
Berührungspunkt  liefert,  je  nachdem  man  den  Constructionsweg  in  der 
einen  oder  in  der  andern  Richtung  durchschreitet.  Daraus  ergeben  sich 
mehrere  elegante  Tangentenconstructionen ,  so  z.  B.  für  die  Unduloide  und 
Nodoide.  Der  Verfasser  bebandelt  die  wahre  Beleuchtung  der  Cylinder- 
und  Kegelflächen ,  der  Rotationsflächen ,  Schraubenflächen ,  Conoidflächen, 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  andere  Flächenfamilien  allgemein  und  spe- 
ciell,  er  giebt  viele  in  den  lithpgraphirten  Tafeln  sorgfältig  ausgeführte 
Beispiele  in  senkrechter,  centraler  und  ax onometrischer jDarstellung,  welche 
den  Studirenden  anregen  und  als  Muster  für  die  selbstständige  Ausführung 
dienen  können.  Die. neuesten  Fortschritte  der  darstellenden  Geometrie  hat 
der  Verfasser  für  die  Beleuchtungsconstructionen  höchst  vortheilhaft  ver- 
wendet und  dadurch  die  Constructionen  sehr  vereinfacht. 

In  dem  zweiten  Theile,  der  die  scheinbare  Beleuchtung  behandelt,  ge- 
langen wir  in  ein  ganz  neues  Gebiet.  Als  Grqndlage  dient  die  Annahme: 
„Die  scheinbare  Beleuchtungsintensität  eines  Flächenelementes  ist  propor- 
tional der  wahren  Beleuchtungsintensität  desselben  und  proportional  d^m  Co-, 
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sinas  des  Winkels,  welchen  die  Normale  des  Flächeuelemeots  mit  der  Seh- 
richtnng  bildet/*  Aus  dieser  Annahme  werden  die  Grtmdgleiehangen  für 
die  „Isophengen**  (Linien  gleicher  scheinbarer  Beleachtangsintensität  oder 
gleicher  Helle)  abgeleitet.  Es  treten  bei  der  scheinbaren  Belenchtang  un- 
erwartete, einfache  interessante  Beziehungen  auf,  welche  zu  einfachen  Con- 
strnctionen  der  Isophengen  aller  obengenannten  Flächen  führen.  Obgleich 
die  wahre  Beleuchtung,  wie  der  Verfasser  hervorhebt,  im  Princip  einfacher 
ist  als  die  scheinbare  Beleuchtung,  so  zeigt  sich  doch,  dass  die  Darstellung 
der  letzteren  im  Allgemeinen  kaum  schwieriger,  ja  in  einzelnen  Fällen  so- 
gar einfacher  als  die  der  ersteren  ist. 

Das  Buch  ist  von  der  Verlagshandlung  sehr  schön  ausgestattet;  Text 
und  Tafeln  sind  fast  durchgängig  correct,  den  es  sind  nur  wenige  Druck- 
fehler geblieben  und  diese  wenigen  wird  der  Lernende  lesend  leicht  erken- 
nen. Die  letzte  Tafel,  welche  die  Licht-  und  Hellevertl^eilung  auf  einigen 
Flächen  zur  Anschauung  bringen  soll ,  ist  leider  in  der  oberen  Reihe  vom 
Drucker  mangelhaft  hergestellt.  Derjenige  aber,  der  solche  Tafeln  mit 
Sepie  oder  Tusche  selbst  ausführt,  wird  sich  über  das  plastische 'Hervortre- 
ten der  dargestellten  Flächen  erfreuen. 

Im  Uebrigen  kann  man  sagen:  Das  Buch  bietet  mit  seinen  sorgfältig 
gezeichneten  und  künstlerisch  ausgeführten  Tafeln  dem  Leser  viel  Neues 
und  Interessantes;  die  Theorie  der  Beleuchtung  ist  durch  dasselbe  in  ein 
neues  Stadium  getreten,  von  dem  aus  sie  sich  theoretisch  weiter  entwickeln 
und  in  der  praktischen  Anwendung  nützlich  zeigen  wird. 

Referent  kann  dieses  Buch  dem  Lehrer  der  darstellenden  Geometrie, 
dem  Techniker  und  dem  Mathematiker  mit  voller  Ueberzeugung  zum  erfolg- 
reichen Studium  empfehlen.  Schlömilch. 
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Recensionen. 

Bibliografija  pismiennictwa  polskiego  z  dziatu  Malematyki  i 
Fiztjki  oraz  ich  zastosowari.  Na  obchod  czlerechsellet- 
niej  rocznicy  urodzin  Kopernika.  Nakladem  wiaiciciela 
ßihlioteki  kornickiej ,  przewodnicz^cego  w  töwarcystwie 
nauk  hcislych  w  Paryzu,  napisana  i  tvydana  przez  Dra 
Teofila  Zebrawskiego  Czlon.  Akad,  Krak.  W  Krakome  rtf  dru~ 
kartii  Universytelu  Jagiellonskiego  ped  zarz^dem  A\  Mankowskiego  1873. 
-  gr.  8«.    1.  Blatt,  TU  u.  618  SS.,  4  Tf.  Abb. 

Die  vorliegende  polnisch  •  mathematisc]!  -  physikalische  Bibliographie 
von  Theophil  Zebrawski  verzeichnet  2640  Schriften  u.  dergl.  In  den 
Kreis  der  aufzunehmenden  Bücher  sind  aber  eine  solche  Menge  von  Sachen 
hineingezogen,  die  füglich  nicht  hineingehören,  dass  sich  die  Zahl  wohl 
bedeutend  vermindern  würde,  wollte  man  alle  die  betreffenden  Bücher  aus- 
merzen. Wie  dickleibig  würde  wohl  eine  deutsche  mathematische  Biblio- 
graphie werden,  wenn  wir  jeden  beliebigen  Kalender  als  mathematisches 
Werk  aufführen  wollten ,  statt  uns  auf  die  wirklich  zu  astronomischen 
Zwecken  edirten  zu  beschränken?  Wird  ein  Werk,  wie  z.  B.  des  Ptole- 
maus  Geographie,  dadurch  zu  einem  polnischen  Werke,  dass  jdarin  auch 
von  Sarmatien  gehandelt  wird ,  so  dass  sämmtliche  Ausgaben  des  Buches, 
jede  mit  fortlaufender  Nummer,  als  Bestandtheil  der  polnischen  Literatur 
aufgeführt  werden?  Hat  ein  Pole  irgendwo  das  Werk  irgend  Jemandes 
abgeschrieben,  so  ist  die  betreffende  Handschrift  eine  polnische  Hand- 
schrift, mag  nun  der  wirkliche  Verfasser  ein  Italiener,  Deutscher  oder  sonst 
wer  sein.  Dass  Arbeiten  über  polnische  Sohriftsteller  an  betreffender  Stelle 
aufgeführt  werden,  hat  seine  Berechtigung;  auch  darüber  wollen  wirkein 
Wort  verlieren,  dass  der  Begriff  Polen  im  weitesten  Sinne  genommen  wird, 
und  dass  also  ein  gut  Theil  jetzt  völlig  deutscher  Länder  als  polnisch  her- 
halten müssen,  und  es  dem  Verfasser  nicht  selten  geschieht,  dass  er  deutsche 
Schriften  als  polnische  aufführt,  weil  dieselben  z.  ß.  in  Danzig  erschie- 
nen sind.  '  •  r^  1 
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Die  AnorrTnüDg  ist  nach  Jahrhunderten,  so  dass  die  Zngohörigkeit 
einer  bestimmten  Persönlichkeit  zn  einem  bestimmten  Jahrhundert  sowohl 
seinem  Werke,  als  den  über  ihn  handelnden  Schriften  den  Platz  anweist. 
Am  Ende  ist  ein  Index  Nominum  angehängt;  eine  systematische  Uebersicht 
sucht  man  vergebens,  und  dies  ist  ein  Hauptmangel  der  Arbeit,  deren  An- 
gaben sonst  vollkommenes  Vertrauen  verdienen,  da  sie  zum  grössten  Tlieile 
auf  Autopsie  beruhen.  Es  ist  in  dem  Werke  zum  ersten  Male  der  Versuch 
einer  Bibliographia  Copernicana  gemacht,  die  freilich  bei  Weitem 
nicht  vollständig  ist,  nicht  einmal  die  Ausgaben  vollständig  enthält,  denn 
\M0  ist  von  der  Müller'schen  Ausgabe  eine  neue  Titelauflage  gemacht 
worden,  von  der  z.  B.  ein  Exemplar  auf  der  Dresdner  königl.  Bibliothek 
sich  befindet.  Die  Bibliographie  liefert  für  die  Streitfrage  der  Nationalität 
des  Oopernicus  übrigens,  ohne  es  zu  wollen,  einen  wichtigen  Beitrag. 
Mit  Recht  iiaben  die  Biographen  des  Oopernicus  auf  deutscher  Seit«»  be- 
tont, daHfi  man  wohl  Schriften  des  Oopernicus  in  deutscher  Sprache, 
nicht  aber  in  polnischer  besitze;  dagegen  war  das  Argument  der  Polen 
immer  das,  es  hatte  zu  des  Oopernicus  Zeiten  Polnisch  als  Schriftsprache 
noch  nicht  existirt,  Oopernicus  habe  also  überhaupt  polnisch  nicht  schrei 
ben  können.  Wie  hinfallig  dieses  Argument  ist,  zeigt  die  Bihliogra fijn 
^c]^Iagend,  denn  sie  giebt  unter  Nr  377  folgenden  Titel  eines  Werkes 
aus  dem  Jahre  1538:  Algorilmus:  To  jesih  nauka  Liczby:  Polk^ 
rzeczi^  wydnna:  Przez  Kxiipdza  Tomasza  K\osa  etc.  Crarovi^ 
ex  Offieina  ünyleriana  1538,  unter  Nr.  378  eine  Neuausgabe  desselben 
Werkes  aus  demselben  Jahre  und  unter  Nr.  579  den  Titel:  Przezrzenir 
Przygod  smiatskieh  z  hiegotv  Niebieskich  obaczone.  Na  Rok  Hnzy 
1544.  Przez  Misirza  Piolra  z  Proboszczowicz  eic.  Wenn  also  zu 
Lebzeiten  des  Oopernicus  mathematische  Bücher  in  polnischer  Sprache 
"gedruckt  sind,  wie  jetzt  sicher  feststeht,  so  muss  doch  unbestreitbar 
damals  Polnisch  Schriftsprache,  ja  schon  längere  Zeil  Schriftsprache  ge- 
wesen sf»in ,  da  wohl  kaum  mit  einer  so  abstracten  Sache,  wie  Mathematik, 
der  erste  Versuch  zu  einer  Schriftsprache  gemacht  sein  dürfte.  Dass  übri 
gens  Polnisch  schon  viel  früher  t;chriftlich  fixirt  ist,  zeigt  unser  Werk  eben- 
falls, denn  der  Compuius  manu  alt  s  von  1451  (Nr.  88  der  Bibliografija) 
endigt  mit  einem  polnisch  geschriebenen  Distychon: 

jyDuch  krzysz  lu(  tu  po  popyefczu  szroda  pyywa 
Ofütada  moya  myta  xnathe  dny  wyffdzecz  ma** 

Die  vier  angehängten  Tafeln  enthalten  unter  J  und  II  Initialen  aus 
Handschriften,  unter  Nr.  III  Wasserzeichen  des  Papieres  der  Handschriften 
und  Buchdruckersignete,  endlich  unter  Nr.  IV  Facsimile  des  Titplhlattes 
der  „Practica  deutsch  Magistri  Johannis  von  Erakaw  auf  das  Jahr  tausenth 
fünfhundert  vnd  .  iij.**. 

Thorn,  2.  Januar  1874.  M.  Oübtze. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Literatnrseitmig.  1 9 


Bihlioteca  Malemalica  lialiana  dalla  origine  della  slampa  ai 
primi  anni  del  secolo  XIX ^  compilale  dal  DoU.  Ing,  Pielro  Ric- 
cardi  de,  Motiena  1870  -  1872,  fascicolo  F— 4*».  XXIX  S. ,  3  Blatt, 
Sp.  1 — 96;  Sp.97— 266;  Sp.  257— 432;  Sp.433  — 6M,2  Blatt  und 
Sp.  1  —  16. 

Die  vorliegenden  vier  Hefte  der  Biblioteca  Malemalica  lialiana, 
welche  den  ersten  Band  des  ersten  Theiles,  der  alphabetisch  nach  den 
Autoren  geordnet  ist,  sowie  einen  Thei)  des  Nachtrags  enthalten,  bilden 
einen  höchst  werthvollen  Beitrag  zur  mathetuatischeti  Bibliographie.  Es 
wäre  wohl  zu  wünschen,  daüs  jede  Nation  einer  ähnlichen  sich  erfreue. 
Man  i>iehl,  mit  welcher  Liebe  der  Verfasser  seine  Aufgabe  erfasst,  mit  wel 
clior  Treue  er  dieselbe  durchgeführt  hat.  Auf  seine  Arbeit  könnte  man  wohl 
mit  Recht  jene  Lobspruche  anwenden,  welche,  wie  ich  früher  in  diesen 
Blättern  mittheilte,  Herr  A.  Er  lecke  seiner  nichts  weniger  als  exactes 
und  branchbaren  Arbeit  selbst  spendet. 

Der  bis  jetzt  erschienene  erste  Band  des  ersten  Theiles  umfasst  die 
Werke  von  Abaco  bis  Kirchoff  er  di  Kirchoff  en  veronese.  Der  zweite 
Band  wird  die  Werke  von  L  bis  Z  bringen ,  der  zweite  Theil  dann  eine 
systematische  Uebersicht  der  jetzt  nur  alphabetisch  aufgeführten  Werke. 
Der  Appendic e  f^nih^Wi  ausser  einer  Druckfehlersammlung  noch  Cor- 
rezioni  ed  Aggiunii,  die  aber  noch  nicht  zum  Abschluss  gelangt  sind. 

Die  Einrichtung  den  Buches  ist  folgende.  Zunächst  steht  der  Name  des 
Verfassers,  dessen  Werke  aufgezählt  werden  sollen,  mit  Angabe  des  Ge- 
burtsortes und  der  Lebenszeit,  soweit  sie  mit  Sicherheit  angegeben  werden 
kann.  Dann  folgt  in  kleinerer  Schiift  die  Angabe  der  Literatur  über  den 
Autor,  darauf  in  grösserer  Schrift  die  Aufzählung  der  einzelnen  Werke  von 
1  an  numerirt  Verschiedene  Ausgaben  werden  durch  Indices,  wie  l, ,  2, 
unterschieden.  Unter  jedem  einzelnen  Werke  ist  die  genauere  bibliogra- 
phische Angabe,  sowie,  wenn  nöthig,  kurze  Mittheiluug  über  den  Inhalt  des 
betreffenden  Werks  in  kleiner  Schrift  abgedruckt.  Als  Beispiele  der  Reich- 
haltigkeit wähl'**!  wir  zwei  berühmte  Namen:  Cardano  und  Galilei,  Der 
Artikel  Cardano  Girolamo,  milanese  nato  a  Pavia,  1501  —  1566  umfasst 
Spalte  248  —  260;  der  Artikel  Galilei  Galileo,  da  Pisa,  1564 --  1642  erstreckt 
sich  von  Spalte  503  —  565.  Von  den  in  Zeitschriften  erschienenen  Schriften 
eines  Autors  ist  stets  in  dem  Artikel,  der  ihm  gewidmet  ist,  gehandelt,  mit 
Angabe,  wo  die  Abhandlung  erschien;  die  betreffende  Sammlung  ist  jedocii 
unter  ihrem  Stichwort  an  gehöriger  Stelle ,  aber  ohne  Inhaltsangabe  auf- 
geführt. 

Wir  können  dem  verdienten  Verfasser  nur  wünschen ,  dass  er  sein 
Werk  in  solcher  Weise  fortführen  möge  bis  an  das  glückliehe  Ende,  und 
dass  ihm  noch  fernere  Müsse  bleiben  möge,  auch  das  neunzehnte  Jahrhun- 
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der!  in  ähnlicher  Weise  zu  behandeln.    Das  Bnch  dürfto  leider  bald  sa  den 
Seltenheiten  der  Literatur  gehören,  da  es  nur  in  250  Exemplaren  gedruckt  ist. 
Thorn,  2.  Januar  1874.  M.  Cübtzb. 


Elemente  der  analytlBohen  Geometrie  der  Ebene  in  trilinearea  Coordi- 

naten.  Für  Mathematiker  und  Studirende.   Von  Leopold  Schendel. 

Jena,  Hermann  Costenoble.    1874. 

Unter  diesem  Titel  hat  soeben  ein  Buch  die  Presse  verlassen ,  in  dem 

die  einfachen  geometrischen  Gebilde  der  Ebene  anter  Zugrundelegung  eines 

Fundamentaldreiecks  untersucht  werden. 

Der  Verfasser  nimmt  als  Coordinaten  des  Punktes  die  von  demselben 
mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  bestimmten  Dreiecksflächen  oder  vielmehr 
diesen  proportionale  Grössen  an  und  bestimmt  dann  die  Gerade  gleichfalls 
durch  drei  Coordinaten.  Hieran  schliesst  sich  die  Bestimmung  des  Winkels 
zweier  Geraden,  der  Entfernung  zweier  Punkte  u.  s.  w.  Der  Umstand,  dass 
dieselben  Coordinaten,  wie  die  dabei  erscheinende  unendlich  ferne  Gerade, 
der  Schwerpunkt  des  Fundamentaldreiecks  hat,  bestimmt  den  Verfasser  zur 
Bezeichnung  desselben  als  endlich  fernen  Punkt  und  zur  Einführung  der 
den  bekannten  durchaus  analogen  Begriffe  des  Winkels  zweier  Punkte, 
der  Entfernung  zweier  Geraden  u.  s.  f.  Die  Darstellung  der  Tangente  die- 
ses Winkels  durch  die  Coordinaten  der  Punkte  führt  auf  sechs  Grössen,  die 
den  Seiten  und  Winkeln  des  Fundamentaldreiecks  genau  entsprechen  und 
die  so  beschaffen  sind,  dass  diese  durch  jene  in  derselben  Weise  darstellbar 
sind ,  wie  jene  durch  diese.  So  zeigt  sich  eine  vollständige  Analogie  zwi- 
schen Punkt  uud  Gerade,  die  auch  äusserlich  durch  die  Bezeichnungen  zur 
Anschauung  gebracht  wird  und  die  endlich  in  der  Darlegung  der  verschie- 
denen Bedeutung  der  Coordinaten  ihre  allgemeine  Begründung  und  in  dem 
Princip  der  Dualität  ihren  Ausdruck  findet.  Dabei  erweisen  sich  die  Co- 
ordinaten der  Geraden  als  die  sogenannten  Plücker^schen  Coordinaten, 
und  es  zeigt  sich,  dass  der  Zusammenhang  derselben  nicht  blos  durch  eine 
Gleichung  zweiten ,  sondern  auch  durch  eine  solche  ersten  Grades  darstell- 
bar ist.  Die  wichtige  Bedeutung  des  Schwerpunktes  giebt  hiernach  dem 
Verfasser  den  Anlass  zur  Betrachtung  des  Schwerpunktes  materieller 
Punkte,  die  einerseits  auf  einem  merkwürdigen  sogenannten  Kreise  der 
mittleren  quadratischen  Entfernungen  und  durch  diesen  auf  die  Potenz  eines 
Punktes  führt  und  andererseits  insbesondere  zeigt,  dass  die  Coordinaten 
des  Punktes  seine  barycentrischen  (Möbius 'sehen)  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  Fundamentaldreieck  sind ,  woran  sich  die  Discussion  der  merkwür- 
digen  Punkte,  Geraden  und  Kreise  des  Dreiecks  und  in  einfacher  Weise  im 
Verein  mit  der  Reciprocität  uud  Collinearverwandtschaft  zwischen  Punkten 
und  Geraden  die  Coordinatentransformation  anfügt.  Darauf  wendet  sich 
der  Verfaseer  zum  Doppelverhältniss  und  insbesondere  ztu  einemr  Punkt- 
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8j8tem  einer  Geraden,  in  dem  immer  vier  Punkte  in  einer  von  einer  va- 
riablen Grösse  abhüngigen  Beziehung  zu  sswei  festen  Punkten  stehen;  von 
diesen  Punkten  werden  zwei  and  zwei  als  hyperbolische  und  elliptische 
Pankte  and  für  besondere  Werthe  dieser  Grösse  als  parabolische  oder  har- 
monische und  anhannonische  Hauptpankte  und  cyclische  oder  Hanpt- 
pnnkte,  and  ausserdem  immer  ein  hyperbolischer  und  ein  elliptischer  zu- 
sammen als  in  Bezug  auf  die  parabolischen  Puukte  harmonisch  oder  au- 
harmonisch  conjugirte  Pankte  bezeichnet.  Das  ist  der  Uauptinhalt  des 
ersten  Theiles. 

Der  zweite  Theil  handelt  von  den  Kegelschnitten,  auf  deren  Gebiete 
sich  in  dreifacher  Beziehung  die  Dualität  zeigt.  Zunächst  werden  zwei  nach 
dem  Princip  der  Dualität  einander  entsprechende  Classificationen  der  Kegel- 
schnitte in  Rücksicht  auf  die  unendlich  ferne  Gerade  und  den  endlich  fer< 
uen  Punkt  vorgenommen,  bei  deren  erster  ihre  Gestalt  und  bei  deren  zwei- 
ter ihre  Lage  in  Bezug  auf  einen  Punkt  in  Berücksichtigung  kommt;  sie 
werden  eingetheilt  in  Gerade,  Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln  und  in  Punkte, 
relative  Ellipsen,  Paral)eln,  Hyperbeln.  Sodann  zeigt  sie  sich  in  der  Zwei- 
theilung der  Kegelschnitte  in  Ellipsen  und  Hyperbeln ,  als  deren  Grenzfall 
die  Parabeln  erscheinen  und  unter  denen  die  elliptischen  (gewöhnlichen) 
und  hyperbolischen  Kreise  (gleichseitigen  Hyperbeln)  besonders  hervor- 
treten. Und  endlich  erscheinen  die  Kegelschnitte  selbst  als  solche  im  All  • 
gemeinen  als  der  eine  Theil  eines  zweitheiligen  Ganzen.  Es  werden  näm- 
lich, um  nur  von  der  Geraden  zu  reden,  die  auf  ihr  liegenden  Punkte  des 
Kegelschnittes  als  harmonische  Hauptpunkte  und  ihre  Mittelpunkte  in  Be- 
zog auf  diese  —  in  dem  entsprechenden  Falle  treten  an  deren  Stelle  Win- 
kelhalbirungslinien  —  als  Hauptpunkte  derselben  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt aufgefasst  und  dadurch  zugleich  ihre  anharmonischen  Hauptpunkte 
bestimmt;  und  wie  nun  zwei  Punkte,  die  in  Bezug  auf  die  harmonischen 
Hauptpunkte  ihrer  Verbindungslinie  harmonisch  oder  in  Bezug  auf  die  an- 
harmonischen Hauptpunkte  derselben  anbarmonisch  conjugirt  sind,  als  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  polar  conjugirt  bezeichnet  werden ,  so  werden 
zwei  Punkte,  für  die  das  Umgekehrte  statthat,  in  Bezug  auf  ihn  apolar  con- 
jugirt genannt.  Und  es  ist  der  Kegelschnitt  der  Ort  der  sich  selbst  polar 
conjugirten  Punkte  und  Geraden ,  und  der  Ort  der  sich  selbst  apolar  con- 
jugirten  Punkte  und  Geraden  der  andere  Theil  jenes  zweitheiligen  Ganzen. 

Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  werden  von  dem  Verfasser  unter 
Annahme  eines  Princips  der  Oontinuität  in  einer  einheitlichen  Weise  ab- 
geleitet. Durch  sie  sowohl,  als  auch  durch  die  sie  darstellenden  analy- 
tischen Ausdrücke  wird  eine  vollständige  Analogie  zwischen  Ellipse  und 
Hyperbel  und  insbesondere  zwischen  dem  elliptischen  und  hyperbolischen 
Kreise  dargethan,  doch  so,  dass  der  elliptische  Kreis  insofern,  als  von  ihm 
oder  dessen  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  die  Metrik  der  geo- 
metrischen Gebilde  abhängig  erscheint,  mehr  in  den  Vordergrund  tritt  undj 
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dieses  Vurrecht  aaf  dem  Gebiete  4^r  Oerter  der  sieb  selbst  apolar  conjagir 
ten  Punkte  twl  (ieradvn  dem  dem  byperbolibchen  Kreise  entsprecheuden 
Orte  zuzukommen  hcbeiut.  Die  zum  Kegelscbnitte  iu  Beziehung  stehenden 
ausgczeicbneten  Punkte,  Geraden  und  Kreise,  wie  z.  B.  die  harmonischen 
und  anbarmonibcheu  Hauptdiatu^^trallinien  (Asymptoten  und  gleichen  cou- 
jugirten  Durchiuesber),  die  Uauptdiametrallinien  (Axen),  die  Brennpunkte, 
und  ferner  die  Abstämlu  eines  Punktes  von  den  Hauptdiametrallinien,  die 
Entfernungen  der  Brennpunkte  und  Scheitelpunkte,  vom  Centrum  u.  s.  f. 
werden  in  trilinearen  Coordinaten  dargestellt,  und  zwar  werden  die  Gleich- 
ungen z.  B.  der  Geraden  in  einer  solchen  Form  gegeben,  da^s  sie  nach 
einer  kleinen  Aenderuug  deren  Pole  darstellen.  Den  (elliptischen)  Brenn 
punkten  stellt  der  Verfasser  zu:  Seite  die  hyperbolischen  Brennpunkte  oder 
die  auf  den  Uauptdiametrallinien  liegenden  Punkte  des  Ortes  je  zweier  zu 
einander  rechtwinkliger  Geraden  des  Kegelschnittes  und  wird  dadurch  auf 
zwei  den  imaginären  Kreispunkten  entsprechende  sogenannte  unendlich 
ferne  reelle  Kreispunkte  geführt,  die  in  naher  Beziehung  zu  den  unendlich 
fernen  Punkten  stehen,  die  in  der  Theorie  der  Kegelscbnitte  als  Repräseo- 
tauten  der  unendlich  fernen  Punkte  aller  liyperbolibcheu  Kreise  angesehen 
werden  köuneu  und  über  die  der  Verfasser  in  einer  im  Vorwort  angezeig- 
ten Abhandlung,  in  der  auch  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Analysis  eine 
gewisse  Dualität  aufgedeckt  wird,  das  Nähere  geben  wird.  Weiter  wer- 
den die  die  verschiedenen  .Charaktere  der  Kegelschnitte  kennzeichnen- 
den Functionen  und  die  im  Laufe  der  Untersuchungen  auftretenden  Coeffi 
cientenfuuctionen  zweier  Kegelschnitte  als. Invarianten  nachgewiesen  und 
der  Potenzexponent  des  Coefficienten,  den  sie  bei  dem  Uebergange  zu  einem 
andern  Fundamentaldreieck  annohmen,  als  Invarianteuexponeut  bezeichnet; 
vermittelst  desselben  wird  u.  A.  der  Flächeninhalt  des  in  Bezug  auf  zwei 
Kegelschnitte  polar  coujugirten  Dreiecks  durch  Invarianten  ausgedrückt. 
Und  endlich  spricht  der  Verfasser,  nachdem  er  noch  die  einfacheren  Formen 
der  Kegelschuittsgleichung,  den  Krüuimungskreis  und  das  Doppelverhält 
niss  von  vier  Punk'en  und  Geraden  des  Kegelschnitts  betrachtet,  zum 
Schlüsse  von  der  llerleitung  eines  neuen  Satzes  aus  einem  bekannten  ver 
mittelbt  des  Princips  der  Pularreciprocität  und  von  der  Verallgemeinerung 
von  Sätzen  durch  die  Principieii  der  Dualität  und  (Kontinuität ;  die  letztere 
Methode,  die  sich  auf  die  Veränderlichkeit  der  Lage  des  endlich  fernen 
Punktes  gründet,  ersetzt  die  Projectionsmethode. 

Man  wird  aus  dieber  luhaltbaugabe  ersehen,  dass  der  Verfasser  ein 
reiches  Material  in  eigenthümlicher  Form  bearbeitet  hat.  Jedenfalls  ver- 
dient   sein   Werk   die  Beachtung   aller  Freunde   der  neueren  analytischen 
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Becensionen. 

Verschiedene  Methoden  rar  Berechnung  der  ansiehenden  Kraft  gleioh- 
ftrmig  mit  Hasse  helegter  Kreislinien  nnd  Kngelsohalen  anf  ausser- 
halb und  innerhalb  gelegene  Hassenpnnkte  und  einige  Sätze 
über  das  Potential.  Von  Dr.  0.  Bender.  Nördlingen ,  Beck'scbe 
Bnchhandlung.  • 

Das  kleine,  68  Seiten  gr.  4°  entbaltende  Schriftchen,  dem  noch  eine 
Figarentafel  beigegeben  ist,  enthält  die  Berechnung  der  Anziehung  von 
ebenen  massenbelegten  Figuren  oder  von  Körpern ,  die  aus  der  Kreislinie 
auf  einfachste  Weise  entstanden  gedacht  werden  können,  auf  einzelne 
Massenpunkte.  Die  Massenbelegung  der  anziehenden  Körper  ist  durchaus 
gleichförmig  angenommen.  Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Anziehung  er- 
folgt, wird  verschieden  angenommen,  namentlich  werden  miteinander  die 
sehr  analogen  Resultate  verglichen ,  die  sich  ergeben ,  wenn  für  die  Kreis- 
linie die  Anziehung  der  Entfernung  einfach  umgekehrt  proportional  an- 
genommen wird  und  wenn  für  die  Kugel  die  Anziehung  umgekehrt  propor- 
tional dem  Quadrate  der  Entfernung  erfolgt.  Die  Resultate  werden  gewon- 
nen theils  und  vorzüglich  durch  elementare  Rechnung,  die  namentlich  die 
Integrationen  zu  umgehen  sucht,  und  theils  durch  directe  Anwendung  der 
höhern  Mathematik.  Die  Einfachheit,  Sicherheit  und  Strenge  der  letzteren 
Methode  tritt  gegen  die  Umständlichkeit  der  ersteren,  die  noch  dazu,  weil 
sie  des  Satzes  über  das  Unendlichkleine  höherer  Ordnung  entbehrt,  an  we* 
sentlichen  Mängeln  der  Unsicherheit  leidet,  deutlich  hervor. 

Dies  ist  der  Inhalt  des  ersten  Abschnittes,  ihm  folgt  ein  zweiter  von 
Seiteds — 42,  der  die  elementarsten  Sätze  über  die  Potentialfunction  (hier 
kurz  Potential  genannt)  enthält.  Von  Seite  43 — 48  folgen  einige  einfache 
Sätze  über  das  logarithmische  Potential  und  von  Seite  48—54  einige  Sätze 
über  Integrale,  wie  sie  in  der  Potentialrechnung  häufig  gebraucht  werden. 
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In  einem  Anhange  von  Seite  ö5— 58  ist  noch  einiges  üher  die  An- 
ziehung einer  ellipsoidischen  Schale  gebracht,  die  begrenzt  wird  von  den 
beiden  Ellipsoiden 

Freiberg,  d,  19.  Decbr.  187a.  .Th.  Kötteritzsch. 


Die  Schule  des  Physikei«.  Experimentell  qnd  mathematisch  dnrehgoführte 
Versuche  als  Leitfaden  bei  den  Arbeiten  im  physikalischen  Labo- 
ratorium von  Dr.  Ludwig  Kijlp.  Heidelberg.  Garl  Winter's  üni- 
versitfttsbuchhandlung.    1873. 

Je  mehr  auch  in  der  Physik,  wie  bereits  schon  seit  längerer  Zeit  in  der 
Chemie,  sich  bestimmte  Normen  und  Regeln  herausbilden,  nach  denen 
häufig  wiederkehrende  Bestimmungen  physikalischer  Grössen  auszuführen 
sind,  je  mehr  die  Physik  an  Popularität  und  allgemeiner  Brauchbarkeit  ge- 
winnt, um  so  mehr  wird  es  auchBedürfniss,  dass  Lehrbücher  erscheinen,  die 
dem  gefühlten  Mangel  abzuhelfen  suchen.  So  war  das  kürzlich  in  ähn- 
lichem Sinne  von  Kohlrausch  erschienene  Werkchen  in  seiner  ersten  Auf- 
lage bald  vergriffen  und  sicher  hilft  auch  das  vorliegende  einem  immer  noch 
gefühlten  Mangel  entsprechend  ab.  Die  p]inrichtung  dazu  hat  das  vorlie- 
gende Werkchen  in  vorzüglicher  Weise,  namentlich  möchten  wir  hervor« 
heben,  dass  die  Apparate,  welche  zur  Ausführung  der  einzelnen  Arbeiten 
verlangt  werden,  möglichst  einfach  gewählt  sind  und  dass  die  Anordnung 
des  Stoffes  in  jeder  einzelnen  Aufgabe  zweckmässig  so  getroffen  ist,  dass 
zunächst  auf  die  klar  ausgesprochene  Aufgabe  die  Aufzählung  der  zu  ihrer 
Lösung  nöthigen  Apparate  folgt  und  dann  die  Anleitung  zur  Lösung  aof 
mathematischer  oder  praktischer  Grundlage. 

Der  Stoff,  über  welchen  man  sich  durch  ein  beigegebenes  ausführliches 
Inhaltsverzeichniss  bald  orientiren  kann,  umfasst:  1.  Themas'aus  der  Mecha- 
nik S.  1  — 138,  aus  der  Lehre  vom  Magnetismus  S.  141  — 184,  aus  der  Lehre 
vom  Galvanismus  S.  187—236,  aus  der  Akustik  S.  239 — 272,  ans  der  Optik 
S.  276 — 400,  aus  der  Wärmelehre  S.  403  —  474.  Hieran  schliesst  sich  ein 
Abschnitt,  Überschrieben:  Ergänzungsthemas  von  S.  477—^522,  der  kleinere 
Aufgaben  aus  allen  eben  genannten  Gebieten  enthält.  Etn  Anhang 
S.  525  —  606,  der  allgemeine  Regeln  über  die  Ausführung  der  praktisch- 
physikalischen  Arbeiten  und  über  die  theoretische  Verarbeitung  der  ge- 
wonnenen Resultate  enthält  und  eine  Sammlung,  umfassend  die  nöthigsten 
physikalischen  und  mathematischen  Tabellen  S.  609  —  624,  schliesaen  das 
ganz  vortreffliche  Werkchen. 

Freiberg,  den  2.  Februar  1874.  Th.  Köttbritzsoh. 
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Physikalitohe  Aufgaben  nebst  ihrer  Auflösung.  Eine  SammlnDg  znm 
Gebranche  aaf  höheren  Unterriclits  an  stalten  nnd  bei^  Selbstunter- 
richte.  Von  Dr.  H.  Emsmann.  3.  Anfl.   Leipzig,  Otto  Wigand.  1878. 

Diese  umfassende  und  zweckmässig  angeordnete  Aufgabensammlung 
unterscheidet  sich  von  den  früheren  Auflagen  zu  ihrem  Vortheil  wesentlich 
dadurch,  dass  in  ihr  das  metrische  Masssystem  durchaus  eingeführt  ist.  Sie 
enth&lt  Aufgaben  aus  dem  gesaromten  Gebiet  der  Physik,  und  zwar  der 
Reihe  nach  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  Akustik,  Wärmelehre,  Optik, 
Magnetismus  und  Electricität  und  erheischt  natürlich  keine  höheren  mathe- 
matischen Hilfsmittel,  als  sie  die  sogenannte  niedere  Mathematik  gewährt. 
Die  einzelnen  Abschnitte  enthalten  noch  Formelzusammenstellungen  und 
das  nöthige  Tabellenwerk,  so  dass  nach  einem  vernünftig  ertheilteu  physi- 
kalischen Unterricht  der  Lehrer  nur  dem  Schüler  die  Nummer  der  zu 
lösenden  Aufgabe  anzugeben  hat,  um  mit  Grund  die  Ausführung  der  Lösung 
der  Aufgabe  Seiten  des  Schülers  erwarten  zn  können. 

Der  Aufgabensammlung  ist  noch  ein  wichtiger  zweiter  Theil  beigege- 
ben, der  die  Auflösungen  enthält;  dabei  ist  die  Lösung  jeder  schwierigeren 
Aufgabe  noch  zweckmässig  erläutert. 

Wir  betrachten  die  vorliegende  Aufgabensammlung  als  eine  der  zweck- 
massigsten  ihrer  Art,  die  man  jedenfalls  mit  Glück  auch  als  einfaches  Re- 
petitorium  den  Schülern  in  die  Hände  geben  könnte. 

Freiberg,  den  14.  Decbr.  1873.  Th,  Köttbritzsch. 


/  Precursori  dt  Copernico  nelVAntichiiä.  Ricerche  storiche  di  Q.  V, 
Schiaparellu  JJlrico  Hoepli  editoro - librajo ,  Milano  e  Napoli  1873. 
(Pubbltcazioni  del  Reale  Osservaiorio  di  Brera  in  Milano  No.  IIL)  4®. 
1  Bltt.,  52  S. 

Der  berühmte  Director  der  Sternwarte  der  Brera  zn  Mailand  hat 
die  Festrede,  welche  er  im  königl.  lombardischen  Institute  zur  vierhundert- 
jährigen Feier  der  Geburt  des  Vaters  der  neueren  Astronomie  gehalten  hat, 
in  offenbar  erweiterter  Gestalt  der  Oeffentlichkeit  übergeben.  Er  hat  in 
eingehendster  Weise  alle  Versuche  des  Alterthums,  die  himmlischen  Be- 
wegungen durch  Bewegungen  der  Erde  zu  erklären,  der  Untersuchung  un- 
terworfen. Neben  ihrer  gewählten  Sprache  dürfte  die  Schrift  durch  ihre 
Vollständigkeit  die  Aufmerksamkeit  auf  sich  lenken. 

Seine  Arbeit  hat  der  Verfasser  in  fünf  Abschnitte  getheilt.  Der  erste 
behandelt  die  Pythagoräer,  speciell  Pythagoras  selbst,  Philolaos, 
Hiketas  und  Archedemos;  der  zweite  Plato  (wir  machen  hier  beson- 
ders auf  die  prächtige  Darlegung  der  Ideen  des  Timäos  aufmerksam);  der 
dritte  Heracleides  Ponticos  und  Ekphautos;  der  vierte  Aristarch 
von  Samos  und  Seleukos,  hier  haben  wir  schon  das  System  des  Co 
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peroiem  —  das«  der  Letztere  das  Sjstem  des  Aristarch  gekannt  hat, 
lehrt  die  Säcalaraosgabe  nach  dem  Original manoscript  — ;  der  fünfte  end- 
liehf  Arjabhatta  nnd  Prithädaca-Swami  aberschrieben,  zeigt,  was 
von  den  griechiscben  Lebren  sieh  bei  den  Indern  wiederfindet.  Die  Seiten 
40  —  51  nirnmnit  dann  eine  Sammlnog  aller  der  Stellen  im  Originaltexte  ein, 
welche  der  Verfasser  im  Laufe  seiner  Abhandlang  zu  citiren  genöthigt  ist. 

Von  allen  ß^hanptangen,  welche  Herr  Schi apar eil i  aufstellt,  ist  nur 
eine  einzige,  die  wir  nicht  vol  1  ständig  ante rsch reiben  können.  ^.Nel  lumgo 
inlervallo  trascorso  fra  la  decadenza  della  scuola  dt  Jiessandria  ed  Ü  risorgimento 
delle  scienze  in  Occidtnte,  non  era  da  aspettarsi  che  alcuno  proponesse  ü  molo 
della  Terra  come  legi  scentifica.  I  sistemi  cosmici  si  riavicinavano  a  quellt 
dOmero  e  dt  Talete,  e  la  stesta  roUmdÜa  della  Terra,  durante  un  certo  iempo,  fu 
in  Europa  una  nozione  riserbata  a  menii  privilegiaie.  Ne  si  legge ^  che  gli 
Arabi,  i  quali  iennero  in  quelVinterüallo  il primato  scientifico,  e 
conservarano  con  diligenza^  ma  non  esiesero,  le  conquiste  asiro- 
nomiche  dei  Greci  abbinno  pensalo^  che  vi potesse  esser  un^asiro- 
nimia  piii  iemplice  e  piii  vera  che  quella  deirAlmagesio"^  schreibt 
der  Herr  Verfasser  am  Anfange  des  fünften  Abschnitts.  Er  scheint  also 
nicht  za  kennen  die  neueren  Arbeiten  Mnnk's  nnd  Steinschneider*s 
über  Alpetragias,  die  Bemerkungen  Le  Verrier^s  und  Narducci's 
Über  Arzachel,  der  die  excentrischen  Kreise  nnd  Epicyclen  schon  durch 
F311ip8en  ersetzte;  er  scheint  nicht  an  den  Ausspruch  Königs  Alfons  des 
Weisen,  der  ja  in  der  Astronomie  wohl  zu  den  Arabern  zählt,  zu  denken: 
„Wenn  ich  Gott  wäre,  so  hätte  ich  die  Welt  besser  eingerichtet^' 

In  Betreff  des  ersten  Abschnittes  ist  es  von  hohem  Interesse,  die  beiden 
Abhandlungen  Th.  Henri  Martin's  im  Bulletino  Boucompagni, 
T.  V,  1872:  „Hypothese  astronomique  de  Pyihagore''  und  „Hypo- 
these astronomique  de  Philolaüs^^  (8.99  — 157),  zu  vergleichen.  Beide 
Verfasser  kommen  auf  verschiedenem  Wege  an  dasselbe  Ziel. 

Thorn,  April  1874.  M.  Curtze. 
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Kecension. 

Regiomontanns  (Joh.  Müller  ans  Königsberg  in  FraDken),  ein  geistreicher 
Vorläufer  des  Colnmbns.  Von  Alexander  Zibgler.  Dresden, 
C.  Höckner.    1874. 

Wäre  die  kleine,  6^^  Druckbogen  starke  Monographie,  die  uns  vorliegt, 
wirklich  keinem  andern  Gegenstande  gewidmet,  als  der  Begründung  der  in 
dem  Titel  angedeuteten  Behauptung,  wäre  nur  darüber  eine  Untersuchung 
angestellt,  wie  weit  es  berechtigt  ist,  dem  Regiomontanus  unter  den  geisti- 
gen Entdeckern  Amerikas  einen  Platz  anzuweisen ,  so  würde  Referent  be- 
scheiden schweigen,  würde  am  allerwenigsten  die  Literaturzeitung  dieses 
mathematisch  -  physikalischen  Fachblattes  zu  einer  Auseinandersetzung  mit 
dem  Verfasser  der  Monographie  benutzen.  Allein  dem  ist  nicht  so.  Erst 
auf  S.  67  wendet  sich  der  Verfasser  zu  Regiomontanus  als  Vorläufer  des 
Columbns  in  dem  Sinne,  dass  er  für  ihn  die  Berechnung  von  Tabellen,  die 
Erfindung  von  Apparaten  in  Anspruch  nimmt,  ohne  welche  die  Eüstenfahrt 
niemals  in  eine  freie  Seefahrt  hätte  übergehen  können.  Die  vorhergehenden 
4%  Bogen  beschäftigen  sich  mit  Regiomontanus ,  dem  reinen  Mathematiker, 
und  dieser  räumliche  Haupttheil  der  Schrift  fordert  mit  Nothwendigkeit 
unsere  Kritik  heraus. 

Wir  können  uns  dieselbe  sehr  leicht  machen,  indem  wir  dem  Verfasser 
für  die  Zukunft  den  Rath  ertheilen,  nicht  über  Dinge  zu  schreiben,  die  ihm 
so  fremd  sind,  wie  die  Geschichte  der  Mathematik.  Wer  von  den  Werken 
des  Apollonios  Conicos  (S.  7),  von  der  Schrift  Johann  Werner 's 
über  die  Kegel a b schnitte  (S.  18)  spricht,  wer  Albrecht  Dürer  in  neun 
verschiedenen  Trefiflichkeiten,  nur  nicht  als  Geometer  kennt  (S.  21),  wer  die 
Heimath  des  im  heutigen  Cus  gegenüber  von  Bernkastei  an  der  Mosel 
geborenen  Cardinais  Cnsanus  „Gauss"  schreibt  (vielleicht  in  irriger 
Erinnerung  an  den  Franzosen  Salomon  de  Caux?)  (S.  62),  von  dem  darf 
man  auch  die  Behauptungen  erwarten,  Regiomontanus  habe  die  arabi» 
sehen  Zahlzeichen  eingeführt  und  das  Decimalsystem  ver- 
vollständigt (S.  7),  der  darf  auch  bald  den  Regiomontanus  als  Urheber 
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der  Trigonometrie  betrachten  (8.  7),  bald  wissen,  dass  die  Araber  schon 
(iOO  Jahre  früher  Tangententafeln  hatten  und  ihren  Nutzen  in  der  Tri- 
gonometrie sehr  wohl  kannten  (8.  36).  Einzelne  dieser  Mängel  mögen 
einer  gewissen  Flüchtigkeit  anfgebürdet  werden.  Eben  diese  kann  anch  die 
Schuld  dafür  tragen ,  dass  commodüas  instrumeniorum  dahin  übersetzt  wird, 
die  Instrumente  seien  bequem  eingerichtet  (S.  12),  während  diese  Worte  die 
Bedeutung  haben,  die  Instrumente  seien  in  Nürnberg  mit  Bequemlichkeit 
zu  beschaffen  gewesen.  Auch  die  vielen  stylistischen  Fehler,  von  welchen 
das  Büchlein  wimmelt  und  von  welchen  es  leicht  wäre,  aus  3. 1,  9,  10,  11, 
15,  41,  54,  57,  66,  68,  74,  101  ein  abschreckendes  Dutzend  von  Beispielen  zu- 
sammenzustellen, mögen  mit  Flüchtigkeit  entschuldigt  werden.  Aber  womit 
ist  die  Flüchtigkeit  selbst  zu  entschuldigen?  Wer  in  einer  Abhandlung  einen 
8atz  als  „auf  Grund  langjähriger  Studien"  entstanden  ausspricht  (S.  67),  und 
wenn  ein  aufmerksamer  Leser  diese  Studien  überall  anmerkt,  der  hat  auch  die 
Pflicht,  bei  der  Ausarbeitung  noch  Fleiss  zu  verwenden,  zu  feilen  und  zu  ver- 
bessern, was  dieser  Sorgfalt  bedarf;  der  hat  namentlich  die  alte  Gärtnerregel 
zu  beachten,  in  erster  Linie  das  Unkraut  zu  entfernen,  damit  das  Gute,  was 
gepflanzt  ist,  nicht  ersticke!  Wir  sagten,  man  merke  Herrn  Ziegler  eifrige 
Studien  an,  welche  freilich  nur  theilweise  auch  io  der  vorliegenden  Mono- 
graphie ihre  Verwerthung  gefunden  haben.  Dieses  Verdienst  wollen  wir 
ihm  nicht  im  Geringsten  schmälern.  Wir  heben  im  Gegentheil  lobend  eine 
Zusammenstellung  der  Regiomontanus  -  Literatur  auf  Seite  44 — 48  hervor, 
welche  vollständiger  wohl  nirgends  zu  finden  ist.  Wir  haben  uns  die  Ueber- 
zpugnng  verschafft,  dass  der  Verfasser  einen  grosseu  Theil  dieser  Literatur 
selbst  gelesen  hat  und  nicht  blos  Anderen  nachcitirt.  Wir  haben  endlich 
nicht  das  Mindeste  dagegen  einzuwenden,  dass  ihm  als  Hauptquelle  für  den 
mathematischen  und  biographiscbeu  Theil  offenbar  Stern's  vortrefflicher 
Artikel  „Johannes  de  Monteregio'*  in  Er  seh  und  Grub  er 's  Allgemeiner 
Encyclopädie  der  Wissenschaften  und  Künste  gedient  hat.  Unser  Tadel 
bleibt  einzig  dahin  gerichtet,  dass  der  Verfasser  gerade  diesen  Theil  zum 
räumlichen  Haupttheile  seiner  Monographie  gemacht  hat,  dass  er  sich  damit 
eine  Aufgabe  stellte,  welcher  er  nicht  gewachsen  ist ,  oder  mindestens  dass 
er  es  an  Sorgfalt  bei  der  Behandlung  so  sehr  hat  fehlen  lassen ,  dass  seine 
Befähigung  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  nicht  hervortritt. 

In  einer  Beziehung  können  wir  mit  dem  Verfasser  uns  einverstanden 
erklären,  darin  nämlich,  dass  es  wohl  sich  lohnen  würde,  die  mathemati- 
schen Verdienste  des  Regiomontanus  einmal  in  ein  genaueres  Licht  zu 
setzen.  Die  Stellung  deutlicher  zu  machen,  welche  er  als  einer  der  ersten 
Vermittler  zwischen  antiker  Wissenschaft,  italienischer  Kunstfertigkeit  und 
deutscher  Lernbegierde  einnahm ,  ist  auch  nach  der  eben  gerühmten  Ab^ 
handlung  Stern 's  nicht  überflüssig.  War  doch  im  Jahre  1842,  als  der  be- 
treffende Band  der  Encyclopädie  die  Presse  verliess,  Leonardo  von 
Pisa  ein  kaum  gekannter  Schriftsteller  und  damit  überhaupt  die  Möglich- 
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keit  noch  nicht  gegeben,  die  italienische  Mathematik,  insbesondere  die   * 
Algebra  in  ihrer  Fortbildung  auf  italienischem  Boden  richtig  zn  verstehen, 
abgesehen  davon,  dass  die  bnchhändlerische  Bestimmung  der  Stern 'sehen 
Abhandlung  zu  weite  Abschweifungen  von  selbst  verbot,  wenn  nicht  Tau- 
tologien in  verschiedenen  Artikeln  der  Encyclopädie  auftreten  sollten. 

In  einem  Referate  dürfen  wir  es  freilich  nicht  unternehmen,  so  nebenbei 
jenem  Bedürfnisse  in  vollem  Masse  gerecht  werden  zu  wollen.  Gleichwohl 
können  wir  es  uns  nicht  versagen,  einige  Streiflichter  hinzuwerfen  als 
Probe  dessen,  was  wir  meinen.  Die  Beschränkung,  welche  wir  uns  selbst 
auferlegen,  gestattet  uns  auch,  über  den  Missstand  uns  hinwegzusetzen, 
dass  wir  die  Schriften  des  Kegiomontanus ,  mit  Ausnahme  seines  Brief- 
wechsels (welchen  Christ.  Gott  1.  v.  Murr  1786  im  1.  Bande  seiner „ilfemo- 
rabilia  Bibliothecarum  publicarunTNoriinbergensiufn  et  universiiaiis  Jlidorfinae^* 
S.  74  —  205  veröffentlicbte),  nicht  von  eigenem  Augenschein  her  kennen, 
sondern  uns  der  Hauptsache  nach  auf  indirecte  Berichte  bei  Kästner 
(Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  I  und  II),  Pfleiderer  (Ebene  Trigono- 
metrie mit  Anwendungen  und  Beiträgen  zur  Geschichte  derselben,  Tübingen 
1802),  Stern  (am  angegebenen  Orte)  und  Anderen  verlassen  müssen. 

Der  Zustand  der  gesammten  reinen  Mathematik  um  die  Mitte  des  XV. 
Jahrhunderts,  dessen  Schilderung  an  die  Spitze  zu  stellen  ist,  lässt  sich,  so 
ausführlich  und  zeitraubend  auch  eine  Darstellung  im  Einzelnen  sein  müs^te, 
mit  wenigen  grossen  Zügen  andeuten.  Will  es  uns  doch  scheinen,  als 
genügte  dazu  schon  die'^mit  kurzen  Erläuterungen  zu  versehende  Bemer- 
kung, dass  die  Mathematik  der  damaligen  Zeit  aus  Geometrie  —  die  Cur- 
venlehre  mit  einschliessend  — ,  aus  Trigonometrie,  aus  Rechenkunst,  aus 
Algebra  und  aus  Zablentheorie  bestand,  und  dass  diese  Disciplinen  keines- 
wegs gleichmässig  oder  gleichzeitig  ihren  Höhepunkt  erreichten ,  sondern 
dass  bald  die  eine,  bald  die  andere  die  bevorziehende  Gunst  der  Gelehrten 
besass. 

Den  frühesten  Aufschwung  nahm  die  Geometrie,  welche  von  ägyp- 
tischen Anfängen  aus  auf  griechischem  und  griechisch  •  ägyptischem  Boden, 
vorzugsweise  in  den  alexandrinischen  Schulen  auf  einen  Gipfel  gelangte, 
von  dem  aus  sie  sich  nicht  weiter  zu  erheben  vermochte,  bevor  die  ana- 
lytische Methode  ihr  Flügel  verlieh.  Die  Trigonometrie  konnte  gleichfalls 
bereits  verhältnissmässig  frühe  als  nahezu  abgeschlossen  gelten ,  nachdem 
die  Betrachtung  der  Chorden,  von  welcher  Hipparch,  Meneiaos  und 
Ptolemäos  sich  hatten  genügen  lassen,  bei  den  arabischen  Astronomen 
des  X.  Jahrhunderts ,  bei  AlBattani,  Ihn  Junos  und  Abu!  Wefa,  in 
die  Betrachtung  des  Sinus  und  der  Tangente  übergegangen  war.  Geometrie 
und  Trigonometrie  gemeinsam  waren  nun  theils  über  Rom ,  theils  auf  dem 
entstellenden,  wenn  auch  vermehrenden  Umwege  des  üebergangs  von  den 
Griechen  zu  den  Arabern,  von  diesen  zu  den  emsigen  Bewohnern  der 
mittelalterlichen  Mönchsklöster  für  die  allgemeinere  europäische  Bildung 
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gewonnen  worden.  Von  den  Klöstern  an  der  Grenze  Schottlands  läset  sieh 
an  dem  Faden  einzelner  Biographien  die  Ueberleitnng  nach  der  Schale  des 
heiligen  Martin  in  Toars,  von  da  nach  den  Klöstern  des  Benedictinerordens, 
nach  den  neu  gegründeten  Universitäten  verfolgen.  Einzelne  Uebersetz- 
ungen  and  sie  begleitende  Oommentare  sind  bis  auf  den  heatigen  Tag 
erhalten,  von  denen  wir  nar  die  schriftstellerischen  Leistungen  des  Englän- 
ders Atelhart  von  Bath,  der  Italiener  Gerhard  von  Cremona, 
Plato  von  Tivoli  aas  dem  XII.,  des  Campanas  von  Navarra  aas 
dem  XIII.  Jahrhundert  erwähnen.  Auch  die  Rechenkunst  war  soweit  ge- 
diehen ,  dass  wir  nur  geringfügige,  auf  Einzelheiten  sich  beziehende  Unter- 
schiede gegen  die  modernsten  Werke  über  dieses  Capitel  nachweisen  könn- 
ten. Es  lag  in  der  Natur  des  Handelsverkehrs,  dass  Rechenaufgaben  früh- 
zeitig auftraten ,  dass  ihre  Lösung  unabweisliches  Bedürfniss  war,  während 
der  praktische  Nutzen  der  Geometrie  noch  nicht  gleichmässig  sich  fühlbar 
machte,  und  daraus  wieder  ergab  sich  eine  Entwickelung  der  Rechenknubt 
auf  mündliche  Ueberlieferung  hin  neben  einer  auf  wissenschaftlicher  Zn- 
sammonfassung  beruhenden.  Eigentliche  Lehrbücher  ans  ältester  Zeit  sind 
gar  nicht  bis  auf  uns  gekommen;  wir  müssen  die  Eigenthümlichkeiten  des 
alten  Rechnens  vielmehr  aus  einzelnen  Aufgabensammlungen,  aus  einzelnen 
Bruchstücken  erschliessen.  Dann  finden  wir  die  Rechenkunst  schon  ent- 
wickelt gemeinsam  mit  Geometrie  und  Trigonometrie,  theil weise  dieselben 
überwuchernd  in  den  Klosterschulen,  und  ihre  Lehre  wird  von  Abacisten 
und  Algorithmikern  des  XI.  und  XII.  Jahrhunderts,  zuletzt  besonders  nach 
den  Vorschriften  des  Johannes  von  Holjwo^od  geübt,  jenes  gelehrten 
Engländers,  der  um  die  Mitte  des  XIII.  Jahrhunderts  za  Paris  seine  Vor- 
träge hielt  und  dessen  Werke  für  den  Unterricht  von  drei  Jahrhunderten 
den  unentbehrlichen  Leitfaden  abgaben.  Wir  finden  aber  auch  die  Rechen- 
kunst hinter  den  Wechselbänken  italienischer  Kaufleute,  mit  diesen  wan- 
dernd, wohin  der  Handelsgeist  sie  trieb,  sei  es  nach  der  Nordküste  von 
Afrika,  sei  es  nach  dem  zu  einer  Hauptstadt  in  modernem  Sinne  heran- 
blühenden Paris,  sei  es  nach  den  Mittelpunkten  deutschen  Gewerbfleisses. 
Ganz  anders  steht  es  um  die  beiden  letztgenannten  Theile  der  Mathe- 
matik, um  Algebra  und  Zahlentheorie.  Auch  hier  freilich  verliert  sich  der 
Ursprung  im  Alterthume.  Die  eine  algebraische  Methode,  welche  als  Regula 
fdlsi  bis  in  das  XVIII.  Jahrhundert  fortgelebt  hat,  lässt  sich  mit  aller  Be- 
stimmtheit bei  den  Aegyptern  anderthalb  Jahrtausende  vor  Christi  Gebart 
na'chweisen.  Die  eigentliche  Methode  der  Gleichungen  bildet  in  einer 
Form,  welche  eine  lange  Vorgeschichte  verbürgt,  zur  Zeit  Kaisers  Julian 
des  Apostaten  den  Gegenstand  eines  Werkes,  dessen  Verfasser  Diophant 
sich  den  geistreichsten  Algebristen  aller  Zeiten  gleichberechtigt  zur  Seite 
stellen  kann.  Die  Algebra  der  Inder,  der  Chinesen ,  der  Araber,  von  wel- 
chen letzteren  der  Name,  wie  die  Methode,  die  diesen  Namen  führt,  auf  ans 
gekommen  ist,  war  schon  ziemlich  entwickelt.    Die  Zahlentheorie  der  Orie- 


Digitized  by  VjOOQIC 


Literatarzeitang.  45 

eben  wie  der  Inder  ist  eine  hochachtbare.  Und  dennoch  stehen  um  das 
Jahr  1450  beide  Theile  selbst  nach  den  Fortschritten ,  welche  sie  seit  dem 
Anfange  des  XIII.  Jahrhunderts  in  Italien  machten ,  weit  unter  der  heute 
erreichten  Spiegelfläche.  Ganze  Theorien ,  welche  heute  zu  den  Anfangs- 
gründen zählen,  wie  z.  B.  die  Lösung  der  Gleichungen  vom  dritten  und 
vierten  Grade,  die  Lehre  von  den  imaginären  Wurzelgrössen  u.  dergl.  m. 
waren  damals  noch  gar  nicht  vorhanden.  Ein  weiterer  Unterschied  besteht 
darin,  dass,  während  die  vorhergenannten  Theile  der  Mathematik  als 
allverbreitet  bezeichnet  werden  dürfen ,  während  England,  wie  Frankreich, 
wie  Italien  ihren  Besitz  zu  damaliger  Zeit  mit  bestimmten  Belegen  nach- 
weisen können,  die  Algebra,  sowie  die  Zahlentheorie  um  1450  noch  als  in 
Italien  localisirt  betrachtet  werden  müssen,  wo  Leonardo  von  Pisa  sie 
um  1200  einbürgerte,  wo  Geistliche  und  Laien,  Hof  und  Bürgerschaft  sich 
gleichmässig  der  Regula  della  cosa,  der  welschen  Praktik  befleissigten. 

Ein  Land  mussten  wir  mit  Stillschweigen  übergehen,  wo  wir  von  der 
All  Verbreitung  mathematischen  Wissens  in  einer  diesem  einen  Lande  gegen- 
über euphemistischen  Redeweise  sprachen :  Deutschland.  Nicht  als  ob  die 
Klosterschulen  unsers  Vaterlandes  dieser  Wissenschaft  weniger  als  Wohn- 
Stätte  gedient  hätten ,  als  die  Klöster  anderer  Länder ;  aber  der  Weg  aus 
dem  Kloster  in  das  weltliche  Leben,  auf  die  Universitäten  und  in  das  Bür- 
gerthum  vollzog  sich  für  die  Mathematik  in  Deutschland  entschieden  am 
spätesten.  Ein  einzelner  Mann  war  es:  Heinrich  von  Langenstein, 
genannt  Benricus  HossianuSy  welcher  nach  allgemeiner  Annahme  zur  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntnisse  in  Deutschland  den  Anstoss  gab. 
„Primus  maihematicas  artes  Lutetia  Viennam  transtulil,  unde  brevi  tempore  per 
ufiiversam  Germaniam  proseminatae  mathematicorum  tamquam  familiae^^  sagt  von 
ihm  Petrus  Ramus  um  1560.  Heinrich  von  Hessen  war  nun  zwar  als 
Rector  magnificus  und  Professor  der  Theologie,  nicht  als  Mathematiker  an 
die  seit  1881  gestiftete  Hochschule  zu  Wien  berufen  worden,  welcher  er  in 
diesen  Eigenschaften  bis  zu  seinem  1397  erfolgenden  Tode  angehörte ;  allein 
die  Neigungen  des  gelehrten  Theologen  gingen  ebenso  sehr  auf  Astronomie 
und  Mathematik,  wie  auf  seine  eigene  Wissenschaft,  so  dass  an  dem  Be- 
gründetsein jener  von  Ramus  zuerst  aufgestellten  Behauptung  kein  Zweifel 
ist.  Hat  doch  die  Nachwelt  ihre  Erinnerung  an  Heinrich  von  Hessen 
nicht  zum  geringsten  Theile  auf  die  Thätigkeit  gegründet,  welche  er  gegen 
Astrologie  und  Zeichendeuterei  entwickelte,  jene  geistigen  Seuchen  des- 
ganzen Mittelalters,  denen  noch  einKeppler  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
unterworfen  war;  ist  es  doch  eines  seiner  bleibendsten  Verdienste  im  Jahre 
1308,  als  von  Palmsonntag  an  ein  Comet  drei  Wochen  hindurch  die  Ge- 
müther erschreckte  und  zu  allen  möglichen  Weissagungen  verleitete ,  laut 
und  öffentlich  geleugnet  zu  haben ,  dass  man  es  in  diesem  Phänomene  mit 
einer  vorbedeutenden  Himmelserscheinung  zu  thun  habe.  Die  Hochschule, 
welche  unter  der  Leitung  eines  so  ezacten  Denkers  stand ,  musste  der  Mit- 
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telpnnkt  eines  regen  mathematischen  Lebens  werden,  rausste  ihre  Wirksam- 
keit auf  weite  nnd  weitere  Kreise  ausdehnen,  insbesondere  wenn  noch  unter- 
stützende Umstände  hinzutraten.  Dass  dem  so  war,  fällt  bei  der  flüchtigsten 
Betrachtung  schon  in  die  Augen,  denn  die  Zeit,  in  welcher  die  Keime 
mathematischer  Wissenschaft  dem  für  dieses  Geisteserzeugniss  noch  jung- 
fräulichen Boden  des  deutschen  Volkes  anvertraut  wurde,  war  dieselbe 
Zeit,  welche  die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  hervorbrachte,  dieselbe 
Zeit,  welche  die  Schätze  griechischen  Alterthums  zuerst  wieder  in  der  Ori- 
ginalsprache an  das  Licht  zog,  nachdem  das  Anstürmen  der  Osmannen 
gegen  das  oströmische  Kaiserreich  eine  grosse  Anzahl  gelehrter  Byzantiner 
als  Flüchtlinge  nach  Italien  getrieben  hatte,  die  das  ihnen  gebotene  Gast- 
recht durch  Mittheilung  ihres  griechischen  Wissens,  ihrer  geretteten  Codices 
reichlich  bezahlten. 

Diese  Darstellung,  so  skizzenhaft  sie  nothwendig  sein  musste,  genügt 
vielleicht  schon,  das  Auftreten  des  Regiomontanus  zu  erklären :  zu  erklären, 
wie  der  geistig  frühreife  Jüngling  gerade  Wien  wählte,  um  unter  Peur- 
bach^s  Leitung  in  Mathematik  und  Astronomie  sich  einführen  zu  lassen; 
wie  er  freudig  die  ihm  durch  Cardinal  Bessarion  gebotene  Gelegenheit 
ergriff,  in  Italien  aus  der  Doppelquelle  alter  Handschriften  und  moderner 
Forschung  seinen  Wissensdurst  zu  löschen;  wie  er  selbst  mit  Begeisterung 
der  griechischen  Sprache  sich  zuwandte  und  neue  Autoren  zu  entdecken 
mit  Erfolg  sich  bestrebte;  wie  er  später  in  Nürnberg,  am  Wohnsitze  der 
kunstfertigsten  Instrumentenmacher,  der  bedeutendsten  Buchdrucker,  sich 
niederlassend,  dort  auch  diesen  beiden  Gewerben  selbst  oblag,  astrono- 
mische Apparate  anfertigte,  den  Druck  mathematischer  Werke  beaufsich- 
tigte, wenn  nicht  gar  vollzog.  Wir  beabsichtigen  nicht,  die  Lebensgeschichte 
des  „Maister  Johannes  Künisperger"  hier  zu  behandeln.  Im  Wesent- 
lichen würden  wir  mit  der  Erzählung  von  Stern  übereinstimmen,  welcher 
auch  Herr  Ziegler  sich  bedient.  Dagegen  wollen  wir  die  Verdienste  des 
Regiomontanus  auf  mathematischem  Gebiete  etwas  genauer  schildern,  indoro 
wir  nicht  seine  einzelnen  Werke,  sondern  die  früher  aufgeführten  einzelnen 
Capitel  der  Mathematik  als  Faden  benutzen,  an  welchem  wir  unsere  Bemer- 
kungen sich  aufreihen  lassen. 

In  der  Geometrie  war  Regiomontanus  im  Besitz  all  der  Kenntnisse, 
welche  die  grossen  Alexandriner  Euklid,  Archimed,  Apollonius  und 
ihre  Epigonen  für  die  Wissenschaft  errungen  hatten.  Die  meisten  dieser 
Autoren  beabsichtigte  er  selbst  herauszugeben,  wie  er  sie  auch  selbst  aus 
den  griechischen  Originalen  übersetzt  und  commentirt  hat.  Allenfalls  in 
Bezug  auf  Archimed  ist  hier  ein  Zweifel  erlaubt,  da  er  diesen  Schrift- 
steller vielleicht  aus  einer  üebersetzung  des  XV.  Jahrhunderts  kennen 
lernte.  Der  Werth  solcher  Originalstudien  ist  insbesondere  für  die  damalige 
Zeit  nicht  hoch  genug  anzuschlagen.  Wie  ganz  anders  mussten  z.  B.  die 
griechischen  Elemente  des  Euklid  ihrem  Leser  zusagen i^-als  diejirühere 
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Gestalt  derselben,  die  aus  dem  Griecbischen  ins  Arabische,  aus  dem  Arabi- 
schen in  das  Lateinische  übersetzt,  von  doppelten  Missverständnissen  wim- 
melten. Wie  zieht  auch  R.  gegen  diese  früheren  mittelbaren  üebertrag- 
UDgen,  besonders  gegen  den  Euklid  des  Campanus  zu  Felde!  Hat  er 
doch,  abgesehen  von  gelegentlicher  Polemik  gegen  Campanus,  in  einem 
sehr  bekannten,  Nürnberg,  4.  Juli  1471,  datirten  Briefe  an  Magister  Chris- 
tian Roder  eine  besondere  Abhandlung  gegen  die  Auffassung  der  eukli- 
dischen Proportionalitätslehre  durch  Campanus  geschrieben,  uneingedenk 
dessen ,  was  er  selbst  jenem  Gelehrten  verdankte  —  oder  sollte  es  ein 
zufalliges  Zusammentreffen  sein ,  dass  eine  Auflösung  der  Dreitheilung  des 
Winkels  in  einem  Briefe  an  Bianchini  (ohne  Ort  und  Datum,  aber  wahr- 
scheinlich im  Februar  1464  geschrieben)  fast  wörtlich  mit  der  von  Cam- 
panus gelehrten  übereinstimmt?  Wir  haben  vom  Euklid  des  Campanus 
gesprochen.  Wir  wissen  wohl,  dass  es  ein  streitiger  Punkt  in  der  Geschickte 
der  Mathematik  ist,  ob  Camp  an us  selbst  den  Euklid  aus  dem  Arabischen 
übersetzt  und  dann  commentirt  hat,  oder  ob  seinem  Commentare  die  Ueber- 
setzung  des  Atelhart  vonBath  zu  Grunde  lag.  Wir  können  die  Frage 
nicht  entscheiden,  ob  Chasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  im 
Texte  (deutsche  Uebersetzung  S.  596)  oder  in  der  Anmerkung  245  das  Rich- 
tige getroffen-  hat,  wo  er  die  beiden  Ansichten  zu  vertreten  scheint.  Wir 
haben  leider  nie  Gelegenheit  gehabt,  die  nothwendigen  Vergleichungen 
anzustellen.  Wir  benutzen  diese  Besprechung,  um  öffentlich  zur  Nemuiter- 
suchung  dieses  Streitpunktes  aufzufordern,  welcher  seit  einer  im  Bulletino 
Boucompagni  für  August  1873  abgedruckten  Arbeit  von  S.  Günther  an 
Wichtigkeit  gewonnen  hat.  Es  war  nämlich  seit  langer  Zeit  bekannt,  dass 
ein  Manuscript  der  Atel  bar  tischen  Euktidbearbeitung  im  Besitze  des  R. 
gewesen  sei ,  und  unser  ebengenannter  tüchtiger  junger  Fachgenosse  hat 
diese  Handschrift  in  Nürnberg  einer  Untersuchung  unterworfen.  Er  hat 
gefunden,  dass  der  Anfang  derselben  bis  zum  9.  Satze  des  IL  Buches  eigen- 
händig durch  R.  geschrieben  ist,  dass  im  Verlaufe  des  Commentars,  und 
zwar  eingeschaltet  zwischen  dem  32.  und  33.  Satze  des  ersten  Buches  ,  tief- 
sinnige Betrachtungen  über  Sternvielecke  sich  finden,  in  ihren  Ergebnissen 
viel  weiter  sich  erstreckend,  als  die  analogen  Bemerkungen,  welche  Cam- 
panus bekanntlich  genau  an  der  gleichen  Stelle  eingeschaltet  hat.  Hier 
stehen  wir  offenbar  vor  einem  Räthsel.  Die  im  ersten  Augenblick  nächst- 
liegende Vermuthung,  man  habe  es  hier  mit  einer  Einschaltung  des  R.  zu 
thun,  will  vor  den  Einwürfen,  welche  Herr  Günther  dagegen  erhebt,  nicht 
recht  bestehen.  Somit  bleiben  noch  drei  Alternativen.  Soll  man  sich  die 
Sache  so  denken,  dass  Campanus  die  Uebersetzung  und  den  Commen- 
tar  des  Atel  hart  vor  sich  hatte  und  den  Commentar  so  sehr  verkürzte? 
Oder  hat  Campanus  ein  Exemplar  jener  Uebersetzung  ohne  Commentar 
benutzt,  hat  nur  allgemeine  Kenntnisse  von  Atelbart' sehen,  vielleicht 
auch  von  arabischen  Forschungen  über  Sternvielecke  und  über  die  Stelle, 
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an  welche  man  sie  einzaf&gen  pflegte,  besessen,  and  hat  davon  ebendaselbst 
Notiz  genommen?  Oder  endlich  hat  Campanas  selbst  ans  dem  Arabischen 
übersetzt  and  dort  bereits  jene  erläaternden  Zusätze  gefanden ,  von  denen 
er  aafnahm,  was  er  verstand  and  was  weniger  war,  alsAtelhart  verstan- 
den hatte?  Wir  haben  die  Eragen  gestellt.  Für  die  Beantwortung  werden 
wir  unseren  Collegen,  welchen  das  erforderliche  Material  zugänglich  ist, 
sehr  dankbar  sein,  und  worin  jenes  Material  besteht,  ist  wohl  leicht  ersicht- 
lich. Die  Handschriften  des  Euklid  nach  Atelhart  müssen  mit  dem  ge- 
druckten Euklid  des  Campanus  verglichen  werden,  um  die  Uebereinstim- 
mang  oder  Nichtübereinstimmung  des  Textes  festzustellen ;  die  verschiede- 
nen Handschriften  des  Euklid  nach  Atelhart  müssen  unter  sich  verglichen 
werden,  um  festzustellen,  ob  sie  sämmtlich  einen  Commentar  enthalten. 
Üie  Polemik  des  B.  beschränkte  sich  nicht  auf  Campanas.  Auch  die 
Schrift  des  Cardinais  Nicolaus  von  Gus  über  die  Quadratur  des  Kreises 
unterwarf  R.  14^,  also  ein  Jahr  vor  dem  Tode  des  Angegri£Fenen,  einer 
vernichtenden  Kritik.  Von  eigenen  Leistungen  ist  dagegen  weniger  zu 
berichten.  Insbesondere  ist  eine  in  jenem  Briefe  vom  Februar  1464  an 
B  i  an  c  h i n  i  vorgeschlagene  Verhältnisszahl  des  Kreisumfanges  zum  Durch- 
messer ^^  (oder  S|Pf)  durchaus  ungenügend,  ja  besitzt  nicht  einmal  die 
ihr  ausdrücklich  zugeschriebene  Eigenschaft,  zwischen  8|  und  3|f  zu  liegen, 
während  Peurbacb,  R. 's  Lehrer,  dieser  Bedingung  in  seinem  „Tractatus 
sinuum  et  chordarum^^  mit  der  Zahl  {|{  gerecht  geworden  war.  Auch  Unter- 
suchungen über  dfis  Sehnenviereck,  auf  welche  R.  in  seinem  Briefwechsel 
wiederholt  zurückkommt ,  leiden  an  namhaften  Mängeln. 

Die  Trigonometrie  hat  in  R.  den  ersten  modernen  Bearbeiter  ge- 
funden, der  in  seinem  Lehrbuche:  De  triangulis  omnimodis  Ubri  quinque  ein 
auch  von  Späteren  kaum  übertrofifenos  Muster  zweckmässiger  Behandlung 
dieses  Stoffes  giebt.  Auch  an  materiell  Neuem  fehlt  es  nicht.  Wir  heben 
nur  die  Sätze  von  der  Proportionalität  zweier  Seiten  und  der  Sinusse  der 
gegenüberliegenden  Winkel  aus  der  ebenen,  von  der  Bestimmbarkeit  der 
Seiten  ^aus  den  drei  Winkeln  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  heraus, 
welche  R.  zum  Erfinder  haben.  Wir  könnten  neben  diesen  auch  vielfältige 
verwickelte  Combinationen  von  gegebenen  Stücken  erwähnen,  mit  deren 
Hilfe  in  dem  genannten  Buche,  sowie  auch  in  den  Briefen  Dreiecke  be- 
stimmt werden.  Dagegen  kann  die  trigonometrische  Tangente  nicht  als 
geistiges  Eigenthum  des  R.  aufgeführt  werden ,  da  sie  jedenfalls  schon  in 
dem  Quadratum  geomeiricum  des  Georg  Peurbach  sich  vorfindet,  falls 
nicht  auf  die  „Schatten**  des  Ihn  Junos  zurückgegangen  werden  soll.  Ein 
wesentlicher  Fortschritt  ist  durch  R.  in  der  Berechnung  und  Anordnung  der 
Tabellen  der  Sinusse  und  der  Tangenten  vollzogen  worden.  Die  entspre- 
chenden Tabellen  der  Griechen,  der  Inder  und  der  Araber  messen  die  tri- 
gonometrischen Linien ,  welcher  Gattung  sie  auch  sein  mögen ,  stets  nach 
dem  unzweifelhaft  babylonischen  Systeme  der  Sexagesimalbrüche.     Die 
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Längeneinheit  zerfftllt  demnach  in  Sechzigste! ,  jedes  Sechzigste!  wieder  in 
Sechzigste!  von  Sechzigstelil  u.  s.  f.  Penrhach  brach  zum  Thei!  mit 
dieser  a!ten  Gewohnheit,  indem  er  den  Halbmesser  s=  600000  Längeneinhei- 
ten setzte,  also  einmal  Sechzigste!  desselben  annahm,  dann  aber  die  weitere 
Theüung  decimai  fortsetzte.  R.  endlich  war  kühner  und  consequenter  als 
sein  Lehrer.  Er  setzte,  wenigstens  in  einigen  seiner  Arbeiten,  den  Halb- 
meijser  =  100000  mit  durchweg  decimaler  Untertbeilung  und  hat  damit  das 
Seinige  zur  Verbreitung  der  Decimalbrüche  in  Europa  beigetragen ,  wenn 
er  auch  bekanntlich  nicht  deren  Erfinder  war. 

Der  Rechenkunst  und  den  Leistungen  R/s  in  derselben  haben  wir 
mit  der  letzten  Angabe  einigermassen  vorgegrififen.  Weiteres  hinzuzufügen 
ist  aber  kaum,  da  ein  Buch,  von  welchem  an  dieser  Stelle  zu  reden  wäre, 
wahrscheinlich  nicht  von  R.  herrührt.  Wir  meinen ,  wie  der  sachkundige 
Leser  bereits  vermuthen  wird,  den  Algorithmus  demonstratus.  Stern  hat 
bereits  in  dem  gerühmten  Beitrage  zu  Er  seh  und  Grub  er 's  Enc7c!opädie 
in  Anmerkung  24  es  deutlich  ausgesprochen,  diese  Schrift  sei  nicht  von  ihm 
selbst,  sondern  von  ihm  nach  dem  Manuscripte  eines  Unbekannten  in  Wien 
abgeschrieben.  Dem  Referenten  war  früher  diese  Angabe  entgangen;  erst 
neuester  Zeit  begegneten  wir  ihr,  und  die  Vergleichung  des  inzwischen 
auch  in  unsern  Besitz  gelangten  äusserst  seltenen  Werkes  hat  uns  die 
Ueberzeugung  beigebracht,  dass  Stern 's  Behauptung  vermuthlich  richtig 
ist,  wenn  sie  auch  in  der  Form  etwas  zu  apodiktisch  sein  dürfte.  Der  Jl- 
goritkmus  demonstratus  ist  nämlich  1534  in  Nürnberg  gedruckt,  herausgegeben 
durch  Johannes  Schoner,  also  durch  einen  Mann,  der  bei  vielfältiger 
Beschäftigung  mit  dem  Nachlasse  R.*s  dessen  Handschrift  und  dessen 
Schreibweise  genau  kennen  gelernt  hatte  und  deshalb  wie  kein  Anderer 
befähigt  war,  über  dessen  Anrecht  an  ein  Werk  ein  Urtheil  zu  fällen. 
Schoner  sagt  nun  in  der  an  Prof.  Georg  Volckamer  gerichteten  Vor- 
rede: „Indici  nnpcr  in  libellum  quendam,  ui  mihi  tum  est  Visus  (sie !)  probandumj 
tU  postea  cognovi  eximium ,  de  Numerorum  raiione ,  cxaralum  Maximi  et  doctiss. 
viri  Regiomontani  divina  manu ,  quem  in  Vienensi  quapiam  bibliotheca  audio  as- 
servari  hoc  iitulo  Algorithmus  demonstratus  incerli  auloris,  unde  suspicor  hoc 
exemplum  fuisse  descripium.  Schoner  hat  also  nur  von  Hörensagen ,  dass 
ein  Exemplar  des  Werkes  in  Wien  existire,  und  vermuthet  nur,  das  Schrift- 
stück ausR.'s  ejgener  Feder  sei  eine  Copie  des  Andern.  So  bereitwillig  wir 
seiner  Vermuthung  uns  anschliessen,  feststehend  ibt  es  keineswegs,  dass  nicht 
etwa  umgekehrt  jenes  Wiener  Exemplar  die  Abschrift  des  I^üraberger  Ori- 
ginals sein  könnte.  Der  innere  Werth  des  Algorithmus  demonstratus  wider- 
spricht fast  mehr  einem  älteren  Ursprünge,  als  der  Verfasserschaft  R.'s. 
Ferner  ist  es  an  sich  nicht  unwahrscheinlich,  dass  R. ,  der  so  vielfach  den 
Fnsstapfen  seines  Lehrers  folgte ,  auch  äariu  dieser  Gewohnheit  treu  blieb, 
dass  er  ein  Lehrbuch  der  Rechenkunst  zusammenstellen  wollte  nach  dem 
Muster  von  Peurbach's   Algorithmus^  de  numeris  integris,  fractis^regulis^ 
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communibus  ei  de  proportionibus.  Ein  endgiltiges  Urtheil  rnnss  daher  aaf> 
geschoben  bleiben,  bis  es  gelingt,  unter  den  handschriftlichen  Schätzen 
Wiens  den  echten  Algorithmus  demonstratus  incerii  auioris  aufzufinden  und 
nachzuweisen,  dass  er  höheren  Alters  ist,  als  die  Lebenszeit  des  R.  Bei  der 
in  geringem  Grade  freilich  obwaltenden  Möglichkeit,  dass  wir  im  Algorith- 
mus demonstratus  doch  ein  Werk  des  R.  vor  uns  hätten,  wie  z.  B.  Chasles 
mit  aller  Zuversicht  annimmt,  wird  es  vielleicht  nicht  als  allzngrosse  Ab- 
schweifung betrachtet  werden  können,  wenn  wir  noch  einen  Augenblick  bei 
jenem  Werke  verweilen.  In  Chasles'  Geschichte  der  Geometrie  (deutsche 
Uebersetzung  S.  622)  heisst  es  nämlich:  „Der  Algorithmus  demonstratus 
wendet  stets  Buchstaben  an  in  Stelle  der  Zahlengrössen  nach  dem  Ge- 
brauche jener  Zeit,  und  diese  abstracten  Zeichen,  welche  die  Form  der 
neueren  mathematischen  Wissenschaft  ausmachen ,  werden  selbst  zur  Er- 
klärung des  Zahlensystems  und  zum  Beweise  der  Regeln  aus  der  prak- 
tischen Arithmetik  gebraucht.  Wenn  nicht  ein  zu  frühzeitiger  Tod  den  R. 
in  der  ersten  Periode  seiner  so  glanzvollen  Laufbahn  dahingerafft  hätte ,  so 
würden  wir  ihm  vielleicht  die  grosse  Entdeckung  Vieta's  zu  danken 
haben/*  Was  hier  über  die  Anwendung  der  Buchstaben  in  dem  Algorithmus 
demonstratus  gesagt  ist,  entspricht  vollständig  der  Wahrheit,  und  nur  den 
Schlusssatz  von  Chasles  möchten  wir  nicht  unterschreiben.  Derselbe  be- 
sagt zwar  nicht  ausdrücklich,  lässt  aber  doch  vermuthen,  dass  vom  Algorith- 
mus demonstratus  bis  auf  Vieta  kein  Zwischenglied  der  sich  Bahn  brechen- 
den Buchstabenrechnung  existire.  Das  ist  unrichtig.  Um  nur  einen  Vor- 
gänger Vieta's  in  diesem  Sinne  zu  nennen,  so  hat  Jacques  Le  F^vre 
ausEstaples  bei  Amiens,  welcher  1455  — 1536  lebte,  unter  seinem  Gelehrten- 
namen Jacobus  Faber  Stapulensis  im  Jahre  1496  die  Arithmetik  des 
Nemorarius,  des  Zeitgenossen  des  Campanus,  mit  Beweisen  versehen 
im  Druck  herausgegeben ,  und  in  diesen  Beweisen  ist  genau  so  mit  Buch- 
staben gerechnet,  wie  in  dem  Algorithmus  demonstratus,  dessen  Einfluss  wir 
vielleicht  hier  erkennen  dürfen.  Eine  Buchstabenrechnung  im  modernen 
Sinne  des  Wortes  war  es  freilich  noch  nicht  und  konnte  es  nicht  sein ,  so 
lange  nicht  das  Zeichen  erfunden  war,  welches  wir  für  das  wichtigste  Zei- 
chen vor  Anwendung  des  Infinitesimalcalculs  halten,  welches  allein  die 
Wortsätze  in  Zeichenformeln  umzugestalten  gestattete,  selbst  nachdem 
Zahlensjmbole  und  Operationszeichen  schon  geraume  Zeiti  durch  deutsche 
Rechenkünstler  eingeführt  waren ;  wir  meinen  das  Gleichheitszeichen. 

Die  Algebra  besass  in  R.  einen  eifrigen  Verehrer,  wenn  auch  nur 
zerstreute  Bemerkungen  in  den  Druckwerken  und  in  den  Briefen  von  seiner 
Thätigkeit  auf  diesem  Gebiete  Zeugniss  ablegen.  Er  hat  die  Kunst,  Gleich- 
ungen ersten  und  zweiten  Grades  mit  einer,  wie  mit  mehreren  Unbekannten 
zu  lösen  verstanden  und,  wie  aus  den  vielfältigen  Aufgaben  erhellt,  welche 
er  brieflich  seinen  wissenschaftlichen  Freunden  stellt,  er  hat  die  Wichtig- 
keit der  Uebung  dieser  Fertigkeit  wohl  begriffen.    Allerdings  stand  ßr  nicht 
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anf  der  höchsten  Eöhe  seiner  Zeit,  sonst  würde  es  ihm  nicht  entgangen  sein, 
dass  einer  Aufgabe,  welche  er  am  15.  Februar  1465  von  Rom  aus  an  Jakob 
von  Spei  er  einsendet  und  welche  in  moderner  Schreibweise  der  Gleich- 
ung (l53?+.27)  +  (  15H — j  =  100    entspricht,     die    zwei    Wurzelwerthe 

29  +  i^iäö 
jc=  -  -^-  —     genügen,  während  K.  nur  den  kleineren  der  beiden  Werthe 

10 

29 1^430 

bemerkt   zu    haben  scheint.     Dagegen    erkennen  wir  den 


15 

Schüler  der  italienischen  Algebristen  in  dem  Bestreben,  cubische  Gleich- 
ungen aufzulösen,  welches  an  verschiedenen  Stellen  sich  kundgiebt,  wir 
erkennen  in  ebendiesem  Bestreben  zugleich  auch  wieder  den  Trigonometer 
B. ,  wie  z.  B.  wo  er  im  Anschluss  an  eine  Aufgabe,  welche  wir 

aar»  =  3afr*a:  —  6»(a»+6»— c') 

schreiben  würden,  an  Biauchini  die  Worte  richtet:  „Si  dabitis  lineam  dabo 
cordam  unius  gradus**  und  damit  das  Bewusstsein  kundgiebt,  dass  der  Ueber- 
'gang  voi^  der  Sehne  des  dreifachen  Bogens  zu  der  des  einfachen  auf  einer 
cubischen  Gleichung  beruht. 

Auch  der  Zahlentheorie  hat  R.  sich  bofleissigt,  und  nicht  ohne 
Erfolg,  wenn  wir  aus  einzelnen  Briefstellen  Schlüsse  zu  ziehen  berechtigt 
sind.  Folgende  zehn  Aufgaben  stellt  er  nämlich  seinen  Correspondenten, 
wobei  es  wohl  überflüssig  ist,  besonders  zu  bemerken,  dass  die  hier  benutz- 
ten Zeichen  ihm  keineswegs  angehören,  sondern  nur  der  Uebersichtlichkeit 
wegen  gewählt  sind,  und  dass  wir  eben  zu  diesem  Zwecke  auch  die  Reihen- 
folge der  Aufgaben  mehrfach  verändert  haben. 

1.  a:+y +  2  =  240  .  97 a:  +  56y  +  3 z  =  1Ö047. 

2.  17a:  +  15=13y  +  ll  =  10z  +  3. 

3.  23a?  +  12  =  I7y  +  7  =  10z  +  3. 

4.  x  +  y  +  z=^n6  .  o;' +  y»  +  2^  =  4624. 

5.  Drei  in  harmonischer  Progression  stehende  Zahlen  zu  finden, 
deren  kleinste  2>  600000. 

6.  Drei  Quadratzahlen  zu  finden,  welche  in  harmonischer  Progres- 
sion stehen. 

7.  Drei  Quadratzahlen  zu  finden,  welche  in  arithmetischer  Pro- 
sion stehen  und  deren  kleinste  ^  20000. 

8.  Drei  Quadratzahlen  zu  finden,  welche  in  arithmetischer  Pro- 
gression stehen  und  deren  ganzzahlige  Wurzeln  die  Summe  214 
besitzen. 

9.  Vier  Quadratzahlen  zu  finden,  welche  zusammen  wieder  eine 
Quadratzahl  bilden. 

10.  20   Quadratzahlen   zu   finden,    deren   Summe    ^300000  selbst 
Quadratzahl  sei. 
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Diese  Aufgaben  beziehen  sich  auf  theilweise  ziemlich  schwierige 
Gegenstände,  welche  auch  einem  heutigen  Zahlentheoretiker  Kopf- 
brechen zu  veranlassen  im  Stande  sind,  so  dass  ebensowohl  die  Frage 
berechtigt  erscheint,  wodurch  R.  veranlasst  wurde,  gerade  solche  Aufgaben 
zu  stellen,. wie  auch  die  andere  Frage,  ob  er  selbst  die  zugehörigen  Auf- 
lösungen besessen  hat?  In  ersterer  Beziehung  hat  bereits  Stern  darauf 
hingewiesen,  dass  R.  so  glücklich  war,  eine-  Handschrift  der  diophantischen 
Arithmetik  zu  entdecken ,  und  dass  er  den  unschätzbaren  Werth  des  Auf- 
gefundenen alsbald  erkannte.  R.  spricht  sich  darüber  gegen  Bianchini 
auf^s  Deutlichste  aus  (Murr  /.  c.  Bd.  I  S.  135),  und  offenbar  hat  sich  die 
Kunde  davon  in  Deutschland  erhalten,  woXylander  in  der  Vorrede  zu 
seiner  1571  erschienenen  Diophant  •  Uebersetzung  den  R.  zu  nennen  nicht 
unterlttsst.  Es  ist  nun  nicht  von  der  Hand  zu  weisen,  dass  R.  durch  dieses 
Buch  qui  revera  pulcerrimus  est  et  difficilimus^  und  welches  ihm  novum  et  pre- 
tiosissimum  munus  heisst,  der  Zahlentheorie  näher  gebracht  worden  sein  muss; 
allein  zugeführt  wurde  er  derselben  wohl  schon  vorher  bei  seinem  Umgange 
mit  italienischen  Gelehrten,  welche  den  Lieblingsforschungen  des  grossen 
Pisaners  nie  ganz  untreu  geworden  waren.  Wir  glauben  die  Beychtigung 
zu  diesem  Schlüsse  darin  zu  finden,  dass  nicht  blos  die  zehn  Fragen  des  R., 
sondern  auch  drei  richtige  Antworten  von  seinen  Correspondenten  vorhan- 
den sind.  Bianchini  weiss,  dass  die  Aufgabe  2  durch  1108,  auch  durch 
3313  und  durch  viele  andere  Zahlen  erfüllt  wird;  Jakob  von  Speier 
nennt  als  Auflösung  von  1  die  drei  Werthe  114,  87,  39,  als  Auflösung  von 
9  die  beiden  Summen  1-f  4+I6-f  100=  121  und  4-f  16 -f  49 -f  100=109;  und 
wenn  auch  Bianchini  durch  die  nachfolgenden  Worte,  er  wolle  sich  die 
Mühe  nicht  geben,  weitere  Lösungen  zu  suchen,  zeigt,  dass  ihm  die  all- 
gemeine Formel  2210^  +  1103  als  Auf  lösung  nicht  bekannt  war,  so  ist  doch 
keineswegs  anzunehmen,  dass  solche  Fragen  durch  blosses  Probiren  ihre 
Beantwortung  finden  konnten,  ohne  dass  den  Bearbeitern  jemals  vorher 
ähnliche  Probleme  vorgelegen  hätten.  Wir  könnten  dafür  vielleicht  auch 
auf  die  Kalenderreform  hinweisen,  welche  gerade  damals  sich  vorbereitete, 
welche  die  besten  Köpfe  beschäftigte,  an  welcher  wenige  Jahre  später  R. 
selbst  bekanntlich  mitzuarbeiten  berufen  wurde  und  bei  deren  Perioden 
unbestimmte  Aufgaben,  wenn  auch  sehr  einfacher  Natur,  regelmässig  auf- 
traten. Die  zweite  von  uns  aufgeworfene  Frage  können  wir  nur  dahin 
beantworten,  dass  R.  mindestens  glaubte,  zu  seinen  Aufgaben  auch  ent- 
sprechende Lösungen  zu  besitzen ,  mochten  sie  nun  richtig  sein  oder  nicht. 
Antwortet  er  doch  z.  B.  dem  Jakob  von  Speier  bezüglich  der  Auf- 
lösungen von  9:  y,Reddidisti  quatuornumeros  quadratos  quales  petebam.  Diffi- 
culter  tarnen  quispiam  decem  hujustnodi  societates  numerorum  quadratorum  in- 
veniet :  videlicet  quadraginia  quadratos  diver sos,  quorum  quatemi  collecti  quadra- 
ium  efficereni  nostrum  :  nisi  artem  id  pairandi  calleat :  quam  ego  petW\  wodurch 
in  Uebereinstimmung  mit  unserer  Behauptung  gesichert  ist^ass  R.|8ich  im 
Besitze  einer  derartigen  Methode  fühlte.  oigitizedbyLjOOglC 
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Das  ist  der  Haoptsaclfe  nach ,  soweit  es  innerhalb  der  Raumgrenzen, 
welche  wir  uns  stecken  mnssten,  gezeichnet  werden  kann,  ein  Bild  der 
mathematischen  Leistungen  des  R.  Die  ganze  bedeutsame  Persönlichkeit 
des  nach  so  vielen  Richtungen  hin  interessanten  Mannes  tritt  uns  dabei 
freilich  nicht  entgegen«  Dazu  bedürfte  es  einer  Schilderung  des  Astronomen, 
der  darin  wenigstens  seiner  Zeit  vorauseilte ,  dass  er  an  der  Autorität  des 
Alterthums  zu  zweifeln  wagte,  wo  eigene  Himmelsbeobachtungen  im  Wider- 
spruche zu  ihr  standen.  Dazu  bedärfte  es  des  ausführlichen  Verweilens  bei 
allen  Werken,  die  R.  im  Drucke  herausgab  und  so  zum  Gemeingut  der 
deutschen  Gelehrsamkeit  insbesondere  machte.  Dazu  bedürfte  es  der  ein- 
gehenden Besprechung  der  von  R.  zuerst  bearbeiteten  Ephemeriden,  des 
von  ihm  erfundenen  Jakobsstabes,  die  beide  Columbus  auf  seiner  Ent- 
deckungsreise begleiteten,  eine  Besprechung,  welche  den  zweiten,  kürzeren, 
aber  weitaus  besten  Theil  der  Zieg  1er* sehen  Monographie  bildet. 

Auf  alle  diese  an  sich  noth wendigen  Untersuchungen  müssen  wir  hier 
verzichten.  Nur  eine  Bemerkung  sei  uns  noch  verstattet,  welche  R.  ein 
kleines  Anrecht  darauf  verschaffen  soll,  als  Vorgänger  der  grossen  Gelehr- 
ten des  XVII.  Jahrhunderts  bezeichnet  zu  werden.  In  dem  Briefe  an 
Magister  Christian  Roder  findet  sich  folgende  Aufgabe  {Murr  l  c,  Bd.  I 
S.  201) :  yyPerlica  quedam  decupedalis  perpendiculariter  suspenditur  :  cujus  pes 
ab  orhonte^  qucäuor  extollitur  pedibus.  Queritur  punctus  orizonlis  a  quo  pertica 
ipsa  cemitur  longissima,  hoc  est  sub  maximo  angulo.  Verum  cum  in  finita  sint 
ialia  puncia  circumferentiam  circuli  occupantia .  queritur  quantum  disiet  unum 
quodque  eorum  a  pede  suspenso  pertice,^'  Unseres  Wissens  ist  dieses  die  bis- 
her noch  nie  beachtete  erste  Frage  nach  einem  Maximum  bei  einem  nach- 
griechischen Schriftsteller. 

Die  Charakteristik  des  Regiomontanus,  welche  wir  zum  Schlüsse  geben 
möchten,  wird  nach  den  versuchten  Auseinandersetzungen  in  Folgendem 
nicht  untreu  erscheinen.  Regiomontanus  war  vor  Allem  ein  kritischer  und 
emsig  sammelnder  Forscher;  die  Vordienste,  welche  er  um  die  Verbreitung 
der  Mathematik  in  Deutschland  sich  erworben  hat,  sind  überwiegend;  die 
Mathematik  selbst  hat  er  verhältnissmässig  nicht  so  sehr  bereichert,  wie 
manch  anderer  deutscher  Gelehrter;  aber  dieser  letzte  Ausspruch  darf  nicht 
als  Tadel,  sondern  nur  als  Bedanern  über  den  frühzeitigen  Tod  des  Regio- 
montanus aufgefasst  werden,  denn  wenn  auf  Einen,  so  können  auf  ihn  die 
Worte  angewandt  werden,  in  welchen  Newton  das  Hinscheiden  von 
Roger  Cotes  beklagte:  „Hätte  er  länger  gelebt,  so  würden  wir  noch  viel 
von  ihm  gelernt  haben  1^'  Cantor. 
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Recensionen. 

Allgemeine  Theorie  und  Berechnung  der  continnirlichen  nnd  einfachen 
Träger.  Für  den  akademischen  Unterricht  und  zum  Gebraach  der 
Ingenieure,  von  Dr.  phil.  Jakob  Weyrauch,  Ingenieur,  Ritter  etc, 
Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1873. 

Ein  Buch,  wie  ein  solches  nur  entstehen  kann ,  wenn  der  in  demselben 
behandelte  Stoff  schon  in  früheren  Arbeiten  bis  zu  einer  hohen  Stufe  der 
Ausbildung  gebracht  worden,  und  der  Autor  daher  nicht  mehr  genöthigt  ist, 
unsicher  tastend  den  Pfad  des  Entdeckers  zu  gehen,  sondern  sicher  fort- 
schreitend den  Weg  bequemer  gestalten  nnd  für  die  allgemeine  Benutzung 
zweckmässiger  aufbauen  kann. 

Mit  grosser  Eleganz  nnd  Klarheit  wird  unter  Zugrundelegung  der  ge- 
wöhnlichen Hypothese  von  auch  nach  der  Biegung  eben  bleibenden  Balken- 
querschnitten der  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Belastungs- 
arten  und  den  entsprechenden  Momenten  der  inneren  Kräfte,  sowie  den 
verticalen  Schubkräften  für  die  verschiedenen  Querschnitte  entwickelt 
Hierbei  sind  die  Formeln  möglichs't  allgemein  gehalten  und  sowohl  für  Bal- 
ken mit  ungleich  hohen  Stützen,  als  auch  mit  veränderlichem  Querschnitte 
aufgestellt  und  durch  Zahlenbeispiele  erläutert.  Für  die  einfachen  Träger 
folgen  die  Gleichungen  als  specielle  Fälle. 

Die  Auflösung  der  bekannten,  hier  natürlich  entsprechend  erweiterten 
Clapeyro naschen  Gleichungen  für  die  Stützenmomente  erfolgt  mittels 
recurrenter  Gleichungen  und  es  gründet  sich  die  mitgetheilte  Theorie  des 
Ortes  der  Lasten  auf  die  Eigenschaften  der  dabei  angewandten  Factoren- 
sjsteme.  Dieser  Theil  des  Werkes  zeichnet  sich  besonders  durch  seine 
Exactheit  und  Gründlichkeit  aus. 

Der  Verfasser  hat  sich,  jedenfalls  principiell,  von  der  Anwendung 
neuerer  graphischer  Methoden  ferngehalten  und  selbst  bei  Untersuchung 
von  Trägern  mit  veränderlichem  Querschnitt  nur  die  Rechnung  angewandt. 
Es  lässt  sich  dies  natürlich  desto  weniger  als  Fehler  bezeichnen ,  als  hier- 
durch das  Buch  an  Einheit  gewonnen  hat.     Ob  dies  aber  auch  derjenige 
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Weg  ist,  auf  welchem  man  —  wie  die  Tendenz  des  Baches  ist  —  den  prak- 
tischen Ingeniearen  grössere  Sympathie  für  continairliche  Träger  beibringen 
kann,  ist  doch  za  bezweifeln.  Wie  der  Verfasser  selbst  (Anmerkung  S.  130) 
bemerkt,  ist  die  Berechnung  zwar  nicht  s'chwierig,  aber  umständlich.  Will 
man  daher  den  praktischen  Ingenieuren  die  Scheu  vor  den  Festigkeitsunter- 
suchungen continnirlicher  Träger  benehmen,  so  muss  man  entweder,  wo  dies 
angeht,  die  Eecbnung  durch  zeitsparende  Constructionen  unterstützen,  oder 
durch  Mittheilung  möglichst  reichhaltiger  Tabellen  fertiger  Zahlenresultate 
(wie  in  Prof.  E.  Winkler 's  musterhaftem  „Brückenbau^')  die  Rechnung 
erleichtern. 

Auf  S.  154  wird  behauptet,  dass  „die  continuirlichen  Träger  dort  am 
meisten. in  Gunst  stehen,  wo  die  Ingenieure  rechnen  können,  wie  in  Frank- 
reich undSüddeatschland,  und  nicht  da,  wo  es  Regel,  dass  Ingeniearboreanz 
von  Leuten  dirigirt  werden ,  welche  zwischen  zwei  Stühlen  und  auf  keinem 
fest  sitzen'^  Ohne  auf  die  zweite  Hälfte  dieses  Satzes  uns  einzulassen,  muss 
doch  gegen  die  erste  Hälfte  desselben  Einiges  bemerkt  werden. 

Dass  auch  unter  den  französischen  Ingenieuren  der  Einfluss  der  an- 
gleichen Stützenhöh^  ebenso  beurtheilt  wird ,  wie  von  den  norddeutschen, 
zeigt  unter  Anderem  der  Ausspruch  von  Brosse  (Cours  de  mecanique  ap- 
pUquee,  IIP  Partie,  p.  2SyO),  welchen  Ingenieur  Darcel  in  den  Annales  des 
ponts  et  chaussees  1866,  /,  p.  361 ,  wie  folgt  commentirt: 

,,Nou8  ne  pouvons  ainsi  que  nous  associer  ä  M.  Bresse  pour  montrer  le 
danger  que  presente  le  moindre  changemeni  dans  les  donees  du  probleme.  Pour 
notre  pari ,  comme  d^un  cöte  nous  ne  croyons  pas  qu'un  eonstrucleur  ose  affirmer 
quHl  construira  wie  pouire  parfaitement  recliligne ,-  que  ses  Supports  seront  par- 
faitement  de  niveau  ou  quil  s'aperceora  d'un  iassement  de  quelques  centimeires, 
et  que  cependant,  d'un  autre  edle,  ü  est  penible  de  renoncer  ä  la  grande  facüiti 
pour  le  levage  que  donne  la  solidarite,  puisqu^elle  permet  de  construire  la  pouire 
sur  la  rive  dans  le  prolonyemenl  de  faxe  du  pont,  puis  de  la  povsser  progressive- 
ment  et  tout  d\ine  piece,  jusqti'ä  ce  qiielle  vienne  reposer  successivement  sur  les 
divers  appuis ,  nous  estimons  que  si  Von  veut  Joindre  la  prudence  ä  la  facilüe 
dcxecution,  ou  devrait  calculer  et  construire  la  poutre  comme  devant  etre  formee 
de  travecs  isolees ,  puis  reunir  ces  travees  bout  ä  bout  sur  la  rive  au  moyen  de 
semelles  et  d'un  boulonage  provisoire  que  fon  enleverait  ensuiie  lorsque  la  pouire 
aurait  ele  pousse'e  tout  d'une  piece  datis  sa  position  primitive,'^  Wenn  trotzdem 
Balkenträger  häufig  als  continuirliche  in  Frankreich  berechnet  werden,  so 
ist  hierfür  die  bedeutende  Materialersparniss  von  25 — 50  Procent  ein  sehr 
einleuchtender  Grund. 

In  Baden  ist  die  neue  grosse  Rheinbrücke  zwischen  Mannheim  und 
Ludwigshafen  mit  nicht  continuirlichen  Trägern  von  80  M.  Spannweite 
gebaut  worden.  In  Baiern  hat  Director  Gerber  sich  sein  System  von  con- 
tinairlichen  Gelenkträgern  patentiran  lassen,  das  speciell  die  Unabhängig- 
keit der  Träger  von  den  Stützenhöhen  bezweckt. 
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Es  scheint  demnach,  dass  das  Misstrauen  gegen  die  continuirlichen 
Träger  nicht  blos  bei  den  norddeutschen,  sondern  auch  bei  vielen  gut  rech-^ 
nenden  französischen  und  süddeutschen  Ingenieuren  zu  finden  ist. 

Referent  glaubt,  dass  auch  hier,  wie  so  oft,  die  beiden  gegenüber- 
stehenden Parteien  in  die  Extreme  verfallen.  Im  Allgemeinen  ist  es  gewiss 
richtiger,  nur  solche  Constructionen  anzuwenden,  welche  sich  möglichst  den 
theoretischen  Voraussetzungen  anschliessen ,  welche  bei  der  Berechnung 
derselben  gemacht  worden  sind.  Wo  jedoch  besondere  Verhältnisse  (leich- 
tere Aufstellung»  geringe  Breitendimension  der  Zwischenstützen,  Schiefe 
der  Brücke)  die  Anwendung  continuirlicher  Träger  empfehlenswerth  er- 
scheinen lassen,  sollte  man  nicht  mit  äusserster  Consequenz  die  Anwendung 
der  letzteren  umgehen.  Freilich  darf  man  aber  auch  dann  über  den  Einfluss 
der  ungleichen  Stützenhöhe  nicht,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  einfach 
wegsehen ,  sondern  einerseits  eine  solche  in  die  Rechnung  einführen  und 
andererseits  die  Lager  zur  nachträglichen  Höhenjustirung  einrichten.  Da 
selbstverständlich  hierbei  eine  Hypothese  bezüglich  der  Grösse  der  mög- 
licherweise eintretenden  Stützenhöhendifferenzen  gemacht  werden  muss,  so 
wird  man  die  zulässige  Maximalinanspruchnahme  des  Materials  geringer  als 
bei  einfachen  Trägern  anzunehmen  haben. 

Für  derartige  Berechnungen  bietet  das  vorliegende  Buch  einen  höchst 
schätzönswertben  Leitfaden.  Nach  dem  genannten  Werke  von  Winkler 
ist  es  als  das  beste  und  vollständigste  seiner  Art  dem  praktischen  Ingenieur 
sowohl,  als  dem  studirenden  Techniker  auf's  Angelegentlichste  zu   em- 

P^«^^®°-  Dr.  W.  Fränkbl. 


Vorlesongen  über  mathematisohe  Physik.  Von  Dr.  Gustav  Kircuuoff. 
Leipzig,  B.  G.  Teubner.    1874. 

Von  diesem  ganzen  Werke,  das  seinen  Ursprung  der  Thätigkeit  des 
Verfassers  an  der  Heidelberger  Universität  verdankt,  liegt  die  erste  Liefe- 
rung zur  Beurtheilung  vor.  Diese  umfasst  die  bekannten  mechanischen 
Grundgleichungen  bis  zur  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  für  die 
Bewegung  elastischer  und  flüssiger  Körper.  Die  Sprache  ist  knapp  und 
dabei  scharf  und  präcis,  so  dass  es  möglich  wurde,  die  ganze  ebengenannte 
Materie  auf  einem  Räume  von  124  Seiten  gr.  8®  vollständig  darzustellen. 

Der  Verfasser  behandelt  seine  Aufgabe  in  einer  Weise,  die  wir  am 
zweckmässigsten  durch  Wiederholung  der  Worte  des  Prospects  definiren 
können.  „Die  Herausgabe  dieser  ersten  Lieferung  soll  ihre  Rechtfertigung 
hauptsächlich  in  einer  Eigenthümlichkeit  der  Darstellung  finden,  welche  die 
Unklarheiten  zu  entfernen  sucht,  die  den  mechanischen  Begriffen  bei  der 
gewöhnlichen  Behandlung  anhaften.  Der  Verfasser  bezeichnet  es  nämlich 
als  die  Aufgabe   der  Mechanik ,  die  in  der  Natur  vor  sich  geheudj^n  Be- 
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wegungen  vollkommen  and  auf  die  einfachste  Weise  zu  beschreiben,  und 
begründet,  hiervon  aasgehend,  anter  Voraassetznng  der  Vorstellangen  von 
Raam,  Zeit  and  Materie,  die  Lagrange* sehen  Gleichangen  durch  rein 
mathematische  Betrachtungen.  Freilich  erscheinen  diese  Gleichangen  dann 
als  solche,  die  über  die  wirklichen  Bewegungen  der  Körper  gar  nichts  aus- 
sagen, sie  bilden  nur  ein  Schema  für  diese,  deren  Inhalt  zu  geben  Sache 
der  Beobachtung  ist;  ihr  Nutzen  beruht  darauf,  dass  sie  eine  Sprache  mög- 
lich machen,  die,  wie  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  sich  besonders  eignet,  die 
wirklichen  Bewegungen  in  einfacher  Weise  zu  beschreiben/^ 

Es  hat  dem  Referenten  grosses  Vergnügen  gewährt,  den  aasgesproche- 
nen Zweck  vom  Verfasser  in  ausgezeichneter  Weise  erreicht  zu  sehen. 
Mit  seinem  genialen  Scharfblick  hat  damit  Kirchhoff  die  Klippen  um- 
schifft, die  so  manches  Schiff  lein  scheitern  machten,  wie  z.  B.  die  Einfüh- 
rung des  Begriffes  Kraft,  Druck  etc.  in  die  verschiedenen  Systeme  der 
Mechanik  zeigt.  Es  muss  die  vorliegende  erste  Lieferung  des  ganzen  Wer- 
kes als  ausgezeichnet  betrachtet  werden  sowohl  dem  Inhalt,  als  auch  der 
Form  nach.  Die  Hochachtung,  welche  der  berühmte  Verfasser  allenthalben 
geniesst,  berechtigt  zu  der  Erwartung,  dass  auch  die  ferneren  Lieferungen 
nicht  hinter  der  ersten  zarückbleiben  werden. 

Die  Ausstattung  ist  die  bekannte  vorzügliche  der  Verlagshandlung. 

Freiberg,  den  3.  Juni  1 874.  Th.  Köttbritzsch. 


Handbuch  der  theoretischen  Physik  von  W.  Thomson  und  F.  O.Tait, 

autorisirte  deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  H.  Helmholtz  und 
Wertheih.  I.  Band  II.  Theil.  Braunschweig,  Friedrich  Vieweg 
&Sohn.  1874. 
Von  dem  wichtigen  Gesammtwcrke  bildet  der  vorliegende  Theil  die 
Fortsetzung  zu  dem  im  Jahre  1871  erschienenen  I.  Theile.  Es  sind  in  einer 
von  Nr.  438  bis  Nr.  848  fortlaufenden  Paragraphenreihe ,  die  sich  an  die  des 
ersten  Theiles  anschliesst ,  zunächst  noch  einige  Fragen  über  den  Umfang, 
in  welchem  physikalische  Erscheinungen  der  Bechnung  unterworfen  werden 
können,  behandelt.  Alsdann  folgt  die  Statik  in  zwei  grösseren  Abschnitten, 
von  denen  der  eine  die  Statik  eines  materiellen  Punktes,  der  andere  die 
Statik  fester  und  flüssiger  Körper  behandelt.  Wir  möchten  es  als  selbstver- 
ständlich bezeichnen,  dass  die  genannte  Materie  in  der  anerkannt  originellen 
Weise  und  mit  der  bekannten  Schärfe  der  Gedanken  behandelt  ist.  Die 
angewandte  Knappheit  und  Präcision  der  Sprache  hat  es  möglich  gemacht, 
die  genannte  Materie  trotz  des  engen  Raumes  in  einem  Umfange  zu  behan- 
deln, wie  man  von  einem  Handbuch  nur  erwarten  kann. 

Dass  die  Potentialtheorie  umfangreicher  benützt  ist,  als  es  in  den  son- 
stigen Werken  über  Mechanik  geschieht,  kann  nur  gebillifft^werden. 


liifft^weraen. 
byV^OOglc 
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Die  angeführten  und  berechneten  Beispiele  sind  theils  für  sieh  interes- 
sant, theils  für  die  Physik  der  Erde  von  ausserordentlicher  Wichtigkeit. 

Das  Vorwort  von  H.  Heimholte,  das  sich  gar  nicht  auf  das  vorlie- 
gende Handbuch,  sondern  auf  Zollner's  „Ueber  die  Natur  der  Cometen'* 
bezieht,  mag  nur  historisch  erwähnt  werden. 

Freiberg,  den  15.  Mai  1874.  Th.  Köttbritzsoh. 


Di  alqune  recenti  memorie  sul  Processo  e  sulla  Condanna  del 
Galilei,  Nota  e  documenti  aggiunii  alla  Bibliografia  Galileiana  del  Prof. 
Cav.  Pielro  Riccardi.  Modena  dalla  socieiä  tipografica,  1873. 
79  S.  4^ 

Die  vorliegende  Schrift  behandelt  die  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  be- 
kannten Arbeiten  WohlwilTs,  Gherardi*s  und  Friedlein*s  ttber  d^n 
Galil einsehen  Process,  von  denen  die  letzten  in  diesen  Blättern  erschienen 
sind.  Er  wägt  unparteiisch  auf  Grund  aller  Documente  die  Frage  ab  und 
kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  eine  Fälschung,  wenn  auch  uicht  endgiltig 
erwiesen,  so  doch  höchstwahrscheinlich  gemacht  sei.  Er  drängt  auf  eine 
genaue  Untersuchung  des  betreffenden  ActenstUckes  und  meint,  es  müsse 
jetzt  der  Curie  selbst  daran  liegen,  sich  von  dem  Verdachte  zu  reinigen, 
durch  Zurückhaltung  des  wahren  Sachverhaltes  eine  vielleicht  schlechte 
Sache  beschönigen  zu  wollen. 

Den  grössten  Theil  des  Schriftchens  nimmt  (8.19 — 78)  eine  Zusam- 
menstellung der  neuerdings  aufgefundenen  Documente,  eigentlich  aller  für 
den  Process  wichtigen  Documente  ein:  der  Abdruck  des  Vaticanmanuscripts 
nach  PEpinois  bildet  den  Anfang,  die  Gh er ardi' sehen  Documente  den 
Schlnss.  Durch  diesen  letzten  Theil  ist  die  Schrift  von  hohem  Werthe  für 
Jeden,  der  sich  eingehend  mit  dem  betreffenden  Gegenstande  beschäftigen 
will.  Ursprünglich  ist  die  Arbeit  in  den  Memorie  della  R.  Äccademia 
delle  Scienze^  Leiiere  edArii  in  Modena  (T.  XIV)  erschienen. 

Thorn,  April  1874.  M.  Curtzb. 
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Recensionen. 

Zur  Erümening  an  Jacob  Steiner,  von  Dr.  C.  F.  Geiser,  Professor  am 
schweizerischen  Polytechnikum.  Verlag  von  Cäsar  Schmidt  (Scha- 
belitz'sche  Buchhandlung),  Zürich  1874. 
Jacob  Steiner,  der  grösste  synthetische  Geometer  des  Jahrhunderts, 
der  schweizer  Bauernsohn,  war  in  beiden  Eigenschaften,  die  ihn  geradezu 
kennzeichnen,  der  besonderen  Aufmerksamkeit  der  mathematischen  Section 
der  schweizer  naturforschenden  Versammlung  warm  empfohlen.  Wir 
können  uns  um  so  deutlicher  den  Eindruck  vorstellen,  welchen  der  uns 
beute  gedruckt  liegende  Vortrag  von  Prof.  Geiser  am  22.  August  1873  in 
Schaff  hausen  auf  den  genannten  Zubörerkreis  ausüben  musote,  ein  Eindruck, 
der  beim  Lesen  der  Abhandlung  nur  um  so  viel  sich  abschwächt,  als  die 
Frische  des  gesprochenen  Wortes  entbehrt  wird,  sich  dagegen  um  so  viel 
erhöht,  als  der  Genuas,  bei  Geistvollem  verweilen  zu  können,  das  geschrie- 
bene Wort  wieder  vor  dem  gesprochenen  auszeichnet.  Herr  Geiser  war 
—  das  hat  seine  Herausgabe  Steiner  "scher  Vorlesungen,  das  haben  seine 
Origlnalarbeiten  bewiesen  —  in  holiem  Grade  befähigt,  der  Ehrenpflicht  zu 
genügen,  welche  die  neuere  Geometrie  Steiner  zehn  Jahre  nach  seinem 
Tode  noch  immer  schuldete,  befähigt,  das  Epochemachende  in  Stein er's 
Schriften  zu  ermitteln  und  hervorzuheben.  Herr  Geiser  war  aber  auch  — 
nnd  das  beweisen  die  gegenwärtigen  37  Druckseiten ,  welche  wir  kaum  er- 
halten, auch  schon  verschlungen  haben  —  befähigt  wie  Wenige,  dem  biogra- 
phischen Theile  der  Aufgabe  gerecht  zu  werden,  die  er  sich  gestellt  hatte. 
Mit  derbem  Humor  allein  lässt  eine  so  derbe  Natur,  wie  die  Stein  er 's 
war,  sich  schildern,  und  Herr  Geiser  besitzt  diese  Geistesgabe  in  köst- 
lichem Masse.  Die  kleinen  Begebenheiten  aus  Stein  er 's  Leben,  seine 
Kraft-  und  Schlagworte,  welche  in  grosser  Zahl  buchstäblich  angeführt  sind, 
würden  nicht  im  richtigen  Rahmen  erscheinen,  wenn  sie  einer  trockenen 
Lebensbeschreibung  oder  gar  einer  Alles  und  Jegliches  lobenden  Verhim- 
melnng  eingefügt  wären.  Herr  Geiser  sagt  uns  selbst  (S.  2),, er  habe  es 
vermeiden  wollen,  ein  Heiligenbild  mit  langen  blonden  Locken  in  einer  Ge- 
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wandnng,  zu  welcher  die  sattesten  Anilinfarben  herhalten  mnssten,  ans- 
znarbeiten.  Er  hat  sehr  wohl  daran  gethan,  sich  von  diesem  Extreme  fern 
zn  halten.  Er  hat  aber  unsern  doppelten  Dank  sich  dadurch  verdient,  dass 
er  statt  des  glücklich  Vermiedenen  eines  jener  Cabinetstticke  naturwahrer 
Porträtirkunst  uns  lieferte,  einen  Balthasar  Denn  er /der  mit  der  Lonpe 
betrachtet,  nur  immer  neue  Aehnlicbkeiten  hervortreten  lässt.  Es  sei  uns 
gestattet,  ergänzend  etwa  zwei  kleine  Pinselstriche  beizufügen,  um  Erinner- 
ungen zu  verwerthen,  welche  uns  ans  Wintersemester  1851 — 1852  ge- 
blieben sind,  in  welchem  wir  selbst  den  Steine  raschen  Vorlesungen  einige 
Wochen  lang  folgten.  Die  eine  Erinnerung  knüpft  sich  an  seine  Auffassung 
des  verhältnissmässigen  Werthes  von  Analysis  und  Synthesis.  „Die  Ana- 
lysis,  so  sagte  er  in  einer  der  ersten  Stunden,  zieht  Einem  die  Schlafkappe 
über  den  Kopf.  Bei  uns  heisst  es:  Augen  aufsperren  ,  dann  sieht  man  die 
Sachen  auchl  Die  zweite  Erinnerung  bezieht  sich  auf  seine  Lehrthätigkeit. 
In  der  ersten  Stunde  war  der  ziemlich  kleine  Hörsaal  im  südwestlichen 
Theile  des  Erdgeschosses  des  Berliner  üniversitätsgebftudes,  in  welchem  er 
zu  lesen  pflegte,  geradezu  überfüllt.  Wir  sassen  dichtgedrängt  auf  den 
Bänken  und  etwa  ein  halbes  Dutzend  von  Zuhörern  stand  noch  an  die 
Wand  gelehnt.  In  der  zweiten  Stunde  legte  man  einen  Zettel  auf  den  Ka- 
theder, auf  welchem  der  Wunsch  ausgesprochen  war,  in  das  zu  derselben 
Zeit  freistehende  grössern,  damals  sogenannte  Diric  hl  et  ^sche  Auditorium 
überzusiedeln.  Steiner  las  den  Zettel,  legte  ihn  wieder  hin  und  trug  an  das 
in  der  letzten  Vorlesung  Besprochene  anknüpfend  weiter  vor;  wenn  wir  nicht 
irren,  handelte  es  sich  um  jene  ebene  Carve  vierten  Grades,  welche  der  geo* 
metrische  Ort  des  Punktes  ist,  von  welchem  aus  zwei  in  der  Ebene  gegebene 
gerade  Strecken  unter  gleichem  Winkel  gesehen  werden.  Am  Schiaase 
fügte  er  dann  noch  hinzu:  „Man  hat  mir  da  einen  Zettel  hingelegt.  Ich 
werde  in  diesem  Zimmer  bleiben.  In  ein  Paar  Stunden  ist  es  gross  genug." 
Er  hatte  wahr  geweissagt.  Bald  waren  wir  nur  noch  sechs  oder  acht  Zu- 
hörer, und  wieder  etwas  später  lässt  sich  das  Wörtlein  „wir"  in  diesem 
Zusammenhang  nicht  mehr  rechtfertigen.  Wie  kam  das?  Es  mochten 
wohl  zwei  Gründe  zusammenwirken,  ein  innerer  und  ein  äusserer.  Herr 
Geiser  sagt  (S.  30):  „Die  Selbstthätigkeit  des  Lernenden  war  unumgäng- 
lich nothwendig,  ein  blosses  Anhören  und  Nachschreiben  genügte  nicht." 
Die  Schüler  des  Winters  1851  — 1852  machten  die  Erfahrung  dieser  Notb- 
wendigkeit  in  so  hohem  Grade,  dass  es  bald  klar  ward,  man  müsse  wählen 
zwischen  Steiner  und  Dirichlet.  Ausgewählte  Capitel  aus  der  synthe- 
tischen Geometrie  und  partielle  Differentialgleichungen  nebeneinander  za 
hören  und  zu  verarbeiten ,  dazu  reichten  wohl  nur  sehr  selten  Fleiss  und 
Fähigkeit  eines  Stndirenden,  und  theilweise  wenigstens  in  diesem  Sinne 
fassen  wir  auch  Jacob i*s  Rath  auf  (8.  30),  erst  bei  Steiner  zu  hören, 
bevor  man  zu  ihm  komme.  Der  äussere  Grund,  welcher  hinzutrat,  jene 
Wahl  leichter  zn  machen,  bestand  darin,  dass  Steiner  iie  Oewohnbeit 
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hatte,  es  im  warmen  Zimmer  nicht  anshalten  zu  können,  und  dass  er  dem 
entsprechend  fast  in  jeder  Stunde  ohne  Rücksicht  auf  einen  Berliner  Winter 
das  Fenster  des  Hörsaales  öffnete  nnd  dadurch  eine  meistens  nur  ihm  allein 
erwünschte  Temperatorerniedrigung  hervorbrachte:  80  sah  er  sich  bald  in 
der  Mitte  von  sehr  wenigen,  allerdings  um  so  begeisterteren  Schülern,  und 
hier  mag  er  dann  jene  sokratische  Lehrmethode  angewandt  haben ,  welche 
Herr  Geiser  (S.  8)  rühmt,  welche  aber  bei  höherer  Zahl  von  Zuhörern 
durchzuführen  fast  zur  Unmöglichkeit  wird  und  welche  auch,  so  weit  unser 
Gedfichtniss  reicht,  nicht  versucht  wurde.  Möge  Herr  Geiser,  mögen 
unsere  Leser  in  diesen  kurzen  Bemerkungen  nur  den  Beweis  dafür  finden, 
wie  sehr  die  uns  vorliegende  Abhandlung  unser  Interesse  gespannt,  unsere 
Erinnerungen  aufgefrischt  hat.  Was  endlich  den  wissenschaftlich  wichtig- 
sten Tlieil  der  Brochure,  die  Darstellung  von  S  t einer  *s  schriftstellerischer 
Tbfttigkoit  (8.  14—27)  betrifft,  so  muss  es  uns  vollends  genügen,  auf  die  in 
Knappheit  und  Uebersichtlichkeit  der  Behandlung  mustergiltige  Schrift 
selbst  zu  verweisen. 

Cantor. 


Lehrbaeh  der  Experimentalphynk,  bearbeitet  von  Dr.  Adolph  Wüllneb, 
Professor  der  Physik  am  l^önigl.  Polytechnikum  zu  Aachen.  Erster 
Bandy  Mechanik  nnd  Akustik.     Dritte  vielfach  umgearbeitete  und 
verbesserte  Auflage.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner, 
1874. 
Die  Rückseite  des  Umschlags  enthält  die  Anzeige  der  Verlagshandlung: 
„Da  die  folgenden  Bände  noch  nicht  in  neuer  Auflage  erscheinen  können, 
80  ist  das  beim  vierten  Bande  befindliche  Sach-  und  Namenregister  nach 
der  dritten  Auflage  des  ersten  Bandes  umgearbeitet  worden,   so  dass  fort- 
während vollständige  Exemplare  des  ganzen  Werkes  mit  einem  correcten, 
zu  allen  Bänden  (I  in  dritter,  H—  IV  in  zweiter  Auflage)  passenden  Re- 
gister bezogen  werden  können.     Dieses  neue  Register  wird  auch  zu  allen 
Exemplaren  gratis  geliefert,  welche  die  Abnehmer  dieses  ersten  Bandes  von 
Band  II  bis  IV  beziehen/' 

Im  Anschluss  hieran  bemerken  wir,  dass  diese  Recension  sich  nur  auf 
den  Band  I  in  dritter  Auflage  bezieht,  und  dass  Das,  was  noch  über  die 
Bände  II,  III,  IV  der  zweiten  Auflage  nachzuholen  ist,  in  einem  der 
nächstfolgenden  Hefte  dieser  Zeitschrift  gegeben  werden  wird. 

Dem  Herrn  Verfasser  ward  die  Freude  zu  Theil,  die  erste  Auflage 
seines  Werkes  (2500  Exemplare)  bereits  fünf  Jahre  nach  dem  Erscheinen 
vergriffen  zu  sehen,  was  sich  zum  grössten  Theile  aus  der  wohlgelungenen, 
streng  wissenschaftlichen  und  historischen  Behandlung  der  Probleme  erklärt, 
die  in  ihrer  Gesammtheit  die  Physik  bilden.  Diese  Behandlung,  welche  die 
erste  Auflage  von  WüUner'a  Lehrbuch  in  hohem  Grade  zum  Selbst- 
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sttidiam  geeignet  und  zur  besten  Vorschule  beim  tieferen  Eindringen  in  das 
physikalische  Wissen  machten,  finden  wir  beim  I.  Band  der  dritten  Auflage 
wieder.  Ausserdem  zeigt  der  Vergleich  .mit  der  vorhergehenden  Auflage 
überall  das  Bestreben^  nach  genauer  Revision  das  minder  Vollkommene  zu 
verbessern  und  das  Bisherige  durch  die  Resultate  neuer  Arbeiten  zu  er- 
gänzen. 

Zur  Bekräftigung  des  Vorstehenden  möge  im  Folgenden  das  speciellere 
Resultat  der  Vergleichung  der  zweiten  und  dritten  Auflage  des  I.  Bandes 
mitgetheilt  werden. 

Der  Umfang  ist  von  44  auf  46  Druckbogen  gestiegen,  die  Zahl  der 
Holzschnitte  im  Text  von  283  auf  208  angewachsen. 

Was  den  Gebrauch  der  Mathematik  anlangt,  so  sind,  wie  früher,  die 
nothwendigen  Beweise  so  elementar  als  möglich  gehalten  worden;  dass  da 
und  dort  das  Differeniialzeichen  hervortritt  und  von  den  ersten  Anfängen 
der  Integralrechnung  eine  Anwendung  vorkommt,  wird  vollständig  durch 
den  8toft  und  die  dem  Herrn  Verfasser  erwachsene  Aufgabe  gerechtfertigt, 
gesetzmäbsige  Beziehungen  zu  erläutern  und  darzuhtellen.  Da  derselbe  nur 
die  alh^rersten  Anfänge  der  Infinitesimalrechnung  gebraucht  und  auch  diese 
nur  auf  das  physikalisch  unbedingt  Noth wendige  beschränkt  hat,  so  gereicht 
dies  dem  Buche  eher  %um  Vortheile  als  zum  Nachtheile. 

Im  einleitenden  Theil  erscheint  Seite  I  bis  8  mehrfach  umgearbeitet 
und  durch  Betrachtungen  über  das  Ziel  der  Naturwissenschaften  ergänzt; 
Seite  11  bis  13  ist  nach  der  inzwischen  erfolgten  F]inführung  des  metrischen 
Masssystems  in  Deutschland  abgeändert  und  Seite  21  bis  23  ist  statt  des 
bisherigen  einfachen  ein  zu  genaueren  Messungen  geeigneteres  Sphärometer 
aus  der  Werkstatt  von  Hermann  P fister  iu  Bern  abgebildet  und  be- 
schrieben worden. 

I.  Abschnitt:  Lehre  vom  Gleichgewicht  und  der  Bewegung  der  Körper 

als  solcher.  §  1  ist  bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  durch  Einführung  des 

Begriffes  mittlere  Geschwindigkeit  erweitert,  letztere  durch  Uebergang  znr 

ds 
Grenze  in  den  bekannten  Ausdruck  »  =  —  tibergeführt  und  ebenso  bei  der 

mittleren  Beschleunigung   verfahren    worden.      Die  Ausdrücke  —  und  — 

dt  dt 

kommen  dann  auch  in  §  15  beim  Maasse  der  inconstanten  Kräfte  vor.  S  16, 
über  die  statischen  Momente,  ist  um  die  Ableitung  des  Principes  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  aus  der  Arbeit  der  am  Hebel  wirkenden  Kräfte 
vermehrt  worden.  §  21  über  die  Trägheitsmomente,  hat  eine  übersichtlichere 
Ableitung  des  Fundamentalsatzes  (mv^)  und  als  Zusatz  eine  Ableitung  der 
in  der  Physik  öfter  vorkommenden  Trägheitsmomente  von  Cjlinder  und 
Kugel  erhalten.  $§  31,  32  sind  zu  einer  sehr  klaren  Abhandlung  über  die 
Bestimmung  der  Beschleunigung  g  umgearbeitet  und  durch  Abbildung  und 
BsBchreibung  des  Kater^schen  Reversionspendels  ergänzt  worden.  S  34  ist 
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sBUsätalich  gezeigt  worden,  wie  man  dtirch  TorsionsscbwiDgangsversucbe 
das  TrägheitsmomeDt  eines  Körpers  bestimmeQ  kann. 

II.  Abschnitt:  Von  dem  Gleicbgewicbt  nnd  der  Bewegung  der  Körper 
in  ihren  einzelnen  Theilen.  Dieser  Abschnitt  ist  im  $  52  über  die  cnbiscfae 
Znsammendrückbarkeit  der  festen  Körper  theilweis  umgearbeitet  worden. 
Die  Lehre  von  den  tropfbarflüssigen  Körpern  hat  folgende  Abänderungen 
erlitten,  die  entweder  auf  eine  wissenschaftlichere  Darstellung  abzielen  oder 
nothwendige  Zusätze  infolge  neuer  Arbeiten  bringen.  §  61  ist  der  Beweis 
anfgenommen,  dass  das  Oleichgewicht  von  Flüssigkeiten  nur  bei  gleich- 
massiger  Fortpflanzung  des  Druckes  bestehen  kann.  $  62  ist  vermebrt 
worden  durch  Aufnahme  der  aus  Grassi^H  Verbuchen  hervorgehenden 
Elasticitätscoefficienten  (kg,  qmm)  von  Flüssigkeiten  und  durch  eine  ver- 
gleichende Besprechung  neuer  Versuche  über  Compressibilität.  §  64  ent- 
hält eine  Beschreibung  nnd  Theorie  des  Desgoffe' sehen  Manometers. 
$  65  enthält  zusätzlich  die  Ableitung  der  Niveauflächen  bei  einer  rotirenden 
Flüssigkeit.  §  68  ist  das  Verfahren  mit  dem  Pyknometer  bei  der  Bestim- 
mung des  specifischen  Gewichts  nachgetragen  worden.  §  71  (und  im 
Gefolge  davon  SS  73  und  74)  ist  durch  Ausdehnung  der  Berechnung  des  Nor- 
maldruckes auf  beliebige  Oberflächen  vervollständigt  worden.  SS  75  und  77 
enthalten  neu  die  Bildung  von  Tropfen  auf  horizontaler  Unterlage  und  von 
Luftblasen,  sowie  die  Grösse  der  Wirkungssphäre  der  Molecularkräfte. 
S  83  enthält  den  strengeren  Beweis  des  Torricelli'schen  Theorems  und 
S  85  die  Ableitung  des  Ausflusses  aus  capillaren  Röhren  aus  den  Gesetzen 
der  Flüssigkeitsreibung.  —  Bei  den  gasförmigen  Körpern  bietet  S  Ö7  einen 
Zusatz  über  die  Abweichungen  der  Gase  vom  Mariotte 'sehen  Gesetz  nach 
den  Versuchen  von  Regnault,  Natterer,  Cailletet  n.  A.,  S  99  einen 
Zusatz  in  der  Beschreibung  des  Kegnanl tischen  Manometers.  §  103  eine 
Vermehrung  durch  Beschreibung  der  Sprenge  loschen  Quecksilberluft- 
pumpe, SS  109,  110,  111  eine  Umarbeitung  des  Früheren  über  das  Ausströmen 
der  Gase,  über  die  Diffusion,  sowie  über  Stoss  und  Widerstand  der  Luft. 

IIL  Abschnitt:  Von  der  Wellenbewegung.  Derselbe  ist  mit  Ausnahme 
der  SS  115  und  122  unverändert  geblieben. 

IV.  Abschnitt:  Lehre  vom  Schalle.  Dieser  Abschnitt  ist  durch  die  Zusätze 
vervollkommnet,  resp.  in  den  Paragraphen  umgearbeitet:  S  161.  Die  Ver- 
zögerung der  Schallgeschwindigkeit  in  Röhren  nach  den  Arbeiten  im  An- 
schlnss  an  den  Kundt'schen  Versuch.  S  162:  Die  Bestimmung  der  Schall- 
geschwindigkeit in  festen  Körpern  nach  St efan  und  Warburg,  nnd  die 
Schallgeschwindigkeit  im  unbegrenzten  festen  Körpern  nach  Werth- 
heim.  S  166.  Die  Ursachen  der  Klanganalyse  durch  das  menschliche  Ohr 
nach  Helmholt  z.'  S  167:  Die  Bestätigung  der  Doppler 'sehen  Theorie 
durch  Stimmgabel  versuche  Majer*s. 

Nachdem  in  umfänglicher  Weise  die  Qualification  des  besprochenen 
Bandes,   sowie   des  ganzen  Buches   als  Lehrbuch  für  ein  tieferes^elbst- . 
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studitim  nachgewiesen  wurde,  möge  am  Scfalnsse  nur  noch  bervorgeboben 
werden,  dass  die  für  ein  gründliches  Stadium  gewählte  streng  wissenschaft- 
liche und  historische  Behandlung  der  Probleme  der  Physik  das  Buch  auch 
zur  Benutzung  als  Handbuch  der  Physik  vorzüglich  geeignet  machen. 
Bei  der  einen  oder  andern  Verwendung  wird  dasselbe  aber  durch  die,  wie 
immer  ,  vorzügliche  äussere  Ausstattung^  mit  der  es  ans  der  Hand  der  Ver- 
lagshandlung hervorging,  auf  das  Wirksamste  unterstütst         y)t.  Kahl 


Die  Determinanten  nebst  Anwendung  auf  die  Lösung  aigebraiseher  und 
analytisch-geometrischer  Aufgaben.   Von  Dr.  H.  Dölp.    Dannstadt, 
Verlag  von  Ludwig  Brill.    1874. 
Das  kleine,  nur  94  Seiten  8°.  umfassende  Schriftchen  enthält  die  Haupt- 
sätze der  Determinantenlehre.    Es  soll  dazu  dienen,  das  Studium  der  Ma- 
thematik vorzubereiten ,  und  stellt  tiich  also  Denen  hilfreich  zur  Seite ,  die 
entweder  ihre  akademischen  Studien  beginnen  oder  ihre  Lehrzeit  auf  den 
Mittolächuleu  abzuschliessen  im  Begriffe  stehen.   Man  merkt  es  der  Haltung 
des  Schriftchens  an,  dass  es  aus  der  Praxis  hervorgegangen  ist.    Schwie- 
rigere  Lehrsätze  sind  nicht  sofort  allgemein  abgeleitet,   sondern  der  all> 
gemeine  Lehrsatz  ist  zuvor  durch  einfache  Betrachtungen  angebahnt.    Eine 
grosse  Anzahl  sehr  treffend  gewählter  Beispiele  führt  den  Lernenden  spie- 
lend in  das  fruchtbare  Gebiet  der  Determinanten  ein.   Referent  glaubt  daher, 
dass  das  vorliegende  Werkchen  zu  den  besten  zu  zählen  ist,  welche  solchen, 
die  in  der  Mathematik  weiter  gehen  wollen,  empfohlen  werden  können. 
F  r  e  i  b  e  r  g ,  den  20.  Juni  1874.  Th.  Köttbritzsch. 
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Mit  14  in  den  Text  eingedr.  Holzschn.  gr.  8.  geh.  1  Thlr.  =  3  Mark. 
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nen und  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.  2.  vermehrte 
Auflage.  Mit  20  in  den  Text  eingedr.  Holzschn.  gr.  8.  geh.  l  Thlr. 
22^yi  Sgr.  =  5  Mark  25  Pf. 

Thomae,  Prof.  Dr.  J.^  Ebene  geometrische  Gebilde  erster  und  zweiter 
Ordnung  vom  Standpunkte  der  Geometrie  der  Lage  betrachtet. 
Mit  46  in  den  Text  eingedr.  Holzschn.  gr.  4.  geh.  22  V2  Sgr.=  2Mark 
25  Pf. 

SDronter  Dr.  ff,,  Einleitung  in  bie  l^ö^crc  SlIgeBra.  gr.  8.   gel). 

1  3:I)Ir.  15  ©gr.  =  4  TOarf  50  ^f. 

^m  ^Strlage  ber  Oran'fd^en  ^ucl)()anblung  in  SaDreutl  t)l  er[c^icncn  imb  in  allen 
^nc!^I)anblungcn  jn  l^aben: 

^ttfga^ett  ttttg  liet  nieticni  ?(tltiitictl!. 

3um  ©ebraud}  in  ben  unteren  Klaffen  1^5t)crer  £el)rauftaften  Bearbeitet 

t>on 

^rofeffor  ^ftiebti^  <Äofmaiiii. 

Dritte  mit  ftfidi|i(l)t  anf  das  nenc  £liaafi-  unb  iUun}-Si)flem  umgearbeitete  ;Xiifla9e. 

gr.  a.gcl).  12  ggr  ober  40  Kr. 

3n  bcr  S.  8.  aBiiiter'lrf)cn  35crlav\5l)<\nbIuiK3  in  i'ctpjig  ifl  focben  crfci^icncn: 

®px^f  Dr.  Sari,  ^rofeffor  am  i^oU)tcc{)mhim  in  6arl»rul)e.  ge^rftud^  ber 
aUgcmcinen  2ttit^nictif  jum  @cbraud)c  an  I)o()cven  £eI)ranftaUen  unb 
beim  Selbftftubium.  iSrftcr  St) eil:  Jie  alli^cmcinc  9(ritl)metif  bi^  ein^ 
fd)tieBUd)  jur  5lnivcnbuug  ber  9tci()cu  auf  bie  ^i^M'^'^J^i^^^  i"ib  5)tenteu= 
red)uuug,  uebft  2230  a3ci|pic(eii  unb  Uclnnic\^auf\vibcn  eutt)altcnb.  S)ritte, 
\?erbef[evtc  unb  t>crmd)vtc  ^Auflage.    32V2  ©iiidbogcn.    gr.  8.  •  gel^.  g?rei^ 

2  Zip.  10  91g.r. 

SMu^ang  ju  bcm   cvftcn  Zljdk   bc^  2e()rbud)C^   ber  aßflemeineu 

9lriit)mctif.    ®ic  Slcfultatc  unb  9tnbcntungcu  ^ur  9UifIöfung  ber*  in  bem 
Sel)>bud}G  befinbUd)en  ^Jlufgabcu  entl)attcnb.    ©ritte,  i)erbcfferte  unb  i^er 
mcbrte  9lu[tage.    6  ©rudbogeu.  gr.  8.  gel).   ?Prei^  16  d1o,x, 
Vcw  bcnifclOen  iBcrfaffcr  finb  ncd)  fclcjcnbc  ^cI)rbüd)CT  in  öteid[)cut  i^crlagc  crfd^lcncn: 

Clirnc  ©eomcttic,  5.  Sluflage.  26  ?{gr.  —  ©bciic  ^Pofljgonomctrtc.  18  3tgr. 
—  ^Irit^mctil  n.  2.  9luflage.  Ivb  Stt^tr.  —  Stereometrie.  3.  9luftagc. 
24  'X'gr.  —  ^6ene  Slrigonomctrie.  4.  9(uflage.  20  ?j,^r.  —  ©^j^arifl^e 
Jriftünomftric.    1  Stljlr.  5  9igr.  —  2>iffcrcntial5  unb  äntegralrc^nung. 

3  Sl)tr.  13  9lgr.  ' 

liei  15.  U,  Teubner  in  Leipzig  ist  erschienen: 

Vorlesungen  über  die  Theorie 

der 

elliptischen     Functionen, 

nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Punctionslehre. 

Von 

Dr.  Leo  Königsberger , 

Frofofsor  an  der  Universität  zu  Heidelberg. 

Zwei  Theile.     Mit  vielen  Holzschnitten  im  Text 
gr.  8.    geh.  n.  21  Mark  60  Pf. 
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INHALT. 


XX,  EiDematisch- geometrische  Untersuchungen  der  Bewegung  affin -ver- 

änderlicher  und  coUinear- veränderlicher  ebener  Systeme,  Von 
Dr.  L.  BuBMxsTBR,  Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  königl. 
Polytechnil[um  SU  Dresden.    (Hierzu  Taf.  Y,  Fig.  1—16)    ....    466 

XXI.  Ueber  einige  Euler'sche  Sätze  aus  der  Theorie  der  quadratischen 

Formen.    Von  Dr.  F.  Gbubk  in  Schleswig 492 

XXII.  Das  relative  Drehungsmoment  eines  rotirenden  Schwungrades.    Von 

Jos.  FiMOEB,  Professor  am  Staatsrealgymnasium  in  Hemals  bei  Wien    620 
XXIII.  Die  Gleichung  der  elastigen  Linie  beliebig  belasteter  gerader  Stäbe 
bei  gleichzeitiger  Wirkung  von  Horizontal- (Axial-) Xi^ften.    Von 
Dr.  J.  WsTBAucH  in  Stuttgart 686 

Kleinere  Mittheilungen. 

XXIII.  Ueber  den  Axencomplex  der  Flächen  II.  Ordnung.    Von  Eml  Schilkr, 

Stud.  math.  in  Strassburg.    (Hierzu  Tafel  V,  Fig.  16  und  17) .    .    .    660 

Literaturzeitung  (besonders  paginirt). 
Recensionen: 

Geiser,   Dr.  C.  F.,   Zur  Erinnerung  an  Jacob  Steiner.   Von  Cantor      66 
WüLLNBR,   Dr.  Adolph,   Lehrbuch   der    Experimentalphysik.     Von 

Dr.  Kahl      ..• • 67 

DüLP,  Dr.  H,  Die  Determinanten  nebst  Anwendung  auf  die  Lösung 
algebraischer  und  analytisch -geometrischer  Aufgaben.  Von 
Th.  Eötteeitzbch 70 

Bibliographie  vom  I.August  bis  30.  September  1874: 

Periodische  Schriften 71 

Beine  Mathematik 71 

Angewandte  Mathematik 78 

Physik  und  Meteorologie 73 

Mathematisches  Abhandlungsrcgiatcr.    1873.    Zweite  Hälfte:  I.Juli 

bis  31.  December 76 


Notiz. 


Vom  1.  Januar  1876  sollen  die  historischen  Abhandlungen  der  „Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik"  mit  der  bisherigen  „Literaturzeitung"  zu  einer  be- 
sonderen „historisch -literarischen  Abtheilung"  unter  der  Redaction  von  Dr. 
M.  Cantor  vereinigt  werden.  Die  Herren  Verfasser  von  historischen  Artikeln 
und  Receusionen  werden  deshalb  ersucht,  ihre  Beiträge  direct  an  Herrn  Dr.  Cantor, 
Professor  an  der  Universität  Heidelberg,  einzusenden,  wogegen  alle  übrigen  Ar« 
tikel  an  den  Unterzeichneten  zu  adressiren  sind. 

Dr.  0.  SohlSmlleh, 

Och.  Schnirath  im  K.  8.  UnUrriohtfininiaUriiim. 


Dtmtk  «•■  B.O. T«mLnw  taUnrnUa, 
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